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Calcul des intégrales doubles
Prop : thérème de Fubini (2D)
-

supposons que
M = [a

,b] < [c
,
d] un rectangle de1?

f :M R fonction continue .

Alors

Ja

Intr . 37dade)dele
de

M

↑ continue -timme
e pr z

C d

! S J
-

2
c -

a ↳ s



Marche aussi siM n'est pas un ventangle :

ya - --
--

Formules similaires :

y
....

.--I]

637."Attilady = (R , :(2)de- Jx

Iy M
a Ja

O : ! d F(x)
j

A x

F(x)
al b

B
=J (St(,y)dn) dy

In dépend de
s

=0
(s)

Eg dipend day
En générat , Ja, Ig sont des intervalles on des unions

d'intervalles
.



Rem : si M = [a
,
b] x [c d] et que f(x, y) = g(r)h(y) avec

get h des fonctions continues fest factorisée
-

bd

cors : /1gtt() de dy = (((g(t)dy) de
d ↓ linéarité

= j(g(m) (h()dy) da
b 1 linvite

= (h(b) dy . (g(x)dx
a

Ex : sur M = [0. 1 x [1
, 2]y · f(xy) = x + xy

I = 1/P + by) dredy=y)dy) e
fonction day ,

n étant un

paramètre



/d = (zu-pl) et

- d ==
F(x)

Dans l'autre sens :

I = ( + my)de) dy = [ [H+J dy
-

G(y)

=Jcy =L [+3
1

= =(2 + y - (1+ 2)
=



Ex : 2 = [0,] (carve) f(x)) = ein(x + y)

F = /ins+) dudy = (in( + y)du) dy

primitios de sin (2 + 1) : - cos( +2)
/2 S π/z

6Ecosby =J+(l)

= [- sincty) + sinly]] = (-sin(n) + sin(E)- (sin() + sinsoly
=

- 0 + 1 + 1 - 0

= 2



Cas un peu plus générat : si ↑ est la région comprise entre
2 grapher de fonctions de fou day)

#rop 1 .

Soit & ci de la forme :

& = ((3)E : ac1b
, <Gyed(a)] ,

où

c : [a
,
b] - IR fonctions continues

,
telles

que <(x) [d/,a.

d : [c
,
b] --

IR Soit f : M -M continue.

/graphe de (x)
Va

,
In segment In = [s,dlu]di↓ graphe de c(x)

in
b

a
is ↳

- 1/fts)dudy =1 - bon ordre pour

appliquer Fubini .



2. Si de est donné par :

t = ((x , 3) @R2 ; cysd, aly) dablyb] ,

on

a : [cd]- IR

a(p) = b(y), f : r -
R

b : [c
, d] - R

d fore tous continues
graphe (x = a(y))

abw :/,2) drdy = 1137dm) dy do ----- ((n -b(y)]
IfS

Iy = [a(y)
, b(y)]

G(y) -
>

aly) 1) a

Ex = - = ((u, y) + r = 02x = 1
, psysx)

117 x(y = 22]
c(x) d (x)

7
2 f(x,j) = w

O s 1 x



=
-In du = [4]

S

5 on fixey, comment trouver Iy ? Sa borne inférience est donnée

par l'équation y = x2 x =+

=> Fy = [5 ,
1]

==j
G(j)



Ex : ↓2 l'intérieur du triangle AB2
,

ave Ac (0
, 0), = 12

2 A
c = (1, - 1)

#

A ·

x'1
le segment [AC] est devet par

- 1 - ·

C eléquation linéair y
= a x ,

auc -
1 = x .

A = C = 1
.

[Ac] = 2 y = - x
,
02x = 1]

graphe de c(x) = - x

[AB] = (y = 2x; 0xx(l)- d(x) = 2x

1
= ((, 3) : 08as1, asy52n] .

On vent integrer f(x , y) = (x +y) sur2.



F-Larydady = J ((( + y)dy) da
I

=finy + sy=-fa
-JE du = &=

Remarque : j'ai det que poure
ciR

,
Aire (2) = /et de de

· - - ((y); acusb , osysful]/

a

Aire (r) =A 1 dedy =Ilen·

ab
c(x) = 0

,
d(x) = f(x)

la définittrumTeintgret
.

#(2)



Calcul par changement de variables .
2 d .

But : représenter un domaineis "complique" de Jason
plus simple par rapent aux nouvelles coordonnées.

Prope Soit &2 et U des domaines de R2
,

et t : UntFryl une

fonctionC7 bijective.
Soit f : -R fonctive continue ·

Alon
,

1) +(xz)dxy = () +(4(uv)) 5 (4 . 2) dude ,
avec

2

5 /n,2) te jacobien de taupoint (v)U :

Jp(n , v) = (det/Jac ( +) (u,0))) ·

Jy = valeur absolue du déterminant de la matrice jacobienne de 4
an point (. 0) .



changement de variable : ( , y) = 4 (n , 2)

I

(
5ast()==(

Ou

&
&

~e

·

i x

Ex : Changement de variables en coordonnées polaires :

x = v cos(0) U = (p
, a)

↑(, a)= /rasa(~ sing

y = wsin(0)
SiU

= /130 ,
0 + Jo

, 25]]+h= R10 .



Y

ou -

-

j T ↳

(
cost - rsing& ( , r) = (r

, a)
Jac + ( , 0)= (sind ~ cost

det Jac + (
,0) = r/cose" + rising = v

.

-> J+ (r, 0) = v .

Si on rent calculer/)r dady , pour R = disque B(0,0 ,
R)

2
- 34) ; n +y= R] .

En coordonnées polaire & = ↑ (0), pour
V = ((, 0) ; ocreR , Octin] ·

U = Jo , R] + [0, E



B ↑ ay

->
U -

*
j a

= ↳ Inscross ando=> Fulludady tosodde do
!

2

=Jers dr + 2005do

= TRet
/so =1
d

=



Ex : on rent calculer faire d'une elise
2 = ((x , y) +> R : 1 + (5) 51] / a

,
b30

a Y
- bAir = () = ///1dx dy .

-

a

2
&

8

·

xa >

Sion utilise Fubini :

2 = (c()Sy = da)
,
x) [ - a

, a]]

d(x) =
b(( , c(x) = - d(x)

Fal

=j
**

I dy = d(x) - >(x) = 2d(x)
(x)

-[2 du

/Ar dan x = csO



Si on applique le changement de coordonnées suivant
, qui ressemble

↑ (r, d) = (ares) aux coordonnées polaires :

S
=> e = +(0), pour U = 201 ,

Octo
, cit] .

↑ rectangle
& = r cost, =~si 1

↑ bijection U -> & ((10
, 033 .

Jas + (r. 0) = /,coseavo et(
J+ (r , 0) = abr .

=> Are() =//1dady = / tabrdrdo-ado-a2

Cas a =
b

=1 : Air (r) = Aire (disque unité) = N
.

=
ab it


