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Integrales curvilignes.
i3 Courbe J C 13

- f : U -+ RR fonction continueI "df
&

->
On vent integrer cette forationsur

la courbe : /f et aliment de longueur
· Ex : calculer le long de2

- la longueur de la courbe
-

la masse d'1 objet 1D

- te travail d'une force fors d'an deplacement
-

d'intensited'1 courant traversant 1 surface ,
en fonction

de F (toi d'Ampère
- to force electromotrice all circn't électrique .



-
circulation électrique .

et Courbe paramétrés de classe 27

On appelle courbe paraitre 97 dans IR" un couple (I
, 4) ,

on

Ici intervalle/borné) et 4 : F->R
"

application C7 .

On appelle image de ta courbe P
im

parametres lesous-ensemble dei"- ⑮
*
t E J 471)

formé par 4 (I) T
1-

Or notera fac. paramétic V= (1
,4) .

courbe géométrique

.

Si en n'avait pas imposé que Ut
(1

,
on aurait pr avoir

des images R (1) très irrégulières nommunes -- +(2)=



Ex : I = 50,[ x(t) = /cos , min(t)ER, We ( ,
c) c param

C1
.

U(I) = certe de centre 10,0) ,

de
rayon 1.

-

·
I = jo,[ (5) = /cos (27)

,
sin(t)) W a param .

C'

& (1) = cercle unile centre en (0, 0), de rayon 1 .

elit) 0% 410) = eX) FREE5.e

~ et tout le même image, mais ce ne sont pas te même

courbe paramètres .

& est bijection :I=To , in- Y /I)

- n'est pas bijective



· I = 50
,
13

, y(t) = (t
, 2t) = + (1

,
2) . Y et <E courbe

27
.

Y(F) = ugment entre (0. 0) et (1, 2) ,
dans iR?

&

-2 . O

10
,
0)i s

· DanR" : I = 10
,
]

,
y(t) = (1 + 7

,
1- t

,
37) et 27

courbe param .
CE dans IR? Image - segment reliant

(1 ,
1

, 0) et (2 ,

0
,
3) .

((7)
& + 2

*

=> en presque chaque point, fa courbe admet une droite

tangente à W.



· Dans IR3
,
I = To

,4i], y(t) = (csit)
,
ein(t)

,
t)

gram :

masspirate dvis d'Archimiele
e(t) = (-sint, cost, 1)

'y

·
Point of ne inverse : partir d'une courbe geometrique ,

et

fabriquer une parametrisation de atte courbe.

Il existe plein do parametrisations possible pour une courbe

géométrique donnée.

Hei Courbes parametric (C) équivalentes .

Deux c . param . (1, 4) et (5, 4) sont dite Equivalentes s'i
existe une bijection O : I- J strictement croissante awes 0'/) >0 partoul,
et telle que y = 400



T

all-
S
-

& -I &

I

& S
J

-
15

t I

-
↑

y (1) : + (5) <IR"

Puisque O'S0, l'application O : 5 - I est aussi 27 :

-(0-1)'(s) = ato(1)
·
Ve /1

,4) ignivalent a F = (5
, 4) : retation d'équivalence .

& ~ & 10: identile sur i
Si-E

, alors E - 5 Ceymetrie)
A

Si E et F
-
E

= 0 - 5
-

5 .
O bijection I -5.



1 propriété : ten image géométriques de (E
,
4) et 15. 4) sont le

mêmes
.

Ex I = 50
,
25] , y(H) = (2017), sinit] ER

J= [0
,
it]

,
+(6) = (as(24), ein (27)

On a bier équivalence ,
avec ta bijaction 0 : To, ii]- To

, sit]

O (H) = 2t
.

%00 = 4
Pest 21

,
strict

.
↑

I

et d'ct) = 2
,
Xt

.

. On peut généraliser le definie d'1 courbe paramètres aux

fonctions & continue et 17 par morceaux .



I
= [a . , an][az , asju--0[9b 1 9h] , awe

4 : I-IB" continue
,
et 419,9

est (1
.

y(an)

Y(as )
i(ai)
4

=> possibilité d'un nombre

·
- fini de sains

Idem : on peut relaxer la definition de courbes équiratenter,

pour que
O soit continue et C'par morceaux

,
strict ↑,

Sa
& awes o'30 partout.

J -
I

st



&

⑧

o B segment [AB] = courbe geometrique
A Parametrisation fa + simple :

>

I= To
, B,

4 : I-R"
,
donné par

C ->

f(t) =
A + t AB

= (4a + t(xy- 2), <att/57n),a+ t())
· eurR?, f : F-R C7

, graphe dof :

Gf = ((ry) i ; ye f(a)]R25if
So on definit 4 : I+ IR &

1 + 1 S
+ y(H) = (t

, f(t)etbie
param .
C
I

P(l) = G7
=> V = (F

,
4) parametrisation naturelle de Gf .



· Cerite ((14) , R) aiR" ya

I =
To

,
2]

,

% ----
↑ (t) = (2

.
+Rcs(t)

, yo + Rsin(t) i
3

paramétrisation naturelle de ce cercle. 20 2

&f Courbe paramétrés en coordonnées polaire
ICRo ,

R : I -> R
+ fonction (F .

La courbe notel

informellement ~ &(0)
, plus formellement (v = RI0)

, OEIS ·

est la courbe paramètres (F,
4) dans IR2, où

& (0) = (R(0) cos(0)
,
R(0) en 10)) M

·
I = [0

,

0
. 7 --

O



Ex = Of [0]
,

R10) = 1
,

50 => cerde < (0
, 1)

·
Courbe v = cost

,
Of Fie

, The
a

P(t)

-x(0) = R(0) cas(0) = cos0)
0

↑0
. ·
1

&

y (0) = R(0) 1 /0) = casO sir/0)
2 (8) + y () = R(0)" = cos (0) = 2 /0)
= x - n + y =

0

2

(x - 2) - 2 +y = p

(=)(x - () + y = 7 .
- C((z ,

0)
, 2)

·
Rea : on a choisi de parameter w en fonction do 0 : RIA).

On peut au contraire définir & en Fonction off N :

0 : [CR
+
-> R

,
y(r) = (rcos10()

, veir(o(s)



·
Ex : spirate d'Archimide : v = ao + b

,
ave a po

Ol = [0, 45]

Di
b 30

. Spiral logarithmique = r =
bea a + 0

↳ >0

.
e(t)Cita ↳29

I = [0, 4)

i



· % : I-R" c
. param.

C
+> sa dérive

C'Ct) : l + R"
= Ce vecteur vitesse

.

&CH-vecteur vitel an "temps"t, an point <(t) .

~ (H) = (y (t) , 4! (t) , ... 4.(t)
vitesse instantance : 110111 = /MCH + -- + 4: ()h

Refe W= <F
,
4) c

. param .

25. On appelle longueur de V.
notre +(2)

,
91 integrate
+(2) = (14'(t)/dt

T

Y et 1 = 4 at Co - 114'll : I-
+
et 20

E
I e(tj) y(tj +At

-
& Il D -(I)I elt)

[ti , +j + D +]



morreau d (41) ; t + itjtj + 1t)] petits t'st) me change pas bep
courbe

↳ proche d'un petit segment
[e(t; ), y(tj + at)]

(le(+j + at) - y(tj))) = 11y's +j)97 + x+ x(y+)))(x(1)
E DE 11 l'Itj) /l

Belle' (tj) Il# 14 tillat
J

T
-

Ex : Segment [AB] cR" : e(t) = A + tB
,

te To
, ] .

->

C'CH) = AB
,

It vitelle constante

=> +(0) =J' FB11 at - 1 Aill .

· f : l=R
, 6f + (y = f(x)] .

e(t) = (t
, f(t)

f(1 e'(t) = (1, f'(t)



-> 1d'Hill =1+ 2,t) 2 ya-
Of

= es) -(at ↑I

·
Cerate ((1

,%.), R) : 1- 50
, 2), UH) = (MotRcost), Yo + Rsin())

Rest e'(t) = 1 - &sin(t)
,
Res (H)&

-

( 1) e'(t))) = e
,

Ut

2

1(V) = (114Ht)//dt = R2π

· Ex : spirate 3D : 4(t) = /cost), einit) . t) ,
In To

,4.

4'(t) = ( - sinct) , 2011)
, 1)

14H/l-H+H +1 = E , t .

=> e/v) = Joue



e(t) = longueur de la combeparamétrés,

pas forcement - forqueur de ta courbe geometrique.

ex = =
= 50

,
45]

,
41 = (cs/H), eiriti) - : 1

4

-> +(2) = (14H/at = 4

la cercle géométriqueet de longueur zit.

Pour
que
les 2 longueurs coincident, if faut que I sat

bijective entre et & (I).
2x: = Tout , /fe post, sint)

#p Sat (F
, 4) of (5, 4) 2 courbes paramétries équiratenter :

Alas ce c param sont de même longueur :

f(t
,
4) = 1(5

,
4)

.



Pr (F. U) , 15, 4) iquir : 50 :+ 5 bijection 2013 0
,

t-g . Y = 400 .

votexes : n'(7) = 4 (0(t) O'Ct) Irigl to chaine).
HEI

,
1 ecill = 11 + 10141110'16)

1( =, 4) = J1x'stillat = (14 (0())))0'(7) et
I

= FI1 +1 2) Il de changement = O(t)
var

J

= e(j
, +) .

& Longueur d'une courbe en coordomic polaires v= RIO).

Oc I = [0
,02] ,

R = I+ 1+
Ch

.

Alors fa cowbe
param

82
a pour longue ver 1(5) =Joye+ R1d8eJe It

&
,

Sa
,



Pr : y(A) = (RID) Cost , R(0) sind) CIR2
e'sE) = (R'/d) cosO-RIQ) sinD, R'/) sind + 110) casa)

1) C'CH1 = (R'c00-Rsind)" + (d'sinO + R cosd)
L

=>
RI co50-2RR cost sind + REsino +rsino + Tres int a

d

2 j V v V

+r
= R" (co + sin0) + R (sino + co) + 0

=
r

2

+ R regVer
=> le'Cell =N+ Rija) vo

⑳

e(p)⑭
- = R10)do ep + dR er ↑0

- RS) dO 20 + R'/P)dO er

Il voll=mo + R15do2 =N'o do


