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Fin du cours sur les EVN :

thme do l'application ouverte
E

,
F 2 Banach. fe[/E,F)jective ,

alors & est ouverte :

↓ UcE ouvert
, f(U) est un ouvert de F

Zapplications.

Heaime (Banach)
E

,
F cont 2 Banect

,
et fe L(E . F) inversible ·

Alors nor

inverse f"<2 (F, E).

eure : of inversible -> ↑ surjective > FU ouvert de E,

↑ (v) est ouvert dans F· Mais f(u) = (8)
*

(V) est ouvert

f" : F -+ E => f est continue .

A(u)



Rem : pas évident si on considère
, par ex

,
=10 (N) ,

l'aplica & (Mo , Y ,
ve

, Un= )) = (a00
,

a
,

4
.. .., an Un

. ---)
pour une certaine suild (ano

Si an--0 mais a
.
20 Es f bijective ?

n-

f" = "multiplication part"
↑ n'est

pas 1 application continue

sur 10 (N).
En fait, t "n'est pas définie en tout u +*

n = ( 1
,

1, 1
,

1
,
... 7() =(11!")

=> pour que
thme s'applique ici, it faut que ↳10

0 <c Elan1 C



·

théorème du graphe fermé.
Soit E

,

F des Banach
,
et f: E-F hinsaire. Je not

G(f) 2) (x, f(u); +El te graphe de f.

Alors f est
continue E-F si G/f) est fermé dans ExF .

-

topologie produit.
= topologie induite par

11 Yel-le + 11 : If
Preum : => Sif est 20, alors si une dans E

,
alor fan

dans F .

Montrons que G(f) est Jerme : Supposons qu'une suit (an ,
f(x) converge,dans Exf

dans ExF
,

nu (x, y) E En F .

11 Enf(x) - (23)expri => Ile-alle - 0 et

(1f(x) - TIE + 0 .



en x = f(x) - f(x)] = y
= f(x)-f(uy

=>te point fimite (,y) = be
,1(a) + G(f) ·

=> G(f) est un sous-ensemble fermé de ExF-

= Supposons que 618) est fermé dans Ex F .

On définit, sur E
,

lanorme graphe" II relle = Ilalle + 11f Gille
C'est 1 norme (facile) · Est-elle équivalente à 11 . Il e ?

Montrons que /E,
11 IIE) est complet.

Supposons que (en) de Cauchy pour 11 II :

112-valento => 11 enumlle - 0 et
n
,
m -- 2

1) f(a)-f(am)/l= - 0
.

E complet => xn + 2 dans (E, /1 /E) .

"im -- d

↑ complet => flzen) - y
dans (F, 11F) ·



dans ExF
,
(2n

, f(x)= (2,3) ·
#

G(f) fermé => (
,j) = G (f) =

y
= f(x)

=> f(x) = f(x) .

=> x- > pour la norme Il II.
Court : #

,
11 1) est de Banaih.

Or va montrer que Il le ~ /l Ile-

Pour ga ,
considérons i : (E

,
11 IE) - (E

,

11 /(E)
gui est définie pari (n) exe

i et linéaire et inversible
. l'application

inverse

it : /E
,

11 le) -- (E
,
1 (IE) estimatue :

-. 30
,
Face, Ilimillé Challe



↳ Halle Ilalle E 2
.
Il selle

->
fe 2 normes sont équivalentes.

C)
, 1 11 f(m) /lp + 11 alle - CII alle

11 f(ville < (2-1) Axelle -

= fest continue.

Retour aux espace d'applications continue.
Contre-ex : C /Ja

,b[] n'est
par réparable .

30
,

+ c[ Ja
, [ Ya (x) Ter 70

,
+ o[

- ↓
E bijection strictement Yoo" sur Ja

,bl .
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int
-- IIIIIIIIIIIII

·
Comment caractériser un ensemble précompact de fonctions continue

-

dans Cs (X
,
R) ?

de fermeture compacte

Théorème d'Ascoli-Arzela

Soit (X
,
d) un upace metrique compact , et /fu)

me
une

suite de fonctions de C(X
,
1)

,
telles que :

1. (barnitude uniforme) x = X
,
7 M() > 0 Eg

↑up (fn(x)5 M (2) -

2. uniformequin continuite . 530 ,
7530 ,

En x
, y ,

ei dlay) = d => (fn() -fu(y)/22 .



Alors
,
if existe une sous-suite (Frmuyo et une fonction

fe((X) +g · folm) -f dans ((X) .

Réciproquement, si (fr) suit dans ((X) uniformement
convergente, alors cette suite est bornée et uniformement
équicontinue.

----- R
&

-
-f

- m
& 3 I 3

O 1 O
1

pornitude



#un (fr) équicontinue et bornée. Construisons une limite f
#

,

d) compact => X est reparable F suit (ai)deestj30
Construisonsf surl'ensemble D .

Aupoint ao : la soit (fulao)) est bornte dann IR

* on peut extraits 1 sous-suit frm) (90) -> f(90) ·
T

point a
, (fr) (91) bornée -> on extrait 1

définit
n

sous-suite convergente for>lainTof(a)
·

froto-mak)To 7 (ak)

(Fr... (n) (abt) borne - on extrait formatif lat



Extraction diagonale : on definit((n) = 50 .. 05 (n) est

etrt4 :-IN.

He
, fr(n)(ak) nf(ak) -

-> or a construit falimite f sur l'ensemble D= Gab]
2. Etendre f à tous les points de X.

Or montre que Fae-X ,

ta suit <trin) (2)
no

it de camity .

Satsontinute -7530.

On fixenex .
Dest dence dons X

= Fac D +da) <5

Ifr() (2) - Focm)Pll = /Fri)()[ Fas
(a)) +1c) (c)-fasms (a))

↑
- fo (n)(n) + fr()(a) - Frim)(a) + frami(a) - (folmi(a) - ((m) (2)/

I I



Equicontinuité= s

t
S E

Je sais qui en a
, frii (af(a) -

(frk) (al) at de Causty : 5 mg, n ,
m, no

,Hi
->

50 v

,
m > ms 1 /Frik-fimk)/5 32 .

-> (fol) (2) est de Cauchy ,
donc elle a 1 Limite f(x) .

->
on a construct unelimité simple des (fr(n) sur fout X.

3. M
. g .

cett limili f est uniformement continue sur X .

Equicontinuite de 10 suit (Fr(n)
#t

,
75
, Eay, E , day) si = Hock) - Joasly)162.

-- /th - ti/ s



=>f est unift continue ,
ave les mêmes constantes 55 que

la suite (fr)
·

4. Convergence uniforme ?

Equicontinuite : 55 .

X compact - X = UBA,
2

F famille finie de points /b, .., bal ty. Xbi
Vx + X

,

7i +1
,

... Na ty ut B(b :, 2)
Ifran) (2) -f()) = /fo () () - Forces (i) / + / formi (b :) - f (b :)) +17/bil - f(x)/

E & 5E

Pour chaque bi, frG) (i)+ f(bi) : 7 n : EUnbue,
(frxi (i) -J (bi)/2s

I



nsemax (ni) = Enans
,

Vil
-

-

, Ng ,
↓

#neX = n>
g , /fr() (2)-full & 38 .

-> cour uniforme facul ->f
- Suposors que (fr) converge uniff urs f - ((X

,
1)

-

Alors : fn-f : Ilf-fullo ->
0

#N,
11 In-ell 1

= IIFull1 .

pour n = 0
, ..,
N-1

,

Ce max Il fullo
n = 0

, ..,
N - 1

=>Enso , /fullg C + 1181 + 1 .
- hornitude
uniforme.



· >0 quelconque. 7 N30 Ey n> N
, 11 fn-fla* "13 -

·
debuit de suite : Fo

,
E, .., for sont continue sur X

=>
chacune est unift continue . & aussi.

=> 7 2 30 ,
et 78

,
.., En , +g . AngeX

ind(x
, 3) < = (f(x) - f()/5 %

U
& (x-y) <do = 1 fo(x)-Jol)/63/

"

d(x
. 7) < E = (fak)-Jaly)) & 3/3

&. min (1
,
8
, -.. dr) => L

V

Pour n > N
,
si dix,y)5

=> (72(x) - fr())4(f- () -f(x)) + 1f(x) -F()) +1f(y)-fr())
44/3 45/2 = 2/3



(fn(x-f- (y))as
=>
la suit /fr) est équicontinue .

Il
. Quelques espaces

defonctions continuer
-> IN ouvert /ex:=*)

.

K c M compact.

Di (k(r) = (f + ((2) +q eup()ck] -

on supp(f) =Twe; fuite ins
· Ch(2) < Cp(M) sous-espace fermé :

si fre <(2) ,
et fr -> ↑ pour 11 110

=>k
, =fe((r)



Comme (p(M) est un Banach = Ck(t) Banach

D : C
, (2) = U Cr(t) = 3 force continueJ

kcr support compact 3
compact (dans 5)

Ce sous-espace (c(M) n'estpas fermé dans (p(M).
EX = 2 - 5- 1

,
15

,
fubl fue

fu
affine par morceaux, continue
, f

eupto - El + h .
1- * J. ↳ith- o " it's

fu + C (J,
It)

,
et

In-f uniftor 1-1
,
11

, area fa
Or supt = j- 1

,
15 = f( 2 (3- 1

,1) .



-> Refi On note C
. (5) la fermeture du sous-espace C,

(
dans [b(r)

On re montrer que Co(2) = ten fonctions continue

quitendent vers
O forsqu'on

- s'approche du bord do.

ST
Lemme d'Urysohn
Dan RY

,
soit K < R"compact, et VcR" ouvert borne

contenant K
.

Alors 7 & - C
,
(R*, 10 ,1) telle que



flk = 1 et sup(f) <V .

↑
fermé borré => compact.

Preuve on définit to fonction ·#ferme ,
dist (3

,
F) - infd(x , y)

ye F

= a- y

Six EF = dist (x
,

F) =
0

s
·

x

-> SinfFdist(a , 4) > 0
F e

l' apple esto dist 12
, F] est 1-Lipsitites => continue

·

1 dist (n ,F)-dist(yF)) = 1x -y/)



5 dist(
,

F)
= 0 = 7 (y) dans t 112-yj/l

;-0

= y - x

#↑ formé = xF
,

ferméfermé
K c V

.

On definit d = dist (K
,
GV)
=inf distb

k n (fV) =0
M

. g .

d > 0 .
K compact e d et atteinte :

7k tgd = distin
, GV) .

Si = 0 =>
On dist (

, GV) => EGV .
Contradica

=> d > 0
.

On definit l'ens-intermédiain U=+RY
, dist(

,

k) < E] ouvert



U= -voisinage ouvert de K .

Sa formature o C V.
↑ On a : KcUc c V.
forme

n + v = d(u
,k)4

On difint : af(a)=distsdst
a

-

forme

↑ est continue
. Jew fait, Lipschitz)

f(x= 0 Etu = Gu

=>supp (f) =
0

.

⑭ so

TIf(x) + 50
, i ,

rack
,
tel

L



P Une fonce f appartient à Co(t) sei , Es >0 ,
= Ks <M compact t .

g . HISE sur RIKs.

"L'approcher du bord de M" = " sont r de tout compact
de M".

&
Prence

.

Soit 30 et KCM part In 1816s ear &1K.

Trysotn =s 7 ge < .
(4

,
To

, )) # get turk.
On proud h = g . E troncature continue de f en-dehors de K.



ga sup a part =>
he C

,
(r)

117-2/1
,

E .

- .D
· Récipr. Sort f + Co(t) : 5 (fr)

,
fr + Ca(2)

,

ares Ilfi-flor
s so

, Inst /fr·fll *
1

K : = (x (fn* 14323 sous-ens. compact de M.

Vue R)k
, (f(x) ( < (f(x) -Eng())+ (fu(x1)5 .

#


