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Exercice 4.1 Soit s € R. On définit un opérateur A sur l'espace H*(R) en posant Au = iu”
pour tout u appartenant au domaine D(A) = H5T2(R).

1. a. Soient f € H*(R) et A # 0. Montrer qu’il existe un unique u € H*"2(R) solution de
Péquation Au + iu” = f dans S'(R) tel que ||ull =gy < [A7Hf | s r)-

b. En déduire que A est le générateur infinitésimal d’un groupe unitaire U sur H*(R).
2. On suppose désormais que s = —1.
a. Montrer que pour tous A # 0 et t € R, on a
La(U(N*t)d0) = U(t)do ,

ott Ly € L(H Y(R)) est défini par Lyu(x) = [Au(Az).
b. En déduire expression de U(t)dy en fonction de h = U(1)dp.

3. On va montrer que h vérifie une certaine équation différentielle ordinaire.

a. En explicitant le probleme de Cauchy satisfait par ¢ — U (t)dp, montrer que
V() € CZ(R) x CZ(RY) /O (h(x), pav ) (1) — i¢" (@) (1)) () D()dE = 0.

b. En déduire que pour tout t > 0 on a
x
) 2\/%

c. En conclure que h est solution dans D'(R) de I’équation différentielle

Vo € CP(R)  (h(z) ¢ (zvt) +i¢" (xV1)) pr(ry pr) = 0.

(x)  2ih"(z) — ah'(x) — h(x) = 0.
4. On cherche maintenant ’expression de h.
a. Montrer que l'espace des solutions C* de (%) est somme directe du sous-espace des

solutions paires et du sous-espace des solutions impaires, tous deux de dimension 1.

b. On pose h = ng avec n(x) = exp(—ix?/4). Quelle est 'équation différentielle satisfaite
par g 7 En déduire que h est C* et en conclure qu'il existe a € C* tel que h(z) = an(x).

c. Sachant que F(n)(¢) = v2m(1 — i) exp(i€?), calculer la valeur de a.

5. Soient s € Ret f € H*(R) a support compact. On utilisera dans cette question la notation
Us: R — L(H*(R)) pour désigner le groupe d’opérateurs obtenu plus haut.
a. Soit 8" < s. Montrer que Uy (t)5s®) = Us(t) pour tout t € R.

b. Siu € D'(R) on note I'(u) = u x f. Etant donné un réel o fixé, montrer qu’il existe o’
assez petit pour que Popérateur I' : H?(R) — H (R) soit bien défini et continu.

c. Déduire de ce qui précede l'expression de Us(t)f.



Exercice 4.2 Pour tout u € L}, (R) on définit Lu € L{, (R) en posant Lu(z) = zu(—x).

1. Soient A # 0 et f € L}, (R). Montrer que I'équation (L+ A\)u = f admet dans L], (R) une
unique solution que 'on explicitera.

2. On définit un opérateur A sur I'espace L%(R) en posant Au = Lu pour tout élément du
domaine u € D(A) = {u € L*(R) : Lu € L*(R)}.
a. Soient A\ # 0 et f € L*(R). Montrer que 1'équation (A + \)u = f admet une unique
solution u dans D(A) telle que ||ul[z2®) < |)‘|_1HfHL2(R)-
b. En déduire que A est le générateur d’un groupe d’isométries S : R — L(L*(R)).
c. Soit ug € D(A) tel que Auy € D(A). Quelle équation différentielle d’ordre 2 en temps
la fonction w : t — S(t)ug vérifie-t-elle ? En déduire 'expression de S(t)u(z).

3. On définit un opérateur A sur l'espace L'(R) en posant Au = Lu pour tout élément du
domaine u € D(A) = {u € L'(R) : Lu € L'(R)}.

a. Soient A\ # 0 et f € L*(R). Montrer que 1'équation (A + \)u = f admet une unique
solution u € D(A) mais que l'on ne peut pas trouver Ay > 0 tel que

- 1
VA>X VfEL®) A+ AT lnm < 5Ty Il

On pourra considérer des fonctions de la forme f. = 1[5 /2_. »/24 pour € > 0 petit.

b. On a vu & l'exercice 2.3 que I'opérateur A génere un semi-groupe sur L' (R). Cela est-il
contradictoire avec 1’observation précédente ?

Exercice 4.3 Soient F un espace de Banach, A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
de contractions sur E et B € L(FE) un opérateur continu sur E.
a. On fixe f € E. Montrer que I’équation
v+ BA+No=F
admet une unique solution v € E lorsque A est assez grand.

b. En déduire que l'opérateur A + B, défini par (A + B)u = Au + Bu pour tout u € D(A),
est le générateur d'un semi-groupe S : Ry — L(£). Donner une majoration de ||S(t)| z(x)-
Exercice 4.4 Pour tout t > 0 et f € Li, (R? x R?) on note S(t)f(z,v) = f(z — tv,v).
a. Montrer que pour tout p > 1, la fonction S définit un semi-groupe de contractions sur
LP(R? x R?) dont on déterminera le générateur infinitésimal.
b. Soient o € L'(R?), m € L®(R?xR%) et fy € L'(R?xR?). En utilisant I’exercice précédent,
montrer qu’il existe une unique solution f € C(Ry, L'(R? x R?)) de I’équation :
O f(t,x,v) +v-Vyf(t,z,v) +m(z,v)f(t,x,v)+ / o(w)f(t,z,v —w)dw =0
R4
posée dans D'((0, +00) x R? x R?) et vérifiant £(0,z,v) = fo(z,v).
c. Sl existe b > a > 0 tels que m(z,v) € [a,b] pour presque tout (z,v) € R? x RY, donner
une condition sur les parametres ||o||1, a, b pour qu’existe une constante ¢ > 0 telle que

1 (s o maxray < € foll 1 raxrey » t=>0.



