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Exercice 1.

1. Rappeler I’énoncé du théoreme de Banach-Steinhaus (théoreme de la borne uniforme). Spécialiser
ensuite I’énoncé au cas d’une suite de formes linéaires f, : X — R, ou X est un espace de Ba-
nach.

v. le cours. Pour la spécialisation : pour un Banach X, supposons que pour chaque z € X, la
suite réelle (f(z))nen est bornée : Vn € N, | f,(z)] < C(z), ou la valeur Cy dépend a priori du
point z. Alors les formes linéaires (fy,)nen sont uniformément bornées : il existe C' > 0 tel que
Vn € N, || fallz(x,r) < C. Autrement dit, pour tout n € N et tout z € X, [f,(z)| < C|=z||.

2. En déduire que si une suite de formes linéaires (f,,)nen convergent simplement sur X, alors leur
limite simple f. est une forme linéaire continue.

Si pour tout x € X la suite (f,(z))nen converge, alors cette suite est bornée. Le théoréme de
Banach-Steinhaus implique donc que la suite de formes linéaires ( f;, ), est bornée uniformément :
Vn € N, || fall < C. On voit facilement que la limite foo(z) := lim, f,(z) définit une forme
inéaire :

foo(am + By) - hén(fn(ax + By)) - hén(afn(x> -+ Bfn(y)) = O‘hén fn(x) + /Bhén fn(y)

Enfin, la bornitude uniforme des f,, montre que pour tout z,n, |f,(z)| < C||z|. En passant a
la limite, on a |foo(x)| < C||z||, ce qui montre que la forme f4 est continue.

3. On considere I'espace vectoriel ¢ des suites réelles u = (ug)gen nulles & partir d’un certain rang
(c’est & dire que pour chaque u € ¢, il existe un ky € N tel que ur = 0 pour tout k > ko).
Montrer que la norme sup || - ||oo définit bien une norme sur c.

Le fait que les suites u € ¢ soient nulles a partir d’un certain rang montre que pour toute suite
u € ¢, alors ||u]|oo = |t | pour un certain m € N (qui dépend de la suite u). En effet, soit u est
la suite nulle, et alors ||u|looc = 0 = |ug|, soit u n’est pas la suite nulle, alors il n’existe qu'un
nombre fini d’éléments u,, # 0, et alors sup,, |u,| est atteint pour un de ces éléments.

11 est alors facile de vérifier que || - || vérifie toutes les propriétés d’une norme sur l'espace de
suites c¢ :

- homogénéité : sup,, |A\unp| = |Aum| = | A |um| = [A|||u]co-

- sous-additivité : sup,, [up, + v+ n| = |up| + [vm| < [um| + |vm| < sup,, |un| + sup,, |vn].

- Enfin, si sup,, |u,| = 0, alors u,, = 0 pour tout n € N,, autrement dit u est la suite nulle.

4. Sur ¢ on définit les formes linéaires fy,(u) = Y ., ur. Montrer que chaque f,, est continue sur
Pespace normé (c, || - [|«), et que les f,, convergent simplement vers une forme linéaire fo, sur
¢, qu’on décrira explicitement.



Pour chaque n > 0 et u € ¢, on vérifie que
n n
()] = 1> un] <7 ur] < (n+ 1[0,
k=0 k=0

ce qui montre que la forme linéaire f;,, est continue. Pour chaque u € ¢, on sait qu’il existe ng € N
tel que u,, = 0 pour tout n > ng. Cela implique que pour tout n > ng, fn(u) = fn,(u), et donc
que la suite (f,(u))nen est stationnaire, donc qu’elle admet la limite lim,, f,,(u) = fn,(u). On
appelle foo(u) cette limite. L’application u +— foo(u) est linéaire : pour deux suites u,v € ¢, il
existe ng tel que u,, = v, = 0 pour tout n > ng, et on a pour tout «, 3 € N :

fOO(O‘u"i_BU) - fno(au +/BU> - afno(u) +5fno(v> = afoo(u) + 6foo(v)

La forme linéaire f., peut s’écrire, pour toute suite u € ¢ :

foolu) = Z U -
k=0

Cette série n’a qu'un nombre fini de termes non nuls, donc elle converge, et est égale a fy,, (u).

5. La forme linéaire fo : (¢, ] - ||oo) — R est-elle continue ? (on justifiera).
Non, la forme f., n’est pas continue. En effet, pour tout n > 0 la suite u(™ = (1,1,...,1,0,0,...)
———
n termes
est bien dans ¢, et elle vérifie |u(™ | =1 et foo(u(™) = n.
6. Pourquoi le théoréme de Banach-Steinhaus ne s’applique-t-il pas a l'espace (¢, || - |loo) ?

C’est parce que 'espace ¢ n’est pas complet, donc ce n’est pas un espace de Banach. Or le
théoreme de Banach-Steinhaus exige que I'espace de départ (ici, X) soit complet.
Pour montrer la non-complétude de ¢, on peut considérer une suite réelle bornée u = (ug)gen
telle que uy koo, 0, mais ol ug # 0 pour tout k. Alors, notons u(™ la suite obtenue par la
troncature au rang n de la suite u, autrement dit u,(cn) =u si k <n,et u,(Cn) = 0 sinon. Alors
on voit que

[u™ — u||oo = sup |ug| tend vers 0 lorsque n — co.

k>n

Ceci montre que les suites (u("))neN forment une suite de Cauchy dans ¢, mais leur limite u
n’appartient pas a c.

Exercice 2. On note X l'espace des fonctions continues 27-périodiques, muni de la norme sup |- ||oo-
On rappelle que les coefficients de Fourier d’une telle fonction f sont donnés par

en(f) = / " e f(2) da,

—T

et que la série de Fourier de f est donnée formellement par Sf(x) = > 7 cx(f) etk
Notre objectif est de montrer qu’il existe une fonction fy € X telle que sa série de Fourier en zéro,

S f0(0), ne converge pas.

1. On appelle noyauz de Dirichlet les sommes partielles D,,(z) = S_}__ e**%. Donner une formule
plus simple pour D, (x).



La formule des sommes géométriques montre que pour tout x # 0 mod 27

Dy () = ¢ 1 — eintl)z _ sin((n +1/2)z)
" 1—e® sin(x/2)

Lorsque x — 0, 'expression de droite converge vers 2n + 1, qui est aussi la valeur de D, (0);
avec cette convention, la formule ci-dessus donne la valeur de D,, pour tout = € [—7, 7]

. Pour tout n € 1, on définit la forme linéaire sur X : S, (f) = > ¢, ck(f). Exprimer S, (f) en
utilisant le noyau D,,, et montrer que la forme linéaire S,, est continue sur X.

Par la linéarité de l'intégrale, on trouve que

i)=Y 5 [ e ds

k=—n

1 RS —ikx
=5 Ze R f(2) da

T k=—n

1 " - ikx
:%/ S ek f(a) da
T k=—n

1 s

D, (z) f(z) dz.

:% o

On obtient alors facilement :

.01 < 57 [ IDal@) Ifllsdo = Il 5 [ 1Du(o)]da.

—T —T

Comme l'intégrale de droite converge, la forme linéaire S,, est continue, de norme

I1Sall < 5 /7 |Du(2)] de.

. Montrer que la norme de la forme linéaire [|Sp|| := sup e x;|#|..=1|Sn(f)] est donnée exactement
par ||Sull = 57 /7, |Dn(2)] de.

Indication : on pourra se servir d’approximations continues de la fonction sgn(D,(x)) (signe de
Dy ().

Comme indiqué dans I’énoncé, on peut se servir de la fonction f,(z) := sgn(D,(z)) qui vaut +1
si Dy () >0, —=1si Dyp(x) <0, 0si Dy(z) =0, ce qui arrive aux points de la forme z,, j, = 231,]{117
k€ {—n,...n}\ 0. Cette fonction f,, n’est pas dans X, car elle n’est pas continue. Cependant,
elle est bornée et mesurable sur [0, 27], donc l'intégrale Sy, (f) = % f:r fn(x)Dy(x) dx est bien
définie, et vaut 5~ [7_[Dy(z)| dz.

Pour tout 0 < € < 1/2, nous pouvons définir la fonction f, . telle que f, (z) = f,(z) sur les
intervalles [z, ), 4+ <, Ty p41 — =], et [ est affine sur les intervalles [z, ), — <,z + =] de fagon
a passer de la valeur +1 & —1 ou inversement, de fagon a étre continue sur [—m, 7| et bornée
par || fnelloc = 1. Lorsque € est petit, f,; est donc égale f,, sauf sur de petits intervalles. On




trouve alors que

xnk+7
Sulhd) = Sulfl < 3 5o [ (&) () = ful)) | de
1<|k|<n Tnk T
<Y, / Dl — Fuloo d
1<|k|<n
1D, 2 /+
< - 1d
o Z 2m Z, — & v
1<[k|<n nk T
2 2¢  4]|Dnlloo
S%HDnHoo Z T €
1<[k|<n

Le membre de droite tend vers zéro lorsque € N\, 0. Ceci montre que Sy, (fy.e) €\‘—0> Sn(fn)-
Comme || fy el|oo = 1, la famille de fonctions (fp.e)o<e<1/2 € X montre que la norme de S, au
moins égale a S, (f,). En se servant de la question précédente, ||S,|| = Sn(fn)-

. Montrer que la norme ||.S,|| diverge vers +oo lorsque n — oo.

Indication : on pourra utiliser la borne |sin(¢/2)| < |t/2].

} sin((n+1/2)z
s sin(z/2)
calculs, on va se contenter de montrer une borne pour la moitié de cette intégrale, fo ... On

observe que sur chaque intervalle [, 1., p, x41] la fonction |sin((n +1/2)x)| passe de 0 a 1 puis

de nouveau a 0. Sur le sous-intervalle I, j, = [2k27::r1/2, zkg:qu] la fonction |sin((n+1/2)x)| >

On veut trouver une borne inférieure pour l'intégrale f ‘ dx. Pour simplifier les

1/4/2. On a donc la borne inférieure

—

n—

Tosin((n+1/2)x sin((n+1/2)x
/O’((+/))}dx2 /Ik‘ ((+/)>’d$

sin(z/2) — sin(x/2)
n—1 9—1/2
> 7dac
kz/f , Tsin(@/2)
n—1 1/2
A
2 ), Tar
On calcule
/ 1dac—lo (k—|—§)—lo (k—|—1) i+(’)( 5) -
G OB TR ) T
En sommant sur les k € {1,...,n — 1}, on trouve que
1
—d > — (’) =—1 O(1
Z/ v Z + 5 In(n) +O(1),

olt on s’est servi du fait que 7] £ =1In(n) + O(1), et que la série Y32 75 converge.

On déduit finalement que [ | Dy ()| dz > 2-1/21n(n)+O(1) pour une certain constante C' > 0,
donc que [|S, || diverge lorsque n — ooc.

. En appliquant le théoreme de Banach-Steinhaus (Exo 1, 2.) a la famille de formes linéaires
(Sn)n>1, montrer qu'il existe au moins une fonction fy € X telle que la suite (S, (fo))n>1 n'est
pas bornée. Conclure.



L’espace X est complet, dont le théoreme de Banach-Steinhaus s’applique aux suites de formes
linéaires sur X. Si, pour toute fonction f € X, la suite (S,(f))n>1 était bornée, alors le
théoreme de Banach-Steinhaux impliquerait que la suite de formes linéaires (.5, ),>1 doit étre
uniformément bornée. Or la question précédente montre que ce n’est pas le cas. On en déduit
qu’il existe au moins une fonction fy € X telle que la suite réelle (S, (fo))n>1 n’est pas bornée.
En particulier, cette suite ne peut pas converger lorsque n — co. Cela revient a dire que la série
formelle S fo(0) = > 1cz cr(fo) ne converge pas.

Exercice 3. Le “cube de Hilbert” est un hypercube unité de dimension infinie : chaque point © € F
est décrit par une liste infinie u = (ug, ug, - - - ), ot chaque coordonnée u; prend ses valeurs dans [0, 1].
On définit la fonction suivante sur £ x E :

o0
Yu,v € E, d(u,v) ::ZW.
=1

1. Montrer que § définit une distance sur E. On considere alors ’espace métrique (E, 9).

On vérifie d’abord que 0(u,v) est bien définie pour tout couple (u,v). Comme u;,v; € [0, 1]
pour tout i € N*, la série définissant 6(u,v) converge absolument, uniformément par rapport
a u,v. On vérifie alors que d(u,v) = 0 ssi u; — v; = 0 pour tout i € N* que d(u,v) =
d(v,u). Pour tous u,v,w € E, on a 'inégalité triangulaire pour chaque coordonnée i € N* :
lu; — w;i| < |u; — v;| + |v; — w;|. En sommant ces inégalités, on obtient I'inégalité triangulaire
I(u, w) < 6(u,v) + (v, w).

2. Montrer qu’une suite de points (u(") € E)pen converge vers u € E si et seulement si chaque

(n)

coordonnée u,; ~ converge vers u; lorsque n — oo.

La convergence u™ = u indique que & (u("), u) — 0. Comme la série est une somme de termes
positifs, il faut que chaque terme tende vers zéro : pour tout i € N*,

]ugn) — ] < 206 (u™,u) =20,

Inversement, si chaque coordonnée ugn)
que la série ), 2—11 = 1, le théoréme de convergence monotone appliqué a £*(N, 11) avec la mesure

converge vers u;, comme on a la borne \uf") —uj] <1let
=2 s %(& implique que u(™ — v au sens de ' (1), ce qui revient & dire que 6(u™, u) — 0.

3. On considere une suite quelconque d’éléments de F, (u(”) € E)pen. En utilisant un procédé
d’extraction diagonale, montrer qu’on peut extraire une sous-suite (u(”(")))neN qui converge
dans E. En déduire que E est un espace compact.

Considérons d’abord la suite numérique (ugn))nzo. Elle est bornée, puisque chaque élément

(o1(n)) )

est dans [0,1]. On peut donc en extraire une sous-suite (u; n>0, Ui converge vers un

Ul(n)))

uy € [0,1] (ici o7 est une injection croissante N — N). Ensuite, la suite (ug
(02001(71)))

donc on peut extraire (us

n>0 est bornée,

n>0 qui converge vers une limite us. On continue d’extraire

itérativement, de sorte qu’au rang i on obtient la suites extraite (ugaiomm71 (n)))nzo qui converge

vers u;. En fait, pour tout k < ¢, la suite extraite (1111(<Uf71'c>"'c>(’—1 (n)))nzo converge vers ug. Le procédé
d’extraction diagonale consiste a définir o : N — N par o(n) = o, 0---001(n). o est alors
automatiquement une injection croissante, et pour tout 7 € N*, la suite (ul(-a(n)))
vers u; lorsque n — oc.

Comume la suite (U(n))nzo initiale est quelconque, le critere de Bolzano-Weierstrass nous indique

que l'espace E est compact.

n>0 converge



. Soit (X, d) un espace métrique. Une fonction f : X — FE est entierement décrite par I’ensemble
de ses fonctions coordonnées {f; : X — [0,1], ¢ € N*}. Montrer que f est continue si et
seulement si chaque fonction f; est continue.

La continuité de f équivaut a dire que pour tout x € X et toute suite (z,,),>0 C X convergeant
vers ¢ € X, alors f(xz,) converge vers f(x) dans E, autrement dit §(f(zy), f(z)) — 0. La
question précédente nous indique que cette derniere convergence équivaut au fait que pour
chaque i € N*, la suite (f;(xn))n>0 dans [0,1] converge vers f;(x) lorsque n — co. Comme x
et la suite convergente (xy),>0 sont arbitraires, cela est donc équivalent au fait que chaque
fonction f; : X — [0, 1] est continue sur tout l'intervalle [0, 1].

. On suppose dorénavant que I'espace métrique (X, cZ) est compact. Justifier que la distance d est
bornée. Expliquer comment remplacer d par une distance d a valeur dans [0, 1], qui engendre
la méme topologie sur X que la distance d.

Un espace métrique compact est nécessairement borné, ce qui signifie qu’il existe C' > 0 tel
que, pour toute paire (z,y) € X, d(z,y) < C. Cela montre bien que la distance d est bornée.

Notons D := sup, ,cx d(z,y), qu'on suppose strictement positif. La fonction d(z,y) = 2&%)

D
reste une distance, et satisfait bien 0 < d(z,y) < 1 pour tous z,y € E.

. Comme (X,d) est compact, il est automatiquement séparable : il existe une suite de points
(x;)i>1 dense dans X. On définit alors une fonction f : X — E par ses fonctions coordonnées :

Vi e N* Vo e X, fi(x) :=d(z, x;).

Montrer que f est continue. En déduire que son image f(X) est un sous-ensemble compact de
E.

On sait que pour tout point z; € X, la fonction distance d(-, z;) :  +— d(z, x;) est continue sur
X. Donc les fonctions f; : X — R sont toutes continues. La question 4 nous montre alors que
la fonction f : X — FE est elle-méme continue. Enfin, I'image d’'un compact par une fonction
continue est compacte, donc comme X est compact, f(X) C F est compact dans F.

. Soit z,y € X tels que f(x) = f(y). Montrer alors qu’on a forcément z = y. On a donc montré
que f est injective.

Indication : on pourra raisonner par l'absurde, et se servir d’un point x; suffisamment proche
de x.

Supposons que x # y, donc que d(z,y) > 0, avec en méme temps f(x) = f(y). On aura donc,
pour tout point z; dans la suite dense, d(z,z;) = d(y,z;) (autrement dit, x; est équidistant
de x et y). Mais si la suite (x;) est dense, il y a, pour tout € > 0, un point z; de la suite tel
que x; € B(xz,¢€), autrement dit tel que d(z,x;) < e. On doit donc avoir d(y, z;) = d(x,z;) < e,
et ont aboutit, par inégalité triangulaire, a d(z,y) < 2¢. En prenant € < d(z,y)/2, on aboutit
a une contradiction, ce qui montre que 'hypothese f(z) = f(y) est impossible si x # y. La
fonction f est donc injective.

. L’injectivité implique que f est bijective de X vers f(X) C E. On veut montrer que la
réciproque f~!: f(X) — X est aussi continue. Fixons un 2 € X et € > 0 arbitraires. Montrer
que si y € X est tel que 6(f(z), f(y)) est suffisamment petit, alors d(z,y) < e. Conclure.
Indication : on se servira d’un point x; suffisamment proche de z.

Pour cette fonction f particuliere, on vérifie que 6(f(z), f(y)) = D ;5 M;id(ym, donc on
a pour tout 7 :

(@, zi) — dy, x:)| < 2'6(f (@), f(y))-



On considére maintenant un € > 0, et on veut montrer que si f(y) est suffisamment proche de
f(x), alors d(z,y) < e. Comme la suite (z;) est dense, il existe un point z; tel que d(z, x;) < €/4.
Prenons alors 7 = 279 72¢, et supposons que §(f(x), f(y)) < 1. L’'inégalité ci-dessus nous dit
alors que |d(x,z;) — d(y,z;)| < €/4, ce qui implique que d(y,x;) < d(z,z;) + €/4 < €¢/2. Par
inégalité triangulaire, on a enfin d(z,y) < d(z,z;) + d(y,x;) < 3¢/4 < e. On a donc montré
que si 0(f(x), f(y)) < n, alors d(z,y) < e. Ceci montre bien que 'application réciproque
f71: f(X) — X est continue.

On a donc construit un homéomorphisme entre ’espace métrique compact (X,d) et un sous-
ensemble (compact) f(X) C E.



