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,
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,
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,
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.
Action des opérateurs pseudo différentiels nur [(II).

v + 9 (19) Oph(a)n - --

Application de la théorie à la mécanique quantique--

l'espace naturel des fonctions d'onde est [ (RP)
...
HIRY

(Sobder)



But : contrôlerta nome de 11 Opp(a) /li
+2

= /1 Oph(a)// (2)
a = /(V) e

= w(
, r)

t
-> Op(a) - J (v) The d

-

unitaire sur ?

=>11plaie < /lis)d
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Alon A peat s'étendre à un opérateur borné 12-12 ,
au fa

forme IA/E 5C

Preuv : Sat ve J(RP)

(Arc) /Jk] ()dys((k(3)(in()) 1k(33)
* by)
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Fic

. /dy Inkl
1) Aulli & C

. C ball



& dense dans [ => A peut s'étendre continument à Fort[
ave la même borne d'op

.
B

Objectif : montrer que Fa <S(1) ,
tes opérature Op(a)

sont bornessur [(IP)
,

avec des bornes uniformes plr h .

ex : sif(x) <(j(II) -> Op(f) = multiplication part
-> 110ph(f) /i

=2
= 11 fly

g(3) = ( =- 0p(g) = g(hys)
= /lg(h(3)/i2 = 11911a

c = a (x,3) - + complique à montrer

Stratégie : découper a=dan ,
and empla_) prochede



On utilise une partition lisse de
O & &

l'unitésur R29 : 7 X (IR)
O ⑧ 8

t
. g .
E X(g - 2) = 1 (Q) e

mez2d
2d

Comme : une telle X existe
.

& ⑧ · I

Soit une fonce & C& (RP)
, emported

dans B/O
, Rd) ,

avec * > 0 dans B/0
,
90/2).

Si &d>, l'union des boules B(M
,Rd/] recouvre Rid

=

Sho parts

=> X(s) := (R)
, Typ dans BRd),o

satisfact (*) .



=> on definit an(s) = ab) X/g- n)
ants(i) ( + (2) ,

et fen remic norme de an ent

uniforme p/r n

· an = 18/a . X(son))) <Ic &PallIl ex(s-n) /l
BSC

Formellement , Opu (a) - [ (an)
11 Oulai,>5Camilles)

en go, pas I forsque n + 0

Il can /
, 1
sont contrôle uniformement pr me.

On va utilise to factque , Torsque In-u//1, fee opérateur



Oplan) et Op(ar) sont quasi- orthog on aux :
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& an (Op(an1) < In

·

t

5 - # On & (an) in noutrivatet -> In
.
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0

, Fulqn -

->
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=> Opla) = Op(an) Un

=> Il Op(a) all-E Oplan)Ell< lOpCani/15 /
↑

Pythagore /emp 10p/an)() 10.12
11 Op(a)/1 & emp 10pCani/) .

Reme de Cotfar-Stain
.

Sont IAj]is ,
une famille d'ops

bornés aur un Hillent It
, satisfaisant ten estimées suivantes :

jp (EAA) -> lAjAj/ C
11

et 30/A)



Alors
,
la série Aj converge , an sans defaconvergence forte

des opérateurs, un ur op- borné A
, quisatisfait /Al, C .

-

N

Yve (t,
, j2,50 -> Ar dans (t-

N+ c

⑪ 11 Aj -All> 0 En

2(t)

11 En olHO mais IlA * 0.

Previe de thme :

On définit les sommes tranquie A()E,
Aj ,

bornes,
APA op-borné -0 ,

et on as

1) (A
*

A)/l= <F
,
CAPAS) = (1 ** All)M= 11A/

>m
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A
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A -
A
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i:
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1) Ain-simIl = 1A
, All//A Aj/ ... /A Aill
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-
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*
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A1

-

... C . J

->11/Al
* A(5))m//S (ImJ

=> 11A(5715C Jkm fm > I

=> 1/ A(5)/l & C
,

dorne uniforme pr a 5 !

Montrons la convergence forte.
Prenons +- It

,
et 4- A4 , pour to quelconque.

Ajy = [Aja
Cette série converge absolument :



E AjA4 Ell AjAI 14/
↓

EllAjA
*
11AjAh 11411

· /A
"l Si

=> je dofinic AY = [ Ajy . Conveye, Ye Veet/APH,)j3/

Par extension. A s'etend à toute combinaison finéair dan,
et on garde ta même estime 1 AUE C141

-> on stand A a In fermeture de Vest (A (H) ·

&e (AE(H) = 1 Ker Ale
↳

our Son prend14 = 0
.
Al = 0



-> on a definitnur Entretat)O KerA,
-

-

-> A defini nor I
,

ave /All & C
.

#

ApplicationOn
éorèmede Calderón-Vaillancourt

a - (a(h) -S(1) ·

Alors O (a) peut s'etendre a1 op .

borné sur ?(1R % )
,

awes une borne uniforme plr he Jo
, J.

Plus précisément, 7 Cd > 0 +
gi

Il op(a)les Z 21411 ofalle(r)K)26d + 2

Or a la nome estimée pour Opt/a) , +To,
1.



Rem : te theorim est intéressant dejà pour h =
1
.

w
Prence : OP(a) =

Il-

-> on cent controler Oran) = Opa
et Olan) Oplan)* Op (an

/v n n'

Rd
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18 Can #an)6715 21 <D** /10 11 <Did will
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,
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*
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,
x
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2. In-n'K 10Rd ( "foin"
l
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- la Ana,yan
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,
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Pour appliquer Cottar-Steir, on vent faire Ill 11
"

ne z2d

Ich
Sommable nik4d + 1

Prenousk = 4d+ 1

ZA! Anill= z Call
jdz+Icalen(n) - n/E10Rd

6d+ 2

-

E Cd Dallchatz + (22d+ 1 11 allcod+2

= Cax Ball
,
6d+ 2 -

IIIAAl
*
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-> on applique Cottar-Steir:E) - Opalal,
are 1/P(a) /2-25 @ 11 algath

= Co Z Il Gallo, uniforme
116Gd+ 2

pirh
Pour
gagner

le puissances L*12 :

On applique te resultat pour -1 :

10 Cale 2 [lall
Fa

146d+ 2

On utilise une dilatatiosur l'espace de phases :

[V u](x) = 4* u(t x) ,
unitairesur [(129)

.

u(x) Un (x)
b >

x

>
X



Un conjugata quartifications o etD

(((a(n)= (2) Ou ,
are

↑ calcul explicite
an(s) = a(kg)

a (s) a (s)
33 3

,3

(a) = Un"Op(an) Un conjugaison
un itsite

=> Il O (alle) = Il Op(n)(2)
= CI118 anlICIEGd+ 2

=Cd 115ac
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Grollaire Calcul pando difficntiet sur (IP) :

a be S(1) .
Alors alb - S(1) . Le developpement

asymptotique de ab retradet on un développement
du product d'operateurs
O(a) O1)=

(2)
les constantes dépendent d'1 certain

N = 2 : nombre de dérivée de a et b.

Opa) Op(b) = Op(ab)-(b) + Oh
a

,
b + S11)

, corresp . classique - quantique dans te cadre

2(2)
.



5 a

,
besk1) are suptal e supch) = 0

,
alor

Oa(b) = 0(L)2() ↑

#me Si a e S11) et est à valeurs réellem
,
alors

O (a):>1 ut borne et auto-adjoint.

Dans la direction inverse : aller des propriétés de Op (89) eur 13,
aux propriétés du symbole a t Y'(IR24).

& In Twars)Cadron Vaillancoutur,sout tous

borris [_- Corsque 19122d + 1 .



Alors a [/2)
,
et on a fee estimations :

Hall2
Pr : Catal d'integrale explicate, spécifique a Op

Clair J constante Md > 0 tg : soit teTo
,
B

,

supposons que
fee ops Op(0) sont hornes- 2

Fils ind Alon a L
*

/ RI)
,

et

Il allo = Co [1 Opalle(s
161EMd

Preuves O (at) = Op():



O (at) = Op (a)
1) Oph (0a+ (le) = 110 18a) /I

2(2)
crinverses 11 a

. 110 ,
et sur 11 &Pa

. la ei on contrôle

1/0, (8+ a) /2(2) ,
IBISMA-12d+1)

-> or controle 1 an 1/ cMd-(2d +1)

9, -> 97 : 11ally CI a . lck , pour K=d .

-> il suffit de prendre Md = Ka + 12 d+) , pour

contrôler 11 &ell.
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Caractérisation des symbol dans 511)

,

a partir

des proprietes de Op (a) ·

↑ commutateurs entre

Opp(a) et fo quantification
de fonctions linéaires).

Symbole tinéaire : ((x
, 3) = 3 .

x - 20 . 3
- w(V

, g)
Action adjointe de Opp() : adA = [OpH), AJ.

Op(1) = 30. - a . 40x

TOpH), A] = Yox A - A32 - x
. /A - A(n)



Calcul : [Op(), Opas)= -in (1 , ab)+(4)
ex = +(s) = x1

i3 . (x - y)
-

nOp(a)u(x) = x,(a(2,3)e"u(2)y
= [Op(a) (u)]() -/a(z,3)eu(y)

-(a))( .
- 2

.) u()ae

- /aF ,3) le
***) uH),e

- in/ (9))e") Ind

= ih P(
,
a) = - ihop(41

, a))



(en
,

+ 29
, 93 = -da

l
- 3, - 29

,
a) = 2

,

a

#
mde Brasy/y2)

, qui part dépendre de h
.

Pour te to,)
,

~ definit A = Opf(a) .

Alors te 2 enoras suivants sont

équivalents :

1
.

a = S()
2. VNEN

,
E suite h

, ..,
for de symboles linéaires
,

l'opérateur adoplen) --o adoadop A sont bornés sur<
,

de normes 11 adopens---adop) Alley = OChN).
e...



Ir #I hnéaire
, [Op (e) , Opal] =

-ih Ope, a)
=> Il Op(a)lly = 01 layoh

!

110 (Ga)lley = 0(1)wo KIEN .

-> 10Palld C [ (11 lek)EMd

= Op (1) -

=> a + S(1)
.

. SiaeS() -> Topsel
, Op(a)]e-rh Op (Etas)

-


