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Introduction - motivation : pourquoi une neuvelle

theorie do l'intégration ?
·
< 192 site : fonctions derivable

,
primitives :

f : I = 50 . 1] -> IR

Primitive : fonction F : I_IR telle
que

Fa + [0
,]
,
F'() = f(x).

-> solution F(a) = J f(x)d + + at
-

f(x) décrite par une
formule explicite

ex = f(x) = P() polynôme
f(x) = exp(ax)

f(x) = cos(ca + B)
:



->
chercher la formule pour la primitios F(x).

199 siècle : s'intéresser à de familles "générates" de
fonctions :

- fonctions continues fe (
%

/I
, 1)

--- dérivables fe c (I,R)
- fonctions définies par un processus limite
(ex : f(x)=Zance ,

aree conditiona

sur les coefficients

-> comment calculer (ou définir) cans

la primitive de telles fonctions ?
-> 1 proposition : Berhardt Riemann

,
en 1854 :

définit une procédur pour calculer l'intégrate d'une



fonctionf definit sur I = To , J.
Base de ta procédure : fonctions en escalier.
I = [a

,
b]
, découpé en un nombre fini de

sous-intervalles : a = x
.
(x

- (xz -- xx =
b

&

fen escalier sure
⑧

&
111,;

&

découpage de I : f ut
& I

a 41 ·11% constantsour chaque intervalle
·

ouvert Jay,+ [.

-> l'intégrate d'une fonction en escalier

(j . f(x) = fj eur Jxj,j . [



=> nor intégrate J1(x)dx = fi (j - 25)
I

aire algobrique
Généralisation (Riemann) en prenant du restant

fonctions f : Faxi obternes comme limite unige de
fonctions en escalier

Notation : norme sup 11f/Lup *** 1f(x).
UneSuite (En)nz 1

de fonctions converge uniformément
vers une fonctionf si : Ilf-fulleup 00

Déf: Une fonction J : I--IR est appelée une fonction riglee
si elle est limite uniforme d'une suite de fonctions en escalier.



=> si il existe une suite (fr)us
,

de fonctions en escalier
sur E

,
telle

que funaf uniformement sur I .

En général, Tes decoupays d I sont différents porle

toutes te fonctions f

- Exemple de fonction réglete :
--

- -> f fonction en escalier
P p

a b - f fonction continue surI
M

On découpe
Etat CabeTerrallen
-

a

a
=
1b

=
, de mêmelongueur



= [
,
E] ,

k = 0, .., n- 1
.

In fonction en escalier sur ce découpage , ave

f() = f(E) , (x + [Ek

& continue ourFFFest uniformement continueona

=> Vezo
, In 1 te * a

,y +I
,E

si (a -y) < + = (f(x)- f(y)) = E .

= En > ns
, 11fe-fllsup -E

=> de fonctions (fr) convergent uniformément vers J.



·
On peut montrer que fr I+ IR et réglée siet
seulement si

,
en tout point 201 , f admet une

limite à gauche tim f(y) = f- (x)
3

et une limite à droite him f(y) efaY
⑧

-

m

be

position:SetfunTonton regTuretion
uniformément were f . Alors on montre que

fen intégrales



S = /fu(x)dx out une limite forsque n -> co .

I

Cette limite définit l'intégrale (de Riemann) de ta fonction
& en I, on ta note Jf(x)dx = tim S.

I

=Jf(x)dx
Areave: Convergence uniforme des /fr)

=>
Ve
, Jne ,

Enyre s 11fn-Ellsp & E

=> En
,
mane

, 11Effillsup 522 .

fonction en escalier
-> te catial montre

que
Sn -Sm = ((fn(x)- fm(x))dxk2(b - a) =22(I) .

I



=>
la suite (Sn)n> 1

est une suite de Cauchy dans IR
IR est complet => La suitz (Sr) a una limite

,

S = tim S.
n - -

·
S est indépendante du choix de la Suite (fr)
Sion a une 2 suite /En) de fonctions en escalier

conreyeart uniformement versf , on sait abo que
fa

suit (5) converge vers une limite
5

.

F5 5 : to Enre, 11 En-fllour & S

Vu)
, max (e

, ne), 1lfr-fleu = E

=>lIfn-Er Ilsup 62s
=> IS-5) = 26/I) .



n -> Di 15-515Ce/1) taxo

= S
=
5

.
I

Exercice : Montrer
que l'intégrate des fonctions en

escalier est une opération linéaire :

↳gPontionenerhir
Alors ((cf+pg)(x)dx = aff()dx + p/g(x)dx
I I I

Corollaine : on a te même résultat delinearite pour

fig 2 fonctions réglées



A b

f (f(x)dx représente faire

Holi
·

algébrique comprise entre

a
l'axe des ze etle graphe dof
il G =((x,7()) ; x7]cRY

(f(x)dx =jf(x)dx +J
-

f()dx
30 < 0

a

=e(x)dx -(f(x))dx
~

A
+ -

A



Problèmes avec l'intégrate de Riemann desfonctions
régleen .

-> apparition de fonctions "très singulières" .

Ex : I = To , 13 .

Fonction caractéristique de radionnete
de F =

fu= fa = () = )1nne Que
& 0 sinon

↓ 0 . 000 0 010 e de 100-10 11200.0

Vraq + Q
,

7x + Jr, q[ , x- IRIQ
p.

FutI
, f n'admetpas de limits à

gauche en, ni de limit à droite ense.
=> I n'est pas réglée .

Facile demontrer que ne part pas être être approchet



uniformément por des fonctions en escalier:
V
& fonction en recalier, J,j . [ sur tequet g(x) =g.
Sur J25, =,[ , Jx + Q = f(x) = 1

Par absurde
, supposons que pour te > 0, enpout trouver g en

escalier talle que 118-9/
sup

5d

=> 11-9)sE
= aussi ve'zJzzija [, +gxQ = f(x) = 0

10-g; / = E

Sie <t - contradition Done on me peutpas-

approcher f par des fonctions en escalier.



Qu : comment peut-on définit l'intégrate de cette fonctionI?

· Remarque : or peut fabriquer cette fonction of comme

limiteimple de fonctions continues
2m

Fu(x) = lim ·s (n !x) n ! = 1 . 2
.
3 ... n

Corny en in m- 0

simp l
100000000 cas(in!)

[m

= 1 pour

·to-102che, x = ,je

F = 13
,
k p .. n !)

Fra = 1 1ke- > in+) ]
f- Lani = him Fu Convegance simplen-> &



.
Généralisation de l'intégrale de Riemann :

en choisit des suites de fonctions on escalier (fr)
telle

que fr f(x)

-
On definit 5

- (f) = sup Jfn() dx En
In =E E

fren escalier

Sif(x)sC ,n I = tr, f(x) <C
=> JFn(x)dxs CIF)
= S

- (f)2(II) .

De même
,
S
+ (f) -in (gu(x)



En générat , gu(x) > fr (x) Eym Fx
.

-> Ign (x( (Fr (a) dx

=> S+ S

#f est une fonction Riemann-intégrable si
St = S.. Danse cas

,

on définit fintégrale
S := (f(x)dx : =

S
+

= S

I

Remarque : il existe des fonctions Riemann-integrable
qui
we sort pas réglées

ex = f(x) = Jein (2) ,
x = Jo, )

O ,x = 0



M

& -> on peut définit %2x)dx
Par contre

,
la fonction f=10x(x) n'estp Riemann-

intégrable
Ufn f = fu = 0Tuchae( = (f(x)dx 20
Egn > 7 = gn 1 a

~ (g- ()dx 1./I)

=> (S+
= 1

. 17)
S
- - 0



. Difficulté principale : exigence de
convergence uniforme

En-f -

~>
1901 : Henri Lebesque propor une nouvelle definition
de l'intégrate. Intégrate de Lebesque.

d
--

!· j
-

=

i

↑ -

-

& -

1 ·

Riemann At
découpage de

dco-paye de Je 1 Je,I l'intervalle-image de f
-19

[y
+
]
~ A = f(5)



-> on definitune factionstagée

fu(x)=
Fonction qui peut itse plus compliques qu'une
fonction étage :

->

admet un nombre fin de valeurs

->
tes ensemble. A pervent être plus
compliques que des sous-intervalles

Intégrate de la fonction étague :

-

Jf(x)dx = dek
I



-> Question : pent-on toujours altribuer a t'ensemble
Al une fongueur ?
-> NON ! ~s définir le notion d'ensemble

mesurable·

- définit les desser defonctions f qu'on peut
approcher par

des fonctions étages.
fonctions mesurables
-

2

- verifier qu or peut passer à la finite n+ c

pour définitt'intégrate deta fonction 8
~> classe des fonctions intégrables.
~ (f(x)dx - fim Jnk)dx

n -> d



.
Généralisation : At mesurables

-> 1 All longueur
de Ate

= mesure de Lebesque
de Ale

-

[Lb (Ak)
= X1(Ak)

Mob peut stre remplace par une mesure +générale
Al-> y(A) poids de te pour

te
mesure.

> O

-> définit t' integrate d'une fonction of par rapest
· fa mesure y : (f(x) dyk) , qui n'a plus



rien a voir avec flaire algobrique entre (Ox) et
te graphe do f.

·DéfinirPintegratedfdefine eu
dees

1 avantage : on se servira de la
convergence

simple des fonctions.
fu(x) -fla) simplement



Chapitre 2 : Mesures (positives), fonctions mesurables

E
espace quelconque. f : E-R fonction

On va définit fe notions de welle.

-
sous-ensemble (partie) mesurable de E.

-> forment unelbuturE (famillea et
sous-ensemble

- une mesure ju , définie sur
mesurables (

alte tribu
-

le fonctions f mesurables par rapport à cette tribu.
~ (f(a) dy(x)



·Tribus E ensemble quetronque . P(E) l'ensemble
des parties de E.

#Def= SoitE un ensemble . Une tribu de E ef une

famille Ac P(E) de parties de E
, satisfaisant

fe propriétés suirartes :
i) A -E.

ii) Si Act
,

alors son complementaire (A = A= ELA

est aussi dans et (it est stable par
passage an complimentails

ii) Si (Anjupo est une suite d'éléments de At
,
alors

feur unior. An est aussi dans it

It est stable par union dénombrable).



Les élements At t sont appelés tes sous-ensemble

(e)mesurables de E.

Conséquence simples :
1. A

2. (Anjuxo suite d'éléments de t. Alors

tAn =MA = ()
-> stabilite par intersection dénombrable

3. Si on prend AneOppour n > No
-> WAn -- > stabilit par

n30
union finie.
intersection finie.



&m : sion avaitseulement stabitile par union et

intersections finies s on appellerant of une algubre.
Sion autorise tes nombrables-- algèbre

Exemple1 tribu complete A = P(E) .

2. la tribu minimale : Air & E, %.3
Pour E = R

,
ces 2 tribus ne sont pas interpantes.

-> la tribus intéressantes thin # A qP(E) .

Propo Si o et B sont 2 tribus sur E
,
alors

four intersection An B-/ACE; A + t et

est également une tribu .
A e B 3



# Si une famille de partiede
Cette tribu est unique, définit par

D -(3) == MA
A tribu

,

As C

On appelle /3) la tribu engendrée par la famille?.
Si C

. c &1 P(E)
=> o (6,) c r (82)


