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Question : (E, O) 2 espaces topologiques
lEs

,Or
topologies

B(E) * B/En) < B/EaxEz)
-E

avec
la topologie product

·
Si E

,
et En admettent des bases dénombrables pour feur

topologie ,
alors on a égalit
B(E) * B(En) = B( P, x Ez) .

base de fa topologie : ensemble d'ouverts (Ui)
:EI

tels
que

(1)

KU ouvert
,
55 <Itq .

U
=

Vi
.

(Ui) ↓ U ouvert de E
,
->
5 CF, U =

5
.

Us
Vi FV -

· Er +7 52 / In V =

p 45 Y
=> Ex Ez est aussi a base denombrable

.



↓U ouvert de E
, <En

,
7 KcIxFz Eg .

/

U = U Vi + Vj .zixj+ K
~ par onvert&

(VixVj) : E T forment une base de ExEn -

jeTr

Edénombrable => I
,

xI dinombrable K dénombrable
.<

Vi
,j , VixVj - B(E) * B(En)

-> U VixVjen -
-

=>
tousler ouvert & E

, xEz +> B/E) & B/Ez)

=> B(2)B(E) > B/E
, x E2) .

-> pour un contre- exemple ,
trouver des espaces topologiquelearbn'ayant pas de base dénombrable . -

>

ex : espace
de fonctions f : R + IR bornia

, aver la



topologie engendrée parknorme sup : /fl) =1e(f(x) -

sup

p : l'espace (IR
, IR) n'est pas séparable -

=> n'admet pas de base dénombrable
.

* (2)
ne

suits de fonctions bornée qui soit dence dans

B(IR
, IR) .

=>
Si E = BKR

,R) ,
avec la topologie de la norme sup

Alors B(E) * B(E) 4 B(EXE) .

Il

D espaces de fonctions (P(R) : sont séparables -



· Exemples de mesure :

1 .

E = N
,
tribu complète +> P(N) -> mesure de

comptage y (A) = #A + NUL + G] c E+.

ex : Be = En ,

2 + 1, n + 2 ... ) + p (Bn)
= +0

,

Un .

no Ba = 4 , p (p) = 0
.

0 =y)BrBn) # him ( (Bn)

·
VE

,
aver sa tribu complète, y est bien définie sur cette tribu .

(si e indénombrable -> peu intéressante) -

2 . (E, A) ,
e + E

.
Mesure de Dirac au pointa :

Exi VAert, Es (A) - 1- MEA
(4

,
(A) = Hy(x) .



Dirac moulant définir une "Fonction généraliset" te He que
(2-1) -(y) = 0

, fyfx .

et (5(y) dy = 1

R

3.
M , ps définies sur une même tribu = Vd

,
C

,
ER

+,

p = <ny ,
+ Ra Ma

est aussi une mesure.

Si 4. = + G <
, y ,

(A) = 2
+ 01:

M. /a) > 0 on (,(A) =+a

0 si -(A) = 0

"

+ o .
0 = 0

"

-

4 . Mesure de Lebengue sur R ,
notel X1 ,

donne to Congueur disIR4 -- &d
ensemble mesurables.

Vacb
,

x
. (39,bl) = b-a

. /Notations in X 4



1 .

Un mesure ju
est dite fine si y (E)Kofinie.

p(E) est fa masse totale de y .

Si p(e) = 1
, y

est une mesure de probabilite.
2.
y
est dite a-finie s'il existe une suite croissante (En)

de sous-ensemble mesurable
,

tets
que

E = En, et
UnDo

, y(En) <0 -

exc mesure de comptage our N : En = (31, .. 23 = [0
,
nI

Si E et indinombrable =>
le mesure de comptage sur E n' et

pas
--finie .

3. Un point E est appelé un atome de la mesure y si
2x}E t ,

et y(2x3) > 0 -

4
.
Une mesure sans atome ent appelés mesure diffuse.



5. Un sous-ensemble Bc E 9 M it existe Ax B mesurable et
tel que ((A) = 0, est dit

tel

négligeable .

↳A ((A) = 0DiB

i n'est
pas forcément élement de la tribu A.

Si tous les ensembles ju-négligeables sont dans ta tribu, on

dit
que cette tribu est -complète.
VA c of aves ((A) = 0= > tous les sous-ensemble de A

sont aussi dans la tribu.

notef(E ,
+

,) ->
en pourra complèter t en une tribu je complète,

A
-

t c t .



6. E espace topof., B(E) tribu de Boref
, y mesure boritienne.

↑
est dits localement finie si tout point se +E admet un

voisinage Use tel que y (Vn) < 0 .

Si E est localement compact et répare ① ⑲Sex : (Rd)
, y

localt compacte <=> tous for
compacts de E

sont de mesure finie.

Ex : x
, sur IR (mesure de Lebergue) est diffuse :

VxER
,

4
, 12m) = 0

VA c IR dénumbrable = A = 30'o
,
a

,
22 . .

. J ,
X

, (A)= 0
.

=> X
, (Q) = 0

.

& o = 0.

· Il existe aussi des sous-ensembles indénombrables de R
, ayant

un mesure de Lebesque nuffe .



Ex : ensemble de Cantor Per To
, 1 : l'ensemble des

x = E ,
awes En e 20,

a = 0
. Kitts-- décomposition on base 3.

Cet ensembl
seiee X

,
(k) = 0

.

C courbe tisse as Congueur finis :

d

Mesure de Lebesque bidimensionnelle X2 FIFFIFITIIIJIJImAlors X
- (C) = 0 HF C

>

·
Lemme de Classe Monotone

P Une famille U c P(E) est appelée une classe monotone si :

i) E E M

ii) Si A
,
B + G et A c B

,

alors BIA e M
.

iii) Si (Ar), forment une suite croissante d'éléments deM
, alorsAn E M.



Remarque : i) ii) => Si A EM
,
alors A Ec

.

iii) est moins contraignante que iir) des tribus.

=> toute tribu if est aussi une classe monotone
-

Lemme Une classe monotons & est une tribu ssi Mest stable par
-- intersections finies :

A
,
B EM

,
ArB -M.

Pre :=> Evidenti Tonktrbraufstabtepar intersections dénombrabl,en e

M %
.
monot invariante par intersections finies .

=> variante par unions finies.

soit (Bu)no suite quelconque d'éléments de 1.
-> a fabrique la suit A = Bo

,
A = AouB, e M

,

An = A
,

U Bz <cy ... Ant = And But, --



=> AnxAn- => (An) suiti croissante.

UN
,

~ An
=

Br
n = 0

iii) =
An e => M est une tribu

.

E

· Si Me
.
Ma classes monotones sur E

,
alors M

,
Ma est

aussi unecf. monotone .

-> pour une famille quelconque Y c P/E)
,

en part définir la

plus petit et. monot contenant 3 :

-(2) = 1 M cv/3)
Y c

.
monot

i i> 2 Fibe engendrepar 3.c
. monot

.

par y
engendul



Théorème /Lemme de classe monotone)
Si 3 c P(E) est une famille stable par intersections finies,
alors la classe monot . engendred par 3 ,

/2)
,

est égate à la
tribu engendrée - (8) .

Prence : on avait deja M/Y) < a (8)) . On aura égalité si
on montre que 1/2) est une tribu :

3c((b) => M(3) - /3) .

↑↳ tribu

À monter : I stable par il finies => (3) stable par e finies -

·
A - /2) quelconque. On définit le famille
Mai = ( B + -(2) ; A nB e (3)]

Or va montrer que MA = &(3) = onauvamontrelastab
,ien



1 . Commençons par prendre A c C . Comme I stable par
intersections => 8 B < &

,
A Be 3 < & /2) ·

=> Ma contient tous les B e E:
E c MA .

Mentions que A est forcement une it. monot.

i) A nE = A e M/b) = E E Ma .

ii) BB' dans Ba. (AMB) (AnB')
-

- B(3) e f/z)

=> [AnBY)(AnB) + &(3)
-> A n(B' B) e

=> B' L B = YA .

-> le 2' axiome des 1. mont.
est OK .

iii) (B2) suite ↑ dans Ma
n)
,0

I A1 B
n e -(2)

,
On

.,
suite ↑ dans &(3)



-> (AnBn) = &(3)-

G
= An(NBn) + -(2)

-

-(3)
= UBn e &A 3 axiome at OK

n)-

= Va est uns d-
monotone qui contient 3 ,

et

MacM(e)
.

=> MA = M(3) .

VAzY
,
B = 1/2)

,
AnB ( /4).

B Al B ↑ Al

2. Or vent élargir cette propriote à tous In A + /4) .

A'e y(3)

-> Ma = 2B = &(2)
,

An B - M(2))
↓ A - M/3)

,
VB e E

,
A'nB = M(y)

=> VB + 8
,

Be Ral = & ca .



Même prence ment que By est una it. monot. c /2).
8 (BA' = Ma = B(3) .

VA'e &(2)
, BeM(2) ,

AB - &(3)-

=>(H/2) stahl par intersection de 2 de ses éléments.

=> stable par intersections finies .

Lemme plus haut => /2) et une tribu . - (2) = 0 (3) -

I

Applications du Lemme de .

monot
.

·rwapouvoir identifier mesuresAu si elle sont goen

Corollaire Soity ,
5 I mesures sur (E, A). Supposons qu'it existe une

famille 3 cA par intersections finies ,
et tell

que
2 (3) =

A
,
et telk que FAEG

, (u(A) = 0 (A)
.

- --



supposons que ( ,
5 satisfont au moins une de 2 hypothèses :

1 . y(e) = 8/E)(Co

d'elnierpar rapport à un même een2
. Ce sart r )st

en f

E
-

En
M (en) = r(En) 20, Un

.

Alors
y = ↓ partant.

Pre: Mir mesure finin , ((e) = U/E) < 0
·

9 := ) A +ct; p (A) = ↓(A)] famille des "bous" étements
de A

Objectif : montrer que G = + (3) =
A.

On sait que qoE
On va montrer

que q est une classe monotons-= & contient

-(b) = t = G =
A

.M(B). Mais M(3) E M
.
ch

.
monot

.



(i) E E & puisque p (E)
= r (E) <0

·

(ii) A c B dans Y =>> (B(A) = ( (B) -

> (A) (f-y finie)
I =

r (B(A) = r(B) - w (A) (f. 5 finie)
=> BLA C q .

I(iii) (An) moti 4 dans & => /An) = hime" Ae
= him ↑ U (An)

- -> x

-> (otn)
= VAn E G .

n >

Const : & est uns d -

monot
. qui contient 2 . = G > /3)

Y invar , par intersec : = ((2) = c (3) .

N

I
The if mo not

.

=> g = c(2) =
A

.

m
= ↓ sur of entières.



2.
M, -- finies associée à (Enboso &

.

Définissons En
,
la mesure (y (A) : =

jn (AMEn), la ventriction

de
ju
à l'ensemble En Un (A) := /A nEn)

Vérifier que y est bien une mesure finie.

VAEY
,
En est aussi dans 3 => AnEn -G .

=> VAcE
,

(A) = r
_

(A) . y(t) = k(t)
n

7/

M (En)
= "N/Er)

Appliquer te résultat de l'agen ,
Un

=> Mn = Oneur it

limVAGA
, y(A) =

~+ - ↑ (AnEn) =,hmMn(A) = him 4Wn(A) = A)

As (AnEn) = limT(AnEn
J .



pl : Unicité de le mesure de Leberque sur R .

Or sait
l'intervalle 9maatt mesure doit prendre to rateur (b-aur

3 = 2 Ja,
bl ; a <b dans R] .

E est invariante par intersections.

·

E engendre las borétiens de IR : 2 (8) = B(R)

Supposons que 2
mesures boriliennes

je ,
5 soient

- w-finies , p/r à la suit En = J - r
,
n[ ,

avec

M (3
- r

.22) = (J- n
, 2 t) = In

- Ja ,
65 + 3

, < (]a ,
bT) = r (Ja

,b) = b - a
.

Corollaire => 42 5
Confusion : if
telk que jusaht a anplus

une unique une vine boréliene



=> unicité de la mesure de Lebesque.
Exemple : Fonction de répartition d'une mesure finie sur/R,

BIR)
-

Sat u mesure finie sur IR.
/
=> 3 -3 J - 0

,
al; a + R]

E est invariant par intersection. c (3) = B(R) .

=> pour identifier la mesure y ,
if suffit de connaître sen valeurs

sur ta day C
,

dons de connaitre tous fer

(y (3 - 0

, a) ; a R]
c connaître la fonction de répartition deu ,

F : R +
IR

~ I . de probabilités
a + g(3 -

0
, al)

=>
le fonction E représente entièrement la mesure ( .


