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·
tribu engendrée par une famille [cB(E) :

~ (2) = 1 A
A tribu
t

.
Tribu borélienne

1. E espace topolique : il existe une topologie sur E
,

c'est-à-dire une famille Oc TLE) constituée des

ouverts de E .

·

E + 0
, de 0 , NaYeA famille d'invert

=> Va e 0 .

Un
,
Ve

,
.Une Vie 0.



-> définit la tribu engendrés par cette topologie :

B(E) : = r(0) tribu/sorétiennedes boréliens
Ac E est borélien si At B(E) . ↑

Emile Boref

(definitiondemer , sans

.
Si E est un espace topologique ,

la tribu naturelle sur E

serata tribu de Boret
, BlE) ·

-> un ensemble mesurable sur E sera un ensemble
borélien

.

.
Ex : E

espace métrique (distanud(x, s)
-> boutes ouvertes B(e

, r) = < yeE; d(x , 3) < r]
engendrent une topologieour E.



~> BIE) tribu borétienne sur E .

· Ex : E espace
evilidion

,
avec une norms Il . Il evelidienne

(ex :
E

= 1
, 11 well=2) ,

dix
, 2) = 11 - y//

-> B(x
, r) = (yzE; /1x - y)) < +3 .

-> tribu B(IRP)
.

· B(1) = 2 (1 ouverts de 1R3)
Exercice : montrer que B/IR) est engendré par la famille

des intervalles (J-0 , a[
,

a <R] = Ce

~ (4) < +(4) coConvert)/3 - 0
, b[ ,

b = Q3 = Ge
Indication :

-tout ouvert de I est une union fini on

dénombrable d'intervalles ouverts disjoints



--- 7 -

-
-

=

-

I
Jb

,
[

-> Jb
,

a [

Q dunge dans R1 VatR
,
7 (bi) de rationnets ,

1
.

9
bi- a

i + 0

= J- ,
bit = J - 0,



· Complexité de B/R) . B(R) contient:

-
tes ouverts 0 de IR

-

les fermés F de IR

Vie Di est/ouvert.

I
,

O: n'est
,

en général, ni ouvert ni fermé,
on appelle un det ensemble on ensemble 65

Fi est un fermé
N

U Fi n'est , en général, pasfermé - ensemble Fr

Ki compacts -> i ensemble KE.

Si Fi e Fr
, F : e Er

mais & Fi seront d'un nouveautype : Fro



·

-
... Girded -- sont tous dans B (IR) .

·
Produit de 2

espaces mesures

2 ensembles Es
,
Ez -> produit cartésien E

, xEz

Il

Si IE
,
A

. ) , (En , te) Impacsurable
<(2 , y);r

=> tribu naturelle our ExEz !
tribu?

->

NonAu



La tribu naturelle sur EXE2
,
c'est latribu

engendrée par A, x Az :

t,t = ~(Extr) = -()A ,
xAr,E)-la tribu produit product des

A
,
xAzcE

,
xEn tribus

Eza

A E #
A

, x An
AD (A , xAz) v(B, xBz)

Bul
n'est pas de

=> E
, la forme

C
, X(z

EX : E = En -IR
,
A

,
= taz B(IR)

.

-> BIIR) A B(IR] est égale à la tribu borétienne
B(R2) = c /30 ouvert de 12])



V &
,
De ouvert de 12

,

te product cartésien

On x On est un ouvert de 12

=> [0x02 ,
8

,
0 ouverts der] couverts de

IR33
=> BIR)QB(IR) < BLIR") .

Vrai pour tout espace topologique Ei
B(E) B(E) <B(E2) .

BIIR) ABCIR) = & () B ,
x B2

, By Bu boréliens deR)
BAR) = 2 /) Ouverts de>

=> - (tB , x Bub) = 2 (30 , xOn; giout
= -(30,

xB
= 3)



= r((B .
x 023)

B(13) = c /) 0 ouverts de IR]]

⑧
On peut montrer que B(IR3) = B(IR) @ B(1)

·
Mesure sur un espace

mesurable (E, A) .

M
: t - [0

,
+ 0]

A- y(A) "poids" de A
la mesure de A.



un

↳f: Sat /E, Alrespac menurable· Une mesure (positive)
sur cet [Et) est une application : -[0

,
0] ayant

les propriétés suivantes :

i) ((p) = 0 ;

ii) Pour une suite (Ailien de parties dispirtezat
maurables, ↓

jui=M
vit,Aj = 0

= limMA
① -- ...



Marques:

0
. (A) peut valoir +0

2

1
.
HAi = Ai

i = on
le Ai sont disjointe 22 .

2.opAi) at toujours bien definie .

3. ii) est appelle 2 - additivite
N- 1

5. An = Ant = 0 ==A
InNA)A

-> additivité de
y.

4 .

Cette r- additivité ne s'etend par à une famille
indénombrable d'éléments mesurables .



ex : EzR! y = X
,

mesure de Lebesque ( = "Tongueur')
* (Ja , bl) = b-a > 0 1

: by a .

Ja
,
bl = 1(x} 4

, 11333 = 0

neJabl

t(223)
·
En générat, ju n'est définie que sur les éléments de la
tribu it

,
mais pas sur les autres sous-ensembles de E.

ex : 1
,

mesure as Lebergue n'est pas définie sur tous

les sous-ensemble de R.



. Propriétés de ju
Si Ac B

,
alors

ju (A)
= ju (i)

Si, (A) <o,
alors
in (B(A) =u (B) -y (A)

⑪G//BIA
pr = B = A ( (B(A) - ((B) = y() +MA)
Si pla) fini -sat plB) est aussi fini

->x(BA) = (u(B) - y /A) .

- sorty(B) = +0 = m(B(A) = + 0

= +o -m(A)
= p(B) -j (A) .



3 pla) = +o
, l'égalité vilest pas toujours vrain

· lon plB) = + c aussi
,
mais juli-gIA) = f

+ a - 1 + s) = 2

2<(A) +p() =

y (AvB)
+ /(Any)

A = (A1B) (1(A)B) (=>
j
(Avi) =p(A) +y())

B = (A + B) H(B(A)

ju(A) =

m (A - B) +m)A)B)
M(b)= n + m(B(A)

M (A) +y(p)

-ju(AcB)BayU C



3. Si (An)2xo famille croissante : Ana Anti

In (Ar)E /Antil

⑱-
-- An

↑ (A) =timP (A)
pr : (An) suite ↑ - on definit <n = AulAn- Co = Ao

An = Co C
,
-- #In EAnulan] Gest, Lo

=> M(Ar)= (25)

lim (A) -M((j) = (E() =M)Eot)



4. Si le (Bu) famille décroissante (Bn > Buti) ,
etsin /t .) <o ,

alors

y (Bu) =tim ju (B)

/ condition + fachle :

· =N +
g . y (Bm) <b)

pr = An = Bol Bu suite croissante

↑
lol -

p)oBul
-

>linASe
M



= him (m(Bo) -

ju (in')
=

p (Bs) - tim y (1)
5. Famille (Aulpo de mesurable

,
alors

↑ (An) EoM(Am]
(2- sonFinite)

Ao - A
,

A partir de (Ar) ,
on

- -⑳o- - fabrique un famille
- -E d'ensembles disjointe

C
.

- Ao
-

C = A
, LA

-

C - Az)/Aout)
<n = An)/Aova. --vin-1)



=
= < => (Aj) =p) (j)

-Toi
Cjc Aj ! =ju(Aj)

=> p((j) < mu(Aj) 2

= jy(Aj) .

. Exemples de mesures :

1 .
E- IN

,
tribu complete o = B(N). On definit

la mesure de comptage in (A) = # A

M(N) = + 0.



Bn = 3 r nol, ... 3
, yn (Bu) = +o.

(Bu) suite décroissante , etB = 0
En

, y (Bu)
= +a

him y (Bn)=

MAIS
(n( Bn) = <(p) = 0.

2. (E,
c)

,
ze E. - mesure de Dirac en 2

,

ju
= du (A) = 21eix A

0 si xA

= Hu(x)
Divac :

E
= IR

, " fonction" de Dirae 5(n) = 3vitoet
mais telle que J8(x)dx = 1



-> d(a) = mesure do
·
Si E

,
A)

, yen , Ma
2 mesures

91 , 420 -m
= d

, p ,
+ auM2

est encore une mesure.

FA
, ju(A) = <

,m,

(A) + aum= (A).

·

E= IR
,

A
- B(IR)

,
mesure de Labesque X

,

telle
que /4 ,

/ Jabl) = b
- a "long neur

1/

↑ [[a , b]) = b
- a

-> 4
, (393) = 0

notations : "I ,
X

,
m

,
dL

,
dix

E viralertes
9

Ou montrera l'unicité de cette mesure.



Généralisation en dimension supérieurs :

d = 2
,

X
>

sur R : mesure d'aire
d =

3 X
>
surR" : mesure de volube

S

d > 3 Xd volume d-dimensionnet.

·fi 1 .

je
est fine si ju (E) <0 .

↳ masse totate de
j.

Si (E) = 1 :

ju mesure de probabilité.

2.

pe
est r-finie s'il existe une suite croissante

(Enluxo de mesurables
,
telle

que UEn = E
,

n)p

et
ju
(en) < 0, n .



En

j'autonie
Es

ju (E)-lim↑y
Es

aEtre infinie .

Es

Ex :. mesure de comptage our N : Ene [0,1

mesure de Lebesque sur 1
,

on sur
&

E = [- n
, n] En = Blo

, n) .

Contre-exemple : E indénombrable
,
A = PSE)

,y
= mesure

pou
n'est pas a- finie

de comptage



Si En teg. gulEn) = En < a

En est an plus dénombrable

=>En E
3.

un point aetappetume
de taese

->

Ex =

m
=# +urIN.

&

((n3)=# (n) = 1

4. p estAniuse si elle n'a pas d'atomes.

ex : mesure de Labesque X1 : FRER
,
X

, (2x3) = 0.

5
.
SiBcE est tet

que BCA ,
A mesurable tot que

M(A) = 0
,
alors is estyu fnégligeable.

Y est aussi -négligeable
(E, t,j) .

On dit
que ta tribu test complete/pouru)



e tout sous-ensemble yn-négligeable est dans me tribu

Si (A ,y) ,
on pourra completer t p/r à ta mesure

~> fabrique une plus grosse tribe Ex A,
-

A complete pluju .

6. Si E espace topologique u BIE) tribu bonlienne
.

unmeuble petamentFinisco
Ex = mesur de Lebague eur R.

Fair
,

X
, (Jx - t

,
x + -[) = 22 -

4
, (2a3) = 0

A = (i , iEN] ens .
dénombrable de IR



=> parc-additivite, X
,
(A) = 0 .

ex = (
,
/Q) = 0

.

.
if existe des sous-ensembles indénombrables de R,

également tets que 4
,
(A) =

0
.

Ex : TD4 : A-ensemble de Cantor

Exercice : E=
IR2

,
Ae BIRE)

, y
= X2 ·

& <IR courbe bisse

-> ((b) = 0
.

Recouvrir e par -petit
carrés de côté 6.

-> aire totate - Ext -E
.



·
Lemme de classe monotone :identifier une mesure

ju,
a partir d'un "petit" nombre de poids p (A)
Si je cornais suffisamment de poids ,u(A) (A-A),
je peux identifier ma mesure

yu.

Trouver une sous-famili -CA telle
que , sijlai

2 mesures jus , Non eur et
,
et

que
-AcC

, y , (A) = > /Ay,
alors les mesurer

M , M2
sont égales eur toute to tribu At.



Nelle structure : notion de classe monotone.
-

Refe : Une sous-famille oc PIE) est une casse

monotone si :

i E e Mo

ii) Si A
,
Be M

,
awe AcB

,

alors BLAe M

⑮B,O
iii) Si (Anec) suite croissante, alorsA.

Une tribu of est automatiquement une classe monotone.

· i) + ii) = SiA e
,
alors ELA = A c M

.



Sur E
,
it
y
a plus de classes monotoner we de

E
tribus".

Lenome Une classe monotone of est une tribu

si et seulementsi best stable par intersections

finies-

pris : Mo est 1 tribu =>
stable par intersect dénombrable,

done finie.

E Supposons Metable par 1 finies .

-par complementaire.
=> ~- par U finies .

Soit (Bu)
po

wwite d'etements de M. On rent

montrer que Bu est dans M.



An = Bo
,

A
,

= AorBi
,
Az = A

,
vBz ---

A

T An = An-U Bu
-

e T
⑳

(An)
,

suitecroissante,An=on

iii) = Win e M

& Bu =>
montre le iii) defa

definition d'une tribu .
=> of est une tribu


