
Théorie de la menure et probabilités

5. Nonnenmacher

USTC

21/04/2026



Rappels : on met studier une mesure ad sur la sphère
unité 5d-c IR&

Pour tout boration A ,
Ston fait correspondre tone

~(A) = (vz ; z + A ,
v = 50 , 1]]

↑ E Blird)
Im A + B(5

%
-

,

on definit ·
A

r(A)

#= d +d (W(Al) . = (d +d) (p" (A) Sd - 1

Alorswd est 1 mesure finie sur 541
,

invariante
par les isométries

sur sd-1 /transformations orthogonates).
Vf fonction borelienne sur 1R9

, on a
f + L' (id

, Xd)

(F) (f)d(x)= (a -

f(wz) +
+

dr dw(z)



Masse totate de wa :

d = 2 : WilS) = 2

~ (s)= fonction & d'Enler

Ex : d + 2 wid est la mesure image to mesure de Labergue
sur l'intervalle [0,T =01 Ep = 1000, sind)

no
-za E
.-o go

i

U (dP) = Wa



& quelconque : on considère la projection sur
fa sphere

(A)

p
: Bd10 -

St

* (x)
x ( p(x) =ua

papplication continue. st- 1

↑ A borélien de S%", p(A) = P(A) .

=> Wd est fe mesure image par p de ta mesure did
=> We est une mesure boreliers sur

54%

Mesure totale : We (sd-) = dxp/Bd ).
· Invariance par les transformations orthogonales :

↑ O matrice ded orthogonale
Wp/O(Al = did(l) = &(0(/)- etvarianteoren

= O /T(A))



Pour montrer to formate F : or prend f- His ,
aven B

un borélien particulier deR &

B = (x c &10,
ac(alzb

, p(x) + Ab Az &19 -y
02a(b .

· B : couronne entre te

rayons a et b
,
de base A.

↑ /A) = B ei a = 0
,

b= 1
.

B = "pavé mesurable" dans tee

coordonnéesr,-
La partie droite de /E) donne :

ju (B)
: = &. J. (z) wardr de
But : montrer que M/B) = Xg (B) = membre de gauche de (F).



gra (v =Ay
= 1 ja

,

by(r)Ha(z)
=>M(B)=J

..

#Jabi() Holz) un dr dwe (2)

= [a]() utdr JeHa(z) dad (t)
= It wodr Wa(A)

a

MulB) = blad a weA

Mesure de Labergue de B ?

Cas on a = 0
.

b = 1 : B = T (A) => Xn(r(A)



Cas = 0
,
b > 0 : B = (rz ; rejo,

b]
, zea)

= bT(A)
(facteur de dilatation

(b .In) /A) = B

* (bF(A)) = (det (b Fn)) + ( + (A))
-> bdx(5(A))

ocach = B = bT(A))aT(A)
=> x (B) = xn(br()) - in(ar(m))

= (bd - al) Xp(r(A))
=> p(B) = AtawA) =b)
o x(B) = (b2 ab) Xp((t)) = ju(z)= 1d(B) -



=> onm égalité pour les parés mesurable B22 ve Job]
, zeA)

. Le 1 parés mesurables B] engendr les borétiens de RI,
et est invariante par interfections finies

-> on peut applique to <M · is
pour montrer que qued eur

B(IR9)
.

5 IF) est vraie FF = A
+ borelier de IR!

elle est vraie pour of meurable > 0

pour feL'(IRd, Xd)



·
Formule

pour la mesure totale we (st) :

d +
2

= w
-
(s) = X

,
/Ja

, 2π]) = 2π

&torau:on utilise Fortionsgans
enSans

-

& x
,

2

Calcula de 2 fagons elintégrate de Gd :

Id =JGola)-Seda =Je de ,Jean-
ird

da .. dad
=(((d

d Jean

F = (E .)%



- v2
2 fagon de calculer Id : en coordonnées (r

,
z)

, Gy(rz) = e

Gd est une fonction radiate. v = (x)

z = p(x)=
(F) awes fo Ed

:gendd du(z) =we
-

changement o variable t = r Jerd2 wor
-

& t = Zu dr

(F) =

+d
a

Calcul de In : /F ,
) = Fz = +w , (s))

+
dt = (2 = i



=> I
,

= F .

-> we (5) = E
Si destpair : T(f) = 17 -1) ! I
& impair : [ (E) = (f - 1) ~(f - 1) = (-))))(T(t)

en-tilisant la propriete r(t +1) = t T(t) -

⑮



Théorie des probabilités

space mesuré , fonctions ,
mesures imagessousunenation

Vocabulaire spécifique à la théorie des probabilites.

Intégration Probabilités

(Espace
mesurable (E

,
A) Espace

de probabilité(er
, A)

espare mesure ju mesure de probabilitésur2,
espace notée D

.

↓ P() = 1
probabilisé

x E point de E. Well une éventualité.

* e et sous-ensemble mesurableet un évènement

f : (, A)- /F
, B) fonctionbl X:-(F) une variable en

aléatoire à

valeur dans /F
, B)

ex : (F, B)=R
,
B(1RI) : X variable alatoirte



M(A) poids de A P(A) la probabilité de A.

If dy JXdIP = E[X] d'espérance
de X

fiE-> F mesurable X = M = F
U

↳ fel mesure image
Pr mesure image sur Fi

sur /F
, B) Px , appelée la foi de la

variable aléatoire X
.

La theoris de probabilis cherche à faire des prévisions

Lorsqu'on fact des expériences dont on we cornout te

résultat a priori. Si on recommence ta même expérience,
le résultat peut changer.
Définit des probalités sur cette expérience ,

c'est déterminer

les chances d'obtenir un résultat platit qu'un autre.



~
Soit on a l'intuition des probabilité.

~

Sat on répète plein de fois la même expérience ,

et on

compte combier de fois on obtient un résultat donnés.

Si A = 2 Le pièce tombe our "Face"
P(A) = lim- combien de "face" obtee

Exemples

Tirage d'un de .

El

1 tirage de dé -> G résultats possible
-

.
= (1,

2
,

-

: 63
A

= P(r) tribu totale
.

Site dé n'est pas fausse? P(i) = A ,
Vi =1

,
..

,
6.



ex. d'évènement : A = 1 nombre pair 3 = 32 ,

4
,

63.
L · A + 21}

·
On tire 1 de 2 Jois, en regardant for 2 resultats.
2 - (x)

ex
.
dévénements : "J'ai tiré 1"2 fois

"

(1
,
1)

"J'ai tiré A , puis 2
"

(1
,
2)

Si to dé ent bon
, P((ii)=2 (ij) + (j , i)

siitj
-2 permettant de décrive 1 scultivage .

L'événement "je tire 1 an premier tirage"
=> 3(,t), 11, 2), ..

,
11

, 67] <ra



2) Expérience : tirer un de jusqu'à ve qulon obtienne "G".
Quelle etfa chance d'obtenir "C" pour ta premiers Jois

après 10 tirages ?
Ce temps n = 10 est appelé un "temps d'arrêt".

~ peut prendre te valeurs 1
,

2
,
3
,

0
- 10, .. +o

.

-> quet espace 2 prendre pour décrive cette expérience ?
tr

= N
*

U18] , espace
de valeurs possibles de

temps d'arrêt
ne n

°

-(0) P(n) = !
Pour calculer - Hectivement iP(n)

,
it faut utiliser un

espace de probabilité plus gros, clui qui contiendra toute

l'information our mes tirages



- = (22 ,
)

*

= 3 suites W = W
. WzWy

---Wn---,

on
w = 71

,
3
,

"

, 63)
w décrit le surfi de tous te résultats de tirage de mon

do
,
si je le tire une infinite do fois.

·
en est infini indénombrable. J application

: 2 -> To
,
17

w /converge was un pointdoy-
↑ décomposition d'1 et 10,1 en bace 6

.

To
, 1 = a = 0

, (w .

- 1) (we-1) (Wy- 1) ---

Evènement : ne regarder que les résultats des un premiers
is
, .., im = (1..., 6)

titages .



A
i

, ... in
= /WER +. g .

W
.

= is
,
Wee in ,

--

, Wm = im]

As = 1 We +g w
.

= wa = wa - 6] .

Je veux que se A
... i

soient tous mesurables

-> on hoisit fe tribu et la plus petite ,
tells

que
tous ce

événements soient mesurables

A = 2 /2Ai-om 3)
Eirpeof est mussifa +petite tribu tulk que l'application

4 : (2 /o, J, 150,1) est mesurable



(*) IP)Ai-im) = Im si le de est bon

2 = &Ain, im ,
mbl

, in im + 31
,

--

, 53]
engendre A , et est invariante par intersections

finie, .

-Ai... in 1 A. we jijn-im) -
11 -- Im -

Y
Si m i w = in -- im--im--

#

Sort je-ins + insim => AiimvAjim = &
Sat 17 = U

=> Air--in & Ain-imi
=> Ai

- in 1Aj--jn ,

= Ai, --- im



L (M => la mesur P satisfaisant (*) est neurairement
unique.

Y Chin .. in) = F
... in

= [Pirim 14-in
+ ImJ

4 in - in= T,

Si w = in -- im Wut ,
Wuzz---

F66
=>4/w) e Fin --im #I ..

0 [1 Es
Fi

,

= &(Ain) = Tein, +5]
On remarque que X

. (Finin) = Im
On peut construire i à partir de i ,

sur to, i], en definissa-t



une application "pseudo-inverse" de 4.
Pb

: 4 n'est pas injective : - +1 +g 4/w) 4/01)

arrive si w = W
,

0
.We 11111111

(Wm > 1)
-> Y(w)=[\) = ww

.

w
= W

+ We -- (Will 6666-
=>y(001) = 4/w) = &w

... am
-> point de borde

de l'intervalle
T& = & points i

. --im] formenten -

i. -- Am

si a + 10
,

17h M , 4 est injection verses : 5120 +9 4/w)=2

-> définit 5 : To, 17 -> & quasi invente de C :



2 Eto
, 13 + extzt = sk) = w unique ty

Y(w) = x

& et 2 = Ri
... im

-> Ske) = isiz--im 11111

-> definit s : To, 17 -> -2 9 gos : id.

s(x) = représentation canonique en base 6 du points .

X
,

sur 10,) -> on pouse &,
pas

,
pour definit

m
= 5 X

,
sur (2 ,

t).

- is-im . ju (Aiim) = X
, ! Fiim) - Im

=> qu
est la bonne loi de probabiliténurM.



3)'espace continu" : probabilité de présence d'une
particule quantique.

#
Méca quantique : l'état de mon

electron au temps to définit une
mesure de probabilité sur ma boite.-

en ciR3 P

↳
esp . de probabilite

,
IP mesure de proba

U c 2 sous-région de 2 v = c= B(r)
PlU) = le probabilité de détecter mon efection

dans la région U.

Ici
,
Pest en général absolument continue plu à 13

.

f + l'(s)
- IP = f Xs ,

ave +20 mesurable ,

et telle
que



St de = Jd = 1
2~

↳ densité de probabilité de présence .

- 1P(34.3) = 0 .


