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© Lundi 10 : Apprentissage statistique et sélection d'estimateurs

@ Aujourd’hui : Calibration de pénalités et pénalités minimales
© Lundi 24, 14h—16h : Rééchantillonnage et pénalisation
© Lundi 31, 15h30-17h30 : Validation croisée et pénalités reliées

Sélection de modeles et sélection d'estimateurs pour |'Apprentissage statistique Sylvain Arlot



Plan du cours

@ Probleme de calibration de pénalités

e Heuristique de pente en régression homoscédastique
© L'heuristique de pente

@ Estimateurs linéaires en régression

© Pénalités minimales et calibration en général

G Aspects pratiques

@ Conclusion
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Plan

@ Probleme de calibration de pénalités
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Motivations (1) : “L-curve” et heuristique de coude?
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Motivations (1) : “L-curve” et heuristique de coude?
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Motivations (2) : que se passe-t-il si K <17

Théoreme (Birgé & Massart 2007)

Si K > 1, pour tout x > 0, avec probabilité 1 — 4 Card(M,)e™,
pour tout

1 ~ 12 Ko?di
mearg mp {2y B 4 KA

on a l'inégalité-oracle ¥V§ > 0,

1)~ 2 (14(K-2)4 _ 1~ 2
Lig s (225 15 e (L),
n’ _<1—(2—K)++ mem, | Fm = F

C(K)xa?

L Gl

on
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Motivations (3) : calibration de pénalités

o C, et C (Mallows, 1973) :

202D,
pen(m) = —

202 tr(Am
pen(m) = =2 ;( )

@ Pénalités proportionnelles a D,, avec constante multiplicative
optimale inconnue : détection de ruptures (Birgé & Massart,
2001 ; Lebarbier, 2005), modeles de mélange (Maugis &
Michel, 2008), etc.

@ Pénalités de Rademacher

Dn}

pen(m) =2 x E

sup {1 (e (£:6))

teSm i=1
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Estimateur naif de o2

Exemple : régression homoscédastique sur un design fixe
Calcul du risque empirique

Sélection de modeles et sélection d'estimateurs pour |'Apprentissage statistique Sylvain Arlot



Introduction
[ ele}

Estimateur naif de o2

Exemple : régression homoscédastique sur un design fixe

1 ~ 2 1 o?(n— D,
E [ HY— FmH } = Ly = AR 4+ 27 = Dm)
n n n

Estimateur naif de o2 :

_ 1 SR
T = o |Y = P

Biais de cet estimateur :

" 1
E[55] =0+ —5 (= An)FI*

m D,
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Estimateur naif de o2

Exemple : régression homoscédastique sur un design fixe

1 ~ 2 1 o?(n — Dn,
E [ HY— FmH } = Ly = AR 4+ 27 = Dm)
n n n

Estimateur naif de o2 :

1 2
~2
= ||y - R
Tm n—D,,,H m

Biais de cet estimateur :

- 1
E [0'2 ] = 0'2 + n—i H(lﬂ - Am)FH2 5

m Dm
= Utilisation dans la pénalité 20°D,,/n?
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Estimateur naif de o2

Estimateur naif de o2 :

1 2
~2

= ||Y — Fa
7m Dnm H

n—

Biais de cet estimateur :

1

E[E%,] zaz—i-in_Dm

(I — Am)FI?
= Utilisation dans la pénalité 202D,,/n?
Premiere idée :

. 1 ~ 12 262D

crit(m) = = HY — FmH L
n n

Défauts : il faut connaftre/choisir mg, surpénalisation d'un facteur
inconnu
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FPE (Akaike, 1970) et GCV (Craven & Wahba, 1979)

2D
Y —F, H m
< n—Dm>

1 ~ |2 2 Dp, 1
critFpE(m = - HY — FmH U

n n

(Akaike, 1970 ; voir aussi Baraud, Giraud & Huet, 2009)
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FPE (Akaike, 1970) et GCV (Craven & Wahba, 1979)

2D
Y —F, H m
( n—Dm)

= |12, 2050m _ 1
ol

n n

1
critFpE(m) = ; H Y —
(Akaike, 1970 ; voir aussi Baraud, Giraud & Huet, 2009)

Validation croisée généralisée (GCV, Craven & Wahba, 1979)
~ 12
1Y P

critgev(m) = - m
n
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FPE (Akaike, 1970) et GCV (Craven & Wahba, 1979)

2D
Y —F, H m
< n—Dm>

1 ~ |2 2 Dp, 1
critFpE(m = - HY — FmH U

n n

(Akaike, 1970 ; voir aussi Baraud, Giraud & Huet, 2009)

Validation croisée généralisée (GCV, Craven & Wahba, 1979)

~ 12

. 1Y P

CrltGCV(m) == ;m
n

Si D, < n,

1 ~ 1|12 D 1
critgov(m :z—HY—F H ntom_ 1
n— Dp, n
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FPE (Akaike, 1970) et GCV (Craven & Wahba, 1979)

1 ~ |2, 262Dy 1
critppr(m) = ;HY—FmH mZm

n n

(Akaike, 1970 ; voir aussi Baraud, Giraud & Huet, 2009)

Validation croisée généralisée (GCV, Craven & Wahba, 1979)

Si D, < n,

. 1 ~ 12n+D 1 ~ |2 2D
ecor(m 4 v = ol T 52 = v =l (1455,
m m

—~ 2
Y—FmH ~0

Défauts : pour les gros modéles
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E[||Y — Fnl?] = no? + ||F — Fy?

1.5F 1

E[empirical error + 0* pen min]
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9 Heuristique de pente en régression homoscédastique
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Pénalité minimale : heuristique

Pour tout C > 0,

m(C) € arg min {IHY_?mH2—|— CDm}

mEMn n n

= JCnin t.q. : pour C < Cpin, I?ﬁ,(c) sur-apprend
pour C > Cuin, inégalité-oracle pour /F\,’ﬁ(c) ?
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Pénalité minimale : heuristique

Pour tout C > 0,

m(C) € arg min {IHY_?mH2—|— CDm}

mEMn n n

= ACnin t.q. : pour C < Cin, I?,q,(c) sur-apprend
pour C > Cuin, inégalité-oracle pour /I-:m(c) ?
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E[n || Y — Fnl?] + Dy

E[empirical error + 0* pen min]
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dimension
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E[n || Y — Fnl?] + Dy

=
P 3

E[empirical error + 0.8* pen min]
o
o1
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E[n || Y — Fnl?] + Dy

=
(4

E[empirical error + 0.9* pen min]

1 i
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E[n || Y — Fnl?] + Dy

=
3

E[empirical error + 1.1* pen min]
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E[n || Y — Fnl?] + Dy

=
3

[

E[empirical error + 1.2* pen min]
o
o1
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E[n || Y — Fnl?] + Dy

=
P 3

E[empirical error + 2* pen min]
o
a1
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Saut de dimension
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Calibration de pénalités (Birgé & Massart 2007)

@ pour tout C > 0, calculer

N . 1 ~ 2 D
m(C)Gargmrgjl\rJl {n Y—FmH —|—C:}

@ trouver Z‘min tel que D,’ﬁ(c) est “trés grande” lorsque

C< /Cmin et “raisonnablement petite” lorsque C > /Cmin

@ choisir m=m (26min>
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Version rigoureuse : hypothéses et concentration

Hypotheses :
@ complexité polynomiale : Card(M,) < Cyn®
@ bruit Gaussien homoscédastique, design déterministe

@ dmy, my € My t.q. D, > n/2, Dy, < /netVie{1,2},
n~YF — Fy, || < 02y/In(n)/n

Si&~N(0,1,), a € R", M € M,(R), pour tout x >0,

P (1(6, o)l < Vax|lall,) 2 1 - 2¢™

P (\(5, ME) — tr(M)] < 2¢/xtr (MTM) + 2 m/vimx) >1-2e*

4
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Théoreme (1) : Pénalité minimale / Saut de dimension

Théoreme (Birgé & Massart 2007, A. & Bach 2009)

2

Avec probabilité au moins 1 — 4Cpqn~=, si n > no(),

a—+2)In(n n
VC < (1—42 ()()>J27 Dﬁv(C)Zg

n

a-+2)In(n
vVC > (1—5—8([11/‘1)())02, Dzyc) < n3/4

et dans le premier cas,
~ 2 ~ 2
HF - Fﬁ,(C)H > In(n) infmenm, { HF - FmH }
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Théoreme (2) : Inégalité-oracle

Théoreme (Birgé & Massart 2007)

Pour tout x > 0, avec probabilité 1 — 4 Card(M,)e™™, pour tout
K >1,6>0, et tout

1 ~ 112 Ko2di -
(k%) arg min { 1| - P+ EZSmEm) L

meM, | n n
oo =l < (=m0 +4) it {5 [P I
N C(K)xo?
on

o’
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Théoreme (2) : Inégalité-oracle

Théoreme (Birgé & Massart 2007)
SiP(2C € [(1 —n-)20%; (1 +1n4)202]) > 1 — 4Cpqn2

Pour tout x > 0, avec probabilité 1 — 4 Card(M,)e ™ — 4Cpn—?

pour tout 6 > 0, et tout

'?’(25)eaf%m@mn{iHY—?mHz+26‘“’,‘,"(5”")} ,

~ 2 1+7]+ . 111~ 2
Face) = F| <<1_n_+5>mé”f4n{n Fn ] }

L max[C2 ), C(2 4 )} xo?
on

7
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Théoreme (2) : Inégalité-oracle

Théoreme (Birgé & Massart 2007)
On prend x = (o + 2) In(n) et on suppose n > ng(c).

Avec probabilité 1 — 4Cayn~2, pour tout

(o) g g, {2 v - [ 2|

meM, n
1= 2 Lo+/In(n) _ 1= 2
Py =7l < (14 =02 ) g, {2 I)
Lo In(n)o?
on

v
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Heuristique de pente (Birgé & Massart, 2007)

@ existence d'une pénalité minimale pen,;,(m) :
mmin(c) S arg min {Pn7 (/S\m) + Cpenmin(m)}
meM,

(5%, San(C))

=1
nfert 10(s*3m)] saute en C

Sélection de modeles et sélection d'estimateurs pour |'Apprentissage statistique Sylvain Arlot



Pente
00000

Heuristique de pente (Birgé & Massart, 2007)

@ existence d'une pénalité minimale pen,;,(m) :
mmin(c) S arg min {Pn7 (/S\m) + Cpenmin(m)}
meM,

(5%, San(C))

=1
nfert 10(s*3m)] saute en C

© pénalité minimale détectable :
Chimn(C) "saute” au voisinage de C =1
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Heuristique de pente (Birgé & Massart, 2007)

m) :

@ existence d'une pénalité minimale pen i, (

Mmin(C) € arg min { Py (3m) + Cpenpin(m)}

(5%, San(C))

=1
nfert 10(s*3m)] saute en C

© pénalité minimale détectable :
Chimn(C) "saute” au voisinage de C =1
© lien entre pénalités minimales et optimales :
pen

opt (M) = 2 pen i (m)
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Calibration par heuristique de pente

peno(m) X penmin(m) (Cm)mEMn
@ pour tout C > 0, calculer

m(C) € arg min {Pay (5m) + Cpeng(m)}

Q trouver Cin tel que Ciyc) est “tres grande” lorsque C < Emin
et “raisonnablement petite” lorsque C > Em;n,

@ choisir m=m (26min).
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Ingrédients de I'heuristique de pente
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Ingrédients de I'heuristique de pente

pa(m) = Po(v(sp) =7 (Sm))  pengia(m) = E[p2(m)]

pi(m) = P(y(5m) =7 (sm))  0(m) =(P—Pa)y(sp)

peng(m) = pi1(m) + pa(m) — 6(m)
E [peniq(m)] = pengy(m) = E[pi(m)] + E[pa(m)]
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Ingrédients de I'heuristique de pente

pa(m) = Po(v(sp) =7 (Sm))  penmin(m) = E[p2(m)]

6(m) = (P = Pa)y(spy)

peng(m) = pi1(m) + pa(m) — 6(m)
E [penig(m)] = pengp(m) = E [p1(m)] + E [p2(m)]

Heuristique : p1(m) ~ pa(m)
@ concentrations p1, p2, &
° E[pi(m)] =~ E[pa(m)]

@ croissance de |'espérance pour compenser le biais
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Résultats mathématiques existants

@ Moindres carrés, régression homoscédastique Gaussienne
(Birgé & Massart, 2007)

Régressogrammes hétéroscedastiques (A. & Massart, 2009)

Estimation de densité par moindres carrés, données i.i.d.
(Lerasle, 2009) ou mélangeantes (Lerasle, 2010)

e Estimateurs par minimum de contraste régulier (Saumard,
2010)
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Minimum de contraste régulier (Saumard, 2010)

e Contraste régulier sur un modeéle S, convexe :
o sy € argminges, Py(t) existe
o t €Sy, — Pry(t) strictement convexe
o 3c >0, t € Boo(sh,¢) — Y(t;+) € Loo(P) est C3

e Concentration de pi(m) et po(m) autour de la méme quantité
déterministe D,,KC2,/(4n) (non-observable a priori)

+ contrdle de |[5y, — sl
= validation de |'heuristique de pente pour :
o régression hétéroscédastique (histogrammes, polynémes par
morceaux)

e estimation de densité par moindres carrés
e estimation de densité par maximum de vraisemblance sur des

histogrammes

Sylvain Arlot
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Résultats empiriques

e Détection de ruptures (Lebarbier, 2005)
@ Modeles de mélanges Gaussiens (Maugis & Michel, 2008)

o Classification non-supervisée (choix du nombre de classes)
(Baudry, 2009)

e Géométrie computationnelle (Caillerie & Michel, 2009)
@ Lasso (Connault, 2011)

pour une liste plus complete, cf. Baudry, Maugis & Michel, 2010
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Estimateurs linéaires

@ Estimateurs linéaires en régression
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Estimateurs linéaires en régression

o Définition : N
F =AY

avec A déterministe (donc, A peut dépendre de X)
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Estimateurs linéaires en régression

o Définition : N
F =AY

avec A déterministe (donc, A peut dépendre de X)

@ Exemple : Estimateur des moindres carrés : A matrice de
projection orthogonale

@ Exemple : Estimateur “régularisé” : A diagonalisable avec des
valeurs propres 1 > A1 > --- > X, >0
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Estimateurs linéaires
0000000

Estimateurs linéaires en régression

o Définition : N
F =AY

avec A déterministe (donc, A peut dépendre de X)

@ Exemple : Estimateur des moindres carrés : A matrice de
projection orthogonale

@ Exemple : Estimateur “régularisé” : A diagonalisable avec des
valeurs propres 1 > A1 > --- > X, >0

@ Hypotheses :
Al <1 ou [A]<B

tr(AT A) < tr(A)
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Régression ridge (1/2)

@ |dée : chercher un estimateur ayant un risque empirique petit
et une petite norme dans un espace fonctionnel F

@ F C S est I'espace de Hilbert a noyau reproduisant (RKHS)
associé a un noyau défini positif k: X x X — R

i=1

- 1
fEarg?‘éljr;{nZ(\/i—f(Xi))2+M||f”2f}

@ Théoreme du représentant = Ja € R" tel que
f= 27:1 aik(Xi, ")
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Régression ridge (2/2)

PO 1 o 2 2
F— K(X;, - - _
S a0 | 130 067 1

i=1 i=1

o Design fixe : F = (f(x i))1<i<n = Ka avec
K = (k.)€

Q € arg min
gaeR"{
F
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Estimateurs linéaires
00e0000

Régression ridge (2/2)

o Design fixe : F = (?(x,-))lg,-g,, = Ka avec
K = (k(xi;xj))1<ij<n et

1
Q € arg min { 1Y — Ka|? +,uaTKa}
acR" | n
= F= K(K—i—nuln)fly

i<n b.o.n. de vecteurs propres de K (valeurs propres

Fej =1 €j
kj + nul,
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Estimateurs linéaires
0000e00

Estimateur des k-plus proches voisins (k = 20)

A~
= = = Estimateur des 20—ppv
x
% Donnees
X X %
3k
X
y x
x
XX X X X
X % X X %
2F X X . %
X X X
X X X «
X X - X X
X X - x %
1 X IAX\' A “ . x %X X ™ X
E ’ x X xxVe X x X
X X % l>2< . Y 10 X jﬁ‘._ x y
’ el XX X
x Xy §f >§<><>< XXy X x X Vo % X
x I AAY x X X
’ X x X x Xbyo XX
X XX x X 1% X X X X
of " Al 9 o v X vAK
" X X AP - -
= Ny « x X
Y X x x % X x oo %ox X,
X X X x X x
1 x x x
X X
X x X
X X
X X
_2— X
X X
-3
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Estimateur des k-plus proches voisins

Pour tout i € {1,...,n},

Fer X%

xie{ k-ppv de x; }

1
- Z <k]lxje{k—ppv de x,.}Yj>
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Estimateurs linéaires
0000080

Estimateur des k-plus proches voisins

Pour tout i € {1,...,n},

~ 1
Fi=% 2 Y%
xje{ k-ppv de x }

1
= Z <k]lxje{k—ppv de x,-}yj>

1<j<n

=  F=AKY
1

avec A(k)ij = ;]lxje{k-ppv de x }
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Estimateurs linéaires
000000e

Estimateur de Nadaraya-Watson

Soit un “noyau” K: X x X — [0, +00).

.. K(x;, x;
Vi,je{l,...,n}, A(K),-,j:Z g( K(Jj )
1<e<n K (Xi,

F=AK)Y
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Estimateurs linéaires
000000e

Estimateur de Nadaraya-Watson

Soit un “noyau” K: X x X — [0, +00).

.. K(X,',X')
Vi,je{l,...,n}, A(K),-,j:Z ) K(Jx- )
1<e<n K (Xi,

F=AK)Y

e Typiquement, K(x,y) = g(d(x,y)/h) pour une distance d sur
X, une largeur de bande h > 0 et une fonction
g : [0, +00) — [0, +00) décroissante.
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Estimateurs linéaires
000000e

Estimateur de Nadaraya-Watson

Soit un “noyau” K: X x X — [0, +00).

.. K(X,',X')
VI,J€{17...,H}, A(K)I’J:Z - K(JX XZ)
1<¢<n is

F=AK)Y

e Typiquement, K(x,y) = g(d(x,y)/h) pour une distance d sur
X, une largeur de bande h > 0 et une fonction

g : [0, +00) — [0, +00) décroissante.

o Noyau Gaussien g(t) = exp(—t?).
o Noyau Fenétre g(t) = ¢,y

Sélection de modeles et sélection d'estimateurs pour |'Apprentissage statistique
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Estimateurs linéaires
9000000000

Risque, risque empirique, pénalité idéale

Y=F+¢c avec E[e?]=0?
Fmn=AnY
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Estimateurs linéaires
9000000000

Risque, risque empirique, pénalité idéale

Y=F+¢c avec E[e?]=0?
Fmn=AnY

1|~ 2 1 2tr(AL A,
2o ] = L1 - e 2B
n n n

Sélection de modeles et sélection d'estimateurs pour |'Apprentissage statistique Sylvain Arlot



Estimateurs linéaires
9000000000

Risque, risque empirique, pénalité idéale

Y=F+¢c avec E[e?]=0?
Fm=AnY

1~ 2 1 o?tr(Al Am

E [ |Fm | } — LA = nF|2 4 ZErAnAn)
n n n

pen;q(m) = % (Ame, ) + % ((Am — In)F, €)

2
E[penid(m)]zw = C, (Mallows, 1973)

degrés de liberté généralisés : tr(Ap,)
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Estimateurs linéaires
0@00000000

Pas de saut de dimension avec une pénalité o< tr(A;,)

100 : :
\ —o—optimal penalty / 2\
800
~ 600}
S
<
NS
= 400t
200¢
-6 -4 -2 0 2 4 6

Iog(C/sigmaZ)

Sylvain Arlot
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Estimateurs linéaires
00@0000000

La pénalité minimale n'est pas proportionnelle a tr(A,)

25

empirical error

0 200 400 600 800 1000
degrees of freedom (tr A)
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Estimateurs linéaires
[e]e]e] lelelele]ele]

Quelle pénalité minimale?

1 1 ~ 2
pa(m) = 2 |Y = Fnl* = = | Y — P

1 2
= e, Ane) = S Amel = = (= An(ln — An)F)
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Estimateurs linéaires
[e]e]e] lelelele]ele]

Quelle pénalité minimale?

1 1 ~ |2
pa(m) = 1Y = Fll® = 2 ||Y = Fon

2 <a, Al (1, — Am)F>

n

2 1
= 2 (e, Amc) = = [Ane]* -
donc

0% (2tr(Am) — tr(ALAm))

penmin(m) =E [pz(m)] -
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Estimateurs linéaires
[e]e]e] lelelele]ele]

Quelle pénalité minimale?

1 1 ~ |2
pa(m) = 1Y = Fll® = 2 ||Y = Fon

2 <a, Al (1, — Am)F>

n

2 1
= (e, Ame) — - |Amel|* —
donc

o2 (2tr(Am) - tr(A;Am))

penmin(m) =K [pz(m)] =

_ T
Mmin(C) € arg min { 1 H y _ //_:mH2 N C (2tr(Am) tr(AmAm)) }
meM, | n n
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Estimateurs linéaires
[e]e]ele] lelele]ele]

E[n || Y — Fnl?] + (2tr(An) — tr(ALAnm))n ™!

w B &) (o2 ~ o]
T T
| |

N

E[empirical error + 0* pen min]

0 200 400 600 800 1000
degrees of freedom (tr A)
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Estimateurs linéaires
[e]e]ele] lelele]ele]

E[n || Y — Fnl?] + (2tr(An) — tr(ALA))n !

o

~
T
I

()]
T
|

&)

IS

w

N

E[empirical error + 0.8* pen min]

BN

o

200 400 600 800 1000
degrees of freedom (tr A)

o
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Estimateurs linéaires
[e]e]ele] lelele]ele]

E[n || Y — Fnl?] + (2tr(An) — tr(ALA))n !

o

~
T
I

()]
T
|

&)

IS

w

N

E[empirical error + 0.9* pen min]

BN

o

200 400 600 800 1000
degrees of freedom (tr A)

o
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Estimateurs linéaires
[e]e]ele] lelele]ele]

E[n || Y — Fnl?] + (2tr(An) — tr(ALA))n !

8
—7 :
=
€
c 6r 1
[}
o
;5\ |
—l NSST
+ \\\\::::__\\
§47 AN \\\‘::::: ____________________ ;e
@ Soo T T T e A
63, \\ 4
. SN
2_27 \\\\\ |
S,
LIJli \\\\\ i
0 I I I \§~\‘*—~_
0 200 400 600 800 1000

degrees of freedom (tr A)
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Estimateurs linéaires
[e]e]ele] lelele]ele]

E[nY|Y — Fnl?] +

(2tr(Ay) — tr(ALAL))nt

8

~

a1 (<2}

> T T
Y/
i

E[empirical error + 1.2* pen min]

N

4t \\ :::::Z::::: _________________ |
ol \\\\ --------------- +
ol \\\\ |
1t \\\\ |
O 20 40 &0 80

degrees of freedom (tr A)
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Estimateurs linéaires
[e]e]ele] lelele]ele]

E[n || Y — Fnl?] + (2tr(An) — tr(ALAnm))n ™!

E[empirical error + 2* pen min]

0 200 400 600 800 1000
degrees of freedom (tr A)
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Estimateurs linéaires
00000e0000

Saut de dimension (régression ridge)

——minimal penalty
—o—optimal penalty / 2

100

800

~ 600
)
<
<
= 400} ]
200r 1
| | | >
96 -4 -2 0 2 4 6
Iog(C/sigmaZ)

Sylvain Arlot
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Estimateurs linéaires
[e]e]ele]e]e] lolele]

Algorithme de calibration de pénalités (A. & Bach 2009)

@ pour tout C > 0, calculer

H2 N C (2tr(Am) — tr(A;Am)) 1

" J

Y — Fm

~ . 1
Mmin(C) € arg mrg/l\r)l {n

@ trouver Cnin tel que tr(Ag  (c)) est “tres grande” lorsque
C < Cmin et “raisonnablement petite” lorsque C > Emin

@ choisir

~ . 1 ~ 2 2Amint Am
m € arg min {HY—FmH +Cr()}
meM, | n n
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Estimateurs linéaires
0000000800

Comparaison avec le cas OLS

@ Estimateurs linéaires :

o2 (2tr(Am) — tr(ALAm))

penmin(m) — -
O'2 r(Am
penopt(m) = (2tn(A))
pengoe(m) 2 tr(Am)
penn:n(m) " 2tr(Apn) — tr(ALAL) € (1, 2]

Sylvain Arlot
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Estimateurs linéaires
0000000800

Comparaison avec le cas OLS

@ Estimateurs linéaires :

o2 (2tr(Am) — tr(ALAm))

penmin(m) — -
O'2 r(Am
penopt(m) = (2tn(A))
peng t(m) _ 2tr(Am)
penm'?n(m) = 2tr(An) — tr(ATA,) € (1, 2]

@ Cas des moindres carrés :

penopt(m)

=2 = Heuristique de pente
penmin(m)

Al Am = Anm

Sylvain Arlot

Sélection de modeles et sélection d'estimateurs pour |'Apprentissage statistique



Estimateurs linéaires
0000000080

Le cas des k plus proches voisins
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Estimateurs linéaires
0000000080

Le cas des k plus proches voisins
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Estimateurs linéaires
00000000 0e

Résultats de simulation (régression ridge, choix de \)

—~
Q
Q
]
S
o

] [---10-fold cV

N
N U1 W

mean( error / error
=
S LN ‘
L —Lapd
‘7
]
e/
l,l
e
Wi
L
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Estimateurs linéaires

e0

Théoreme (1) : saut de dimension (A. & Bach, 2009)

@ complexité polynomiale : Card(M,) < Cypn®
@ bruit Gaussien homoscédastique, design déterministe
e dmy, my € M, t.q. tr(Am,) > n/2, tr(Am,) <

< vnet
Vie {1,2}, n7 (I — Am)F|I? < 02y/In(n)/n

Théoreme (Pénalité minimale; A. & Bach 2009)

Avec probabilité au moins 1 — 8Cpyn~2, si n > no(a),

VC < <1 1L, Inin)> o, tr(Amun0) >

In(n) 3
vC > <1+Lanl/4>027 tr(ArAnmin((;))Sn/4 .
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Estimateurs linéaires

Théoreme (2) : inégalité-oracle (A. & Bach, 2009)

Hypothese supplémentaire :

—~ 12
HKZLVmeAM,'MAﬂfSKEMF_Ew}

Théoreme (Inégalité-oracle; A. & Bach 2009)

Alors, avec probabilité au moins 1 — 8Cpn—?

1 ~ 12 2Ctr(Am
Vm € arg min {;HY_F'"H -l-M} ,

, si n > ng(a),

meM n

1 ~ |2 40k 1 ~ 12

= F—Fw < (1 inf fHF—FH

n ’ = < - In(n)> men, | n m
+36(H+a+2)|n(n)a2

n

Sélection de modeles et sélection d'estimateurs pour |'Apprentissage statistique Sylvain Arlot



Pénalités minimales

© Pénalités minimales et calibration en général
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Pénalités minimales
@00

Pénalités minimales : cas général

r/ﬁmin(c) € arg rg}a {'Dn’Y (/S\m) + CpenO(m)}

@ explosion du risque pour C < CJ.
@ inégalité oracle pour C > Cr.
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Pénalités minimales
@00

Pénalités minimales : cas général

r/ﬁmin(c) € arg rg}a {'Dn’y (/S\m) + CpenO(m)}

@ explosion du risque pour C < CJ.
@ inégalité oracle pour C > Cx.
@ saut de complexité Cgcy autour de C = (7

peni, = G, peng avec peny connue (estimable)
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Pénalités minimales
@00

Pénalités minimales : cas général

r/ﬁmin(c) € arg rg}a {'Dn’y (/S\m) + CpenO(m)}

@ explosion du risque pour C < CJ.
@ inégalité oracle pour C > Cx.
@ saut de complexité Cg(c) autour de C = (7

@ pen.;, = G, peng avec peng connue (estimable)

@ inégalité-oracle optimale lorsque pen = pengp,

@ pen,, connue (estimable) a C* pres
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Pénalités minimales
@00

Pénalités minimales : cas général

r/ﬁmin(c) € arg rg}a {'Dn’y (/S\m) + CpenO(m)}

@ explosion du risque pour C < CJ.
@ inégalité oracle pour C > Cx.
@ saut de complexité Cg(c) autour de C = (7

@ pen.;, = G, peng avec peng connue (estimable)

e inégalité-oracle optimale lorsque pen = pengp,
@ pen,, connue (estimable) a C* pres

@ lien connu entre C*. et C*

min
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Pénalités minimales
(o] le}

Calibration a I'aide de pénalités minimales

Données e ! e e ! f
nn I peng = —— peny; pen; = ——— PeNgut
Crin " F(Chin)

@ pour tout C > 0, calculer

Mmin(C) € arg min {Pyy (5m) + Cpeng(m)}

@ trouver Emin tel que C,?,min(c) est “trés grande” lorsque

C < Cnin et “raisonnablement petite” lorsque C > Emin,
© choisir

m € arg min {P,fy (5m) + f(/Cmin) penl(m)} )

mEMn
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Pénalités minimales
ooe

Résultats mathématiques existants

@ Concentration de p, : minimum de contraste borné
(Boucheron & Massart, 2010)

@ Explosion du risque si C < CX. -

o OLS, bruit Gaussien, complexité de M, exponentielle (Birgé &
Massart, 2007)

e OLS, bruit Gaussien, complexité de M, intermédiaire et
s* =0 (Birgé & Massart, 2007)

e Densité, estimateur de Dantzig, dans un cas particulier
(Bertin, Le Pennec et Rivoirard, 2009)

o Estimation de I'intensité d'un processus de Poisson par
seuillage (Reynaud-Bouret et Rivoirard, 2009), avec
Cr/Cr, € (1, 12]

@ Explosion de la dimension si C < C. : OLS, bruit Gaussien,
pénalités multiplicatives, complexité de M, polyndmiale ou

exponentielle et s* = 0 (Baraud, Giraud et Huet, 2009)

in
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Pratique

e Aspects pratiques
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Pratique
[ leJe]e]

Avantages pratiques de la méthode

@ vérification visuelle de |'existence d'un saut

@ calibration indépendante du choix d'un modele mg

@ sur-apprentissage trop fort pratiquement impossible

@ un parameétre a régler : la maniére de localiser le saut
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Pratique
[e] Te]e]

Comment localiser le saut effectivement ?

@ Saut de dimension : plus grand saut ? plus grand saut relatif ?
valeur seuil de la dimension ?
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Pratique
[e] Te]e]

Comment localiser le saut effectivement ?

@ Saut de dimension : plus grand saut ? plus grand saut relatif ?
valeur seuil de la dimension ?

@ Estimation de la pente du risque empirique :
avec quels modeles la calculer ? régression robuste ?
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Pratique
[e] Te]e]

Comment localiser le saut effectivement ?

@ Saut de dimension : plus grand saut ? plus grand saut relatif ?
valeur seuil de la dimension ?

@ Estimation de la pente du risque empirique :
avec quels modeles la calculer ? régression robuste ?

@ Saut ou pente? Les deux!
= package CAPUSHE (Baudry, Maugis & Michel, 2010)
http://wuw.math.univ-toulouse.fr/~maugis/CAPUSHE.html
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CAPUSHE (Baudry, Maugis & Michel, 2010)

Pratique
[e]e] o]

. pente

Tl

| -

& Suscessive sopa valiss

61100 VAP 04995LL U su5cssi i0p Yol

TR e

serdaun slope.

R |

Comespanding Slope Interval
= ok

Selected Model : k=21
111774006 ; 2.66130:08 ] (89.3617 %)
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Pratique
[e]e]e] )

CAPUSHE (Baudry, Maugis & Michel, 2010) : saut

Seecton complesiy (M

o2 et
[E

D20 gty —

0148 030
o184 ez

D108 g2 -
0104 geen) -

o068 ety —

o058 peta

Dimension Jump.

—Maximal Jump Method——————————
Estimated penalty constant = 1.20860-06
Selected madel : k=21

Selected model complesdty : 0,104

Threshold Complexity Method

o Throshold Complesty.

2006 xan e 0 40

Vs of the seraly comiant
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Conclusion

@ Conclusion
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Conclusion
e0

Surpénalisation

@8
3)
87
=)
@
0
%6
=L
w5
5 \
= 4
=
7 3
2,
@
n 2
o
=
LLl

1 2 3

Overnenalization constant

—
o
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Conclusion
o] ]

Plan des séances restantes

@ Lundi 24, 14h—16h : Rééchantillonnage et pénalisation

@ Lundi 31, 15h30-17h30 : Validation croisée et pénalités reliées
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