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1. VALIDATION CROISEE

Nous renvoyons a ’article de survol [6] au sujet des différentes méthodes
de validation croisée, & la fois vues comme moyens d’estimer le risque d’un
estimateur, et comme procédures de sélection de modeéles (ou d’estimateurs).
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Le cadre et les notations utilisées dans cette section (ainsi que dans le
reste de ce cours) sont celles introduites en Sections 1-2 du premier cours ;
voir aussi [6], Section 1].

Au vu du principe d’estimation sans biais du risque, les propriétés de
la validation croisée pour la sélection d’estimateurs dépend fortement de ses
propriétés en tant que procédure d’estimation du risque d’un estimateur isolé.
Nous supposerons donc dans cette section un algorithme statistique A4,, fixé,
et considérerons la validation croisée comme une méthode d’estimation du
risque

Ep,~pon [£ (8", Am(Dn))]

1.1. Principe et définition générale. Voir [0, Sections 4.1-4.2].

Le principe général des méthodes de validation croisée est de découper
I’échantillon D,, en deux sous-échantillons disjoints : ’échantillon d’entrai-
nement DY) = (&),c/ et Véchantillon de validation DY) = (&),c 0,
oit I1®) est un sous-ensemble propre de {1,...,n} et I = (1)) =
{1,...,n}\I®. On utilise alors Dﬁle) pour «entrainery l'algorithme A,,, puis
D,,” pour mesurer I'erreur de prédiction de Am(D%e)). On obtient alors Ies-
timateur par validation simple [16] hold-out| du risque de A,, :

Fval (Am;Dn;I(e>> — Pl)y (Am(fo))) (1)
= nlv Z g (Am(Dr(ze))éﬁi)

icD{”

En répétant ce procédé de découpage en deux sous-échantillons, on obtient
la forme générale des estimateurs par validation croisée du risque de A,, [20].

Soit B > 1 un entier et [ fe), ceey Ig) une suite de sous-ensembles propres de
{1,...,n}. Alors, 'estimateur par validation croisée du risque de A,,(Dy),

avec ensembles d’entrainement (I](-e) Ji<j<B , est défini par

R (st (1)) = 5 R (i) - 0

Tous les estimateurs par validation croisée habituels sont de la forme .
Chacun est défini de maniére unique par (Ij(e))lgjgg, c’est-a-dire, par la
maniére de découper successivement 1’échantillon.

1.2. Exemples. Voir [0, Section 4.3].

Le plus souvent, on considére des estimateurs par validation croisée avec
une taille d’échantillon d’entrainement fixe, c’est-a-dire, de la forme avec
Card(I](-e)) = n, pour tout j € {1,...,B}. On peut alors distinguer deux
familles principales d’estimateurs par validation croisée.

1. Propre : non-vide et de complémentaire non-vide



Validation croisée et pénalités reliées 3

Découpages exhaustifs. On peut tout d’abord procéder a une exploration ez-
haustive des découpages de ’échantillon, en prenant {I](e) t.q 1<j<B}=
PBn.({1,...,n}) Pensemble des parties de {1,...,n} a n. éléments. Lorsque
ne = n — 1, on obtient l’estimateur par «leave-one-outy [29, 1, 20, LOO],
défini par (2) avec B =n et I ={j}“ pour j=1,.

R (Ai D) Zv( (Dﬁ;j)) ;@) (3

ou Dy = (& )ity -

Lorsque ne = n —p avec p € {1,...,n— 1}, on obtient l'estimateur par
«leave-p-outy [27, LPO|, défini par avec B = (Z) et (Ij(-e))lgng est
lensemble des parties de {1,...,n} de taille n — p.

~—

Découpages partiels. Pour des raisons algorithmiques, il est souvent difficile
d’entrainer (;) fois 'algorithme A,,,. C’est pourquoi plusieurs alternatives
ont été proposées aux LOO et LPO, reposant sur une ezploration partielle
de B, ({1,...,n}).

La méthode la plus utilisée est probablement la validation croisée «V-
fold» [20, VFCV], définie comme suit pour un V € {1,...,n} quelconque.
On commence par choisir (indépendamment des données) une partition B =
(Bj)i<j<v de {1,...,n} en V sous-ensembles (approximativement) de méme
taille n/V. Ensuite, pour tout j = 1,...,V, on va utiliser Bf pour l'entrai-
nement et B; pour la validation. Formellement, 'estimateur par validation
croisée «V-fold» du risque de A,, est défini par avec B=V et [ ](e) = Bj
pour j=1,...,B :

R (Am; Dn; B) = ‘1/2‘/33(13,-)7 (Am (D’S_Bj)))

M:

Car;(Bj) 2.7 (Am (D’(‘_Bj)) fi)

(~Bj) . (B))
ot Dy 7= (&i)icpe et Pu = Card Za&.

TV«

La complexité algorithmique de VFCV est seulement V' fois celle de l'entrai-
nement de A, sur un échantillon de taille n — n/V, soit beaucoup moins
que le LOO ou le LPO si V <« n. Notons que la VFCV avec V = n donne
le LOO.
On peut mentionner trois autres méthodes de validation croisée reposant
sur une exploration partielle de ,,.({1,...,n}) :
— «Balanced Incomplete Cross Validationy [27, BICV], apparentée a la
VFCV avec notamment la possibilité de prendre n. plus petit que n/2.
— «Repeated learning-testing» [12, RLT]| : on choisit (Ij(e))lngB unifor-
mément parmi les suites de B éléments distincts de B, ({1,...,n}).
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— «Monte-Carlo CV» |25, MCCV] est trés proche de RLT : les (I;e) Ji<j<B
sont i.i.d. de loi uniforme sur B, ({1,...,n}). La seule différence avec
RLT est donc que I'on autorise & choisir plusieurs fois le méme découpage
I ](.e). Ceci simplifie ’analyse théorique (grace a I'indépendance des I j(e)),
mais vraisemblablement sans changer grand chose en pratique.

Méthodes reliées. Mentionnons enfin plusieurs autres méthodes apparentées
a la validation croisée, mais ne suivant pas exactement la définition (2)) :
— des versions de VFCV ou RLT avec correction du biais [13], [14].
— la validation croisée généralisée [I5, GCV], qui semble plus proche de
Cr, que des autres méthodes de validation croisée [18].
— APCV, une approximation analytique du LPO [27] pour le cas des mo-
déles linéaires.
— LOO bootstrap [17], .632 bootstrap [17] et .6324 bootstrap [19].

1.3. Estimation du risque par validation croisée. Les deux caractéris-
tiques principales d’un estimateur d’un réel tel que le risque sont son biais
et sa variance] Considérons les I'un aprés Iautre.

Biais. Voir |6, Section 5.1].
En utilisant 'indépendance de D,(f) et Dﬁlv), on a

E {P,gv)y (fs\m(Dgf))” - 1 Z 7(§m(D§f));§i)

Lz
icD{”
1 =~ (P
= > E|:7<Sm(Dn );&H
! ieD”

= Eep |7 (Sm(D{):¢) |

2 [ (000
=E [Py (8m(Dn.))]

Ce calcul se généralise directement aux estimateurs par validation croisée
dés lors que tous les échantillons d’entrainement ont la méme taille n..
En particulier, si le risque s’écrit sous la forme

B[Py (3(D))] = am + 2 0

comme dans le cas des régressogrammes par exemple (voir troisiéme cours),
I’espérance d’un estimateur par validation croisée du risque vaut

n
am+/87m:am+757m .
Ne Ne N

2. On fera bien attention ici & ne pas confondre les termes «biais» et «variance» avec la
décomposition du risque en erreur d’approximation et erreur d’estimation. C’est pourquoi
nous n’utilisons pas dans ce cours ’expression «compromis biais-variance» qui pourrait
porter a confusion.
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Le biais d’estimation du risque est donc positif (si 3, > 0), et consiste
a surestimer l'erreur d’estimation f,,/n dun facteur n/n. > 1, d’autant
plus grand que I'échantillon d’entrainement est petit. Ainsi, pour avoir un
estimateur asymptotiquement sans biais du risque au premier ordre, il faut
que ne ~ n quand n — +o0.

Variance. Voir [0, Section 5.2].
Pour le calcul de la variance de l’estimateur du risque par validation
simple, on utilise le fait que pour toutes variables aléatoires X, Z,

var(Z) =E[var (Z| X)]+var (E[Z]| X]) ,
on var(Z| X)=E[2%| X]+ (E[Z] X])’

En prenant Z = PT(LU)'y (fs\m(D,(f))) et X = fo), on obtient (en utilisant
I'indépendance de Dgf) et DSJ)) que

o (1 () = o (527 i8) | 26)
v (2197 (508 | 267))
i [ovwep (2 (i) | 2)
o (P (508 )

En oubliant dans un premier temps que n. et n, sont reliées par la relation

n = ne + n,, on constate que le premier terme de cette somme varie comme
1/n, (avec un facteur multiplicatif dépendant de ne, sans doute faiblement).
Le deuxiéme terme de cette somme est quant & lui fonction de n. uniquement,
et dépend en particulier de la stabilité de A, : si §m(D7(Le )) dépend varie peu
quand le sous-échantillon Dﬁf) varie, alors la variance de la perte de /s\m(D,(f))
sera faible.

2. VALIDATION CROISEE POUR LA SELECTION D’ESTIMATEURS

On suppose désormais donnée une famille d’algorithmes statistiques (A, ) meM,, >
les estimateurs correspondants étant notés (5,(Dn)),,cnq, - On cherche a
sélectionner un m(D,,) € M, avec I'un des deux objectifs de la sélection
d’estimateur : la prédiction ou lidentification (voir Section 3 du premier

cours ou [0, Section 2|).

2.1. Sélection d’estimateurs pour la prédiction. Voir [6, Section 6].
Pour toute méthode de validation croisée, on considére dans cette section
la procédure de sélection d’estimateurs associée

m € argmin,, ¢, {ﬁvc (Am; Dp; (I](6)>1<j<3> } . (5)
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Dans plusieurs cadres ot est vérifiée (c’est-a-dire, Perreur d’estimation
varie comme n~!), la performance de prédiction de la procédure définie par
est essentiellement fonction de la taille n, de I’échantillon d’entrainement :

— Lorsque n. ~ n, la validation croisée est asymptotiquement équivalente
a (), donc asymptotiquement optimale.

— Lorsque ne ~ An avec A € ]0, 1], la validation croisée est asymptotique-
ment équivalente a GIC, avec k = 1 + A~!, qui est définie comme Cp
avec une pénalité multipliée par £/2. En d’autres termes, la validation
croisée peut étre vue comme surpénalisant d’un facteur (1+X)/(2)\) > 1.

Les résultats ci-dessus ont été prouvés en régression linéaire pour le LOO
[23], le LPO [28], et pour le RLT [37] en supposant B > n?.

Plus généralement, pour la sélection parmi des estimateurs par minimum
de contraste, des inégalités-oracle ont été montrées dans une série d’articles
[30L 311 32, B3], montrant que P'estimateur sélectionné par la validation croi-
sée fait aussi bien (a une constante C,, = 1 4 o(1) prés) que l'oracle avec n,
observations m*(D,, ). Le plus souvent, ceci implique l'optimalité asymp-
totique de la validation croisée si ne/n = O(1). Lorsque n. ~ An avec
A€ ]0,1], ceci généralise les résultats ci-dessus.

A propos de la sous-optimalité de la validation croisée «V-fold» dans le
cas des régressogrammes, voir [2, Section 2].

2.2. Sélection d’estimateurs pour l’identification. Voir [6l, Section 7],
et en particulier ses deux références principales [35] [34].

2.3. Choix d’une méthode de validation croisée. Voir [6l, Section 10].

2.4. Limites de la validation croisée. Voir [0, Section 8|.

3. DETECTION DE RUPTURES PAR VALIDATION CROISEE

A titre d’illustration des capacités naturelles d’adaptation de la valida-
tion croisée, nous montrons dans cette section comment ['utiliser pour un
probléme de détection de ruptures avec bruit hétéroscédastique. L’objectif
est le suivant : on observe les valeurs successives d’un signal bruité Y; =
n(z;)+e; € Rpouri=1,...,navec x1 < -+ < x,. On suppose les variables
g; indépendantes et centrées, mais pas forcément de méme loi (cadre hétéros-
cédastique). On suppose de plus la fonction de régression n : X = [0,1] — R
constante par morceaux, et 'on cherche & détecter les «ruptures» de 7.

En comparaison du probléme classique de détection de ruptures (o 1'on
observe Yi,...,Y, indépendantes et de loi constante par morceaux, et l'on
cherche a deétecter les instants ou la loi change), on se focalise ici sur la
détection de ruptures de la moyenne. 11 y a également une difficulté supplé-
mentaire dans le fait que les données sont hétéroscédastiques et qu’on ne veut
rien supposer sur les variations du niveau de bruit. En particulier, celui-ci
n’est pas supposé constant sur chaque intervalle ou 7 est constante.

Les résultats présentés dans cette section proviennent principalement de

[5]-
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3.1. Détection de ruptures et sélection de modéles. La sélection de
modéles a été employée avec succés comme un moyen de détecter les rup-
tures de la moyenne 7(x;) du signal Y; [22] 21]]. L’idée est de se placer dans
le cadre de la régression sur un plan d’expérience x1,...,x, déterministe,
utiliser le contraste des moindres carrés, et considérer les régressogrammes
(3m )me,, associés a toutes les partitions de {z1,...,x, } en intervalles (on
peut réduire X" au plan d’expérience {x1,...,x, } puisque celui-ci est déter-
ministe). Choisir un modele S, revient alors & choisir une partition m en
intervalles, et donc un ensemble de ruptures. Il semble alors raisonnable de
penser qu'une procédure de choix de modeles m satisfaisant une inégalité-
oracle (pour la perte des moindres carrés) est également une bonne procédure
pour la détection de ruptures. Voir aussi 5, Section 2].

Un exemple de telle procédure a ét¢ étudié dans [22], ou il est supposé que
le signal est homoscédastique (o(z;) = o pour tout 7). Elle consiste & utiliser
une peénalité du type de celles proposées par Birgé et Massart [10], en tenant
compte du fait que la collection M,, est de type exponentiel car elle contient

2" modeles au total, et (g:ll) ~ exp(cD In(n)) modeles de dimension D :

2Dm
ﬁzéargminmeMn{an(&n)%—an<5+21n(;>)} (6)

11 est intéressant de noter que les modéles de méme dimension étant pénalisés
de la méme maniére, ceci revient a aggréger les modéles de méme dimension :
si pour tout D on définit le modéle aggrégé

S D= U Sm
meMy , D;m=D
et
Sp € argmin, _z {P.y(t)} (7)
I’estimateur des moindres carrés correspondant, alors

~

D = Sm(p) avec m(D) € argmin,, e, p,,=p {1 Poy ()}

et le modele sélectionné par () coincide avec m(D) ou

De argming < p<, {Pn’Y (Smp)) + CfD (5 t2kn <%>> }

Notons au passage que le probléme de minimisation est a priori trés
colteux algorithmiquement (si l'on explore tous les modéles S, de dimension

D), mais peut étre résolu exactement de maniére efficace par programmation
dynamique [9, 26].

3.2. Choix de modéle a D fixé. Voir [5, Section 3.
3.3. Choix du nombre de ruptures.

En minimisant le risque empirique lorsque D est fixée. Voir [5 Section 4].
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En utilisant la validation croisée lorsque D est fizée. Voir [5, Section 5]. Les
méthodes alternatives mentionnées & ['oral proviennent des articles suivants :
— BM (pénalité «Birgé-Massart» ) : pénalités proposées dans un cadre gé-
néral par [10] et utilisées en détection de ruptures par [22], 21], combinées

ou non a I'heuristique de pente [11].

— BGH : pénalité multiplicative (voir Section 1.2 du deuxiéme cours) pro-
posée par Baraud, Giraud et Huet [§].

— 7S : pénalité BIC modifiée proposée par Zhang et Siegmund [36].

— PML : maximum de (log-)vraisemblance pénalisée, avec un modéle de
données indépendantes Gaussiennes et (n(z;),o(x;)) est constant par
morceaux, proposé dans le cadre de la détection de ruptures par [24]
pour 'analyse de données de bioinformatique.

4. PENALITES V-FOLD

Nous avons vu deux approches principales pour la sélection d’estimateurs
dans des situations complexes : les pénalités par rééchantillonnage (Section 5
du troisiéme cours) dont le cotit de calcul peut étre trés éleve, et la validation
croisée (Section 1)) dont les versions algorithmiquement efficaces (validation
croisée «V-fold») sont biaisées.

L’objectif de cette section est de montrer une fagon d’éviter ces deux
écueils, en combinant ’heuristique de rééchantillonnage et la procédure de
sous-échantillonnage «V-foldy : c’est la pénalisation «V-fold» [2].

4.1. Principe. Définition. Voir [2, Section 3.1.1].

En appliquant ’heuristique de rééchantillonnage avec des poids de sous-
échantillonnage calqués sur la validation croisée «V-fold», on obtient 1’esti-
mateur suivant de la pénalité idéale

pen;q(Am; Dn) = penyq(m; D) = (P — Po)y (Am(Dn))

que l'on appelle pénalité «V-folds [2] :
o O % (~B)) (=)
penyy(Am; Dy; C; B) .—VZMPann ! ) (’y(smj ))} (8)
j=1
en posant
S0 = A (D)
La constante multiplicative C' > 0 est a choisir (voir Section , et la
partition B = (Bj)i<j<v de {1,...,n} est a prendre aussi réguliére que
possible. Idéalement, B doit vérifier :
(Bj)1<j<v partition de {1,...,n}
n (RegPart)

et Vje{l,...,V} , Card(Bj):V

4.2. Espérances. Pour le cas des régressogrammes, voir [2, Section 3.2,
notamment Proposition 2|. Le cas général (qui repose sur la méme technique
de preuve) apparaitra prochainement dans [4].
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4.3. Concentration. Pour le cas des régressogrammes, voir [2, Proposi-
tion 11]. Le cas général (qui repose sur la méme technique de preuve) appa-
raitra prochainement dans [4].

4.4. Inégalité oracle. Pour le cas des régressogrammes, voir [2, Section 3.3,
notamment le Théoréme 2|. Pour le cas général, voir [4].

4.5. Choix de V et comparaison a la validation croisée. Voir [2, Sec-
tions 4-5]. Les résultats mentionnés en estimation de densité avec le contraste
des moindres carrés apparaitront prochainement dans [7].

5. CONCLUSION

N

La figure mentionnée comme réponse a la question «Quelle procédure
de sélection de modeéles pour quel probléme ?» (dans un cadre particulier)
provient de [3].
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