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e Observations : Dy, = {(X1,Y1),...,(Xn,Yn)},
X, variable explicative et Y; étiquette associée
e Prédicteur : application mesurable ¢t : X — Y
e S I'ensemble des préditeurs ¢
° Contraste:y:{ Sx(¥xy) =
t(zy) = ()
R

S —

t = Exyyr[(t (X,Y))]
e Prédicteur de Bayes :

e Perte P : {

s* € argmin Py(t)
tesS
e Perte relative £(s*,t) = Py(t) — Py(s*)
n

1
e Risque empirique P,v(t) = - Z v(t, (zi,yi))
i=1
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2.4. Pénalisation. Nous rappelons que le minimiseur du risque empirique
(ERM pour Empirical Risk Minimiseur) sur le modeéle S,,, C S est noté s,,.
La sélection de modeéle nous améne a minimiser en m € M (indices des mo-
deéles), un critére proche du risque de 'ERM . Une premiére idée serait de
choisir le risque empirique, i.e. d’utiliser le critére crit(m) = P,y(5m).

Cependant, si m; < ma, c’est-a-dire si le modeéle Sy,, est plus complexe
que Sy, le minimum du risque empirique sur S,,, est plus petit que sur
Syt PnY(Smy) = Puy(8m,). Cela nous ameénerait alors a choisir les modéles
les plus complexes, et comme expliqué en section (2.2), ménerait & une explo-
sion de l'erreur d’estimation : le probléme du sur-apprentissage (overfitting).

La pénalisation consiste & contourner le probléme en pénalisant les mo-
déles les plus complexes : nous considérons les critéres de la forme

crit(m) = Py (S ) + pen(m)
= m € argmingepn { Py (8 ) + pen(m) }

pen(m) corrige alors le biais de P,y (8, ) comme estimateur du risque E [ Py (S, ) ].
La pénalité la plus adaptée serait la pénalité idéale

penjq(m) = (P = Pp)y (5m)

car nous minimiserions directement la perte de 'ERM.

Tout d’abord, nous pouvons remarquer 'inégalité suivante définissant la pé-
nalité idéale globale :

penjq(m) < sup {(P = Pu)y (1)} = penjq g(m)
€5m

Comme précisé dans la section précédente, nous cherchons un modéle satis-
faisant une inégalité oracle. Si pen(m) > pen;y(m) pour tout m € M, en
utilisant le lemme "recette" avec A(m) = pen(m) — penyq(m) et B(m) =0,

pen(m) — penyg(m) >0 < crit(m) — critiq(m) > 0
(Lemme) = £(s*,87) < in/fv( {l(s*,8m ) + pen(m) — pen;y(m) }
me

ou l'on rappelle que s* est 'estimateur de Bayes.
Exemple : L'inégalité est vraie pour la pénalité idéale pen(m) = pen;q ,(m)
(la pénalité pen;q ,(m) mesure la « capacité » de Sp,).

2.5. Majoration de la pénalité idéale “globale”. Référence : Section 8.2
de [6]. Nous souhaitons, comme précédemment, trouver une majoration de
la pénalité idéale globale

penyq z(m) = sup {(P=Pu)y(t)}

afin de majorer l'erreur d’estimation (en espérance) et de construire une
pénalité (voir propriété section 2.2).

Dans le cas ou la fonction de contraste 7 prend ses valeurs dans [0,1] et Sy,
est fini, I'inégalité obtenue & I’exercice 3 du premier cours permet d’obtenir
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une borne supérieure pour peny ,(m) : pour tout x >
\/m
penyq o (m
avec probabilité supérieure a 1 — Card(.Sy,) exp(—x), si bien que
In (Card(Sm) )

E [penldg( )] < m

L’objectif de la démonstration ci-dessous est de généraliser ce résultat
au cas ol .Sy, est éventuellement infini, mais « se comporte essentiellement
comme s’il était fini ».

(1) Premiére étape : concentration. Le résultat suivant, qui peut étre vu
comme une généralisation de 'inégalité de Hoeffding, nous permet
d’obtenir I'inégalité de concentration désirée :

Théoréme 1. Inégalité de Mc Diarmid |6, Section 5.2]
Soient &1, ...,&, des variables aléatoires indépendantes, F : R" — R
mesurable. Notons Z = F(&1,...,&,).

SiVr, ' e R", V1 <i<n,

‘F(ﬁh o &in1, 8 G, - 6n) — F(f)‘ <¢
Alors Vo <0

P(Z —E[Z] > 1) < < 20
- ZT)XIXXP | —~—=n 3
>ic C?

Utilisons cette inégalité avec Z = sup,es (P—Pp)y(t) = F((X1,Y1),...,
Supposons que 7; réalise SUD4es, , (P—P,;(Z)) =F(X1,Y1),..., (XL Y)),...,

sup (P — POy (t) - sup (P = Po)y(t) < (P- PO)y(E) — (P — Pov(E)
e m e m

= (Po—P)y(k)
1 ~ 1 ~

= - tiv X’MYL - ti7 XuY;
L (X0, Y)) — (X, 10)

N

si I'on supposons encore que 0 < Nous pouvons alors conclure
avec l'inégalité de Mc Diarmid : 'y( (x,y)) €0,1],

T _
P <penid’g(m) >E [penid,g(m)] + 4/ 2n> <e™™®

(2) Deuxiéme étape : symétrisation. Nous calculons ici une majoration de
I'espérance (sur l’échantillon) de la pénalité idéale globale Nous po-
sons Dy, = (X1, Y1),...,(Xp,Yn))iid L D), = ((X1,Y{),..., (X}, Y))),
et €1,...,e, iid L Dy, D/, des variables de Rademacher, i.e. £ €

1
n
<1
t;

(Xn, Yn)).
(X, Yn))



{(-1,1} et P(e =1) = 3.
Elpen;qg(m)] = E[tselép (P = Po)y(t)]
= Elsup HZED/ X, Y))) =t (X0, Y0) | Da])]
. E_tseléanzy (XL Y1) {8, (X, Y0)
_E _tseléi llizm(t, (X1, ¥))) = (¢, (X5, )
< E-tiéiigm( (XLY)) | +E sup o Z} —ei(t, (X3, Y5))
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sup 72827 7,7 @))

teSm M

I'inégalité (1) est dte a I'inégalité de Jensen version conditionnelle,
car sup, est convexe en -, et 'égalité (2), la “symétrisation”, se com-
prend facilement en remarquant que les variables (X;,Y;) jouent le
méme role a cette étape.

Ainsi, si €1,...,6, sont des variables aléatoires de Rademacher
iid.,
E 2E | — (X, Y;
o) <28 s { S5t 050

Troisiéme étape : trois options.

Supposons maintenant que ~ est le contraste 0-1 : un Lemme et
quelques définitions nous aménent & une majoration de l'espérance
de I’étape précédente, conditionnellement & I’échantillon D,,. Notons
pour tout ¢t € S,

Ai={zeXtqtlz)=1}CX
A (Dy) = {(’y(t, (Xiin)))lgign t.q. t € Sm}
= { (]lt(Xi)7$Yi)1<i<n t.q. T € Sm} c {o,1}"

Card(A,,(Dy)) = Card{ AN {X1,...,Xpn} t.q. t €S}

1< 1g
— A (t (X5, Y D, | =
sup n L 527( a( ) z)) ‘ n] n [aej:?Dn Zalel

g

(1)

(2)
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Nous pouvons donc utiliser le résultat suivant relatif a la concen-
tration de sommes de variables de Rademacher :

Lemme 2 (Section 6.1.1 de [6]). Si A C R™ est fini et (€;)i=1,..n
sont des variables aléatoires de Rademacher iid, alors

sup Z azazi <, | 2log(Card(.A)) sup Z o?

aEA
Ce résultat est appliqué a (ai)icicn = (V(t (X0, Vi) )1cicn €
A (Dy,) pour D, fixé. Nous remarquons que la somme des carrés des

«; est toujours inférieure a n (car nous considérons ici le contraste
0—1), et donc

\/210g(Card(Am))
<
n
En définissant ’entropie combinatoire empirique H,, comme suit
H,,(X1,...,X,) =In(Card (A,,(Dy)))
nous pouvons écrire la majoration combinatoire

sup {ZEW (X, Y; )} Dn] < 2\>/§\/Hm(X1,...,Xn) (3)

teSm

Ce sont maintenant que trois options s’offrent & nous :
(a) premiére option : la majoration (3) est facilement exploitable
pour le cas des classes de Vapnik-Chervonenkis.

Définition 1. Une classe de Vapnik-Chervonenkis (VC)
est un modéle Sy, tel que la quantité

Vin:=sup{ k€N taq. sup  exp(Hp(r1,...,2)) = ok %

T1,..,LLEX

=supp,, Card(Am(Dn))
appelée dimension, est finie.

Par exemple, le modele S, associé a I’ensemble des demi-espaces
de R? est une classe de Vapnik-Chervonenkis de dimension d+1.
Le Lemme de Sauer, qui s’applique a ce type de classe, permet
de majorer 'entropie combinatoire pour un échantillon assez
grand :

Lemme 3. S5i S, est une classe VC, alors ¥n > V,y,,

en
Hp(x1,...,20) < Vi ln(v—)

m
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Ainsi, en reprenant le résultat de I’étape 1 ainsi que (3), nous
obtenons

peng o (m Q‘f\/ 1+1n 7 )) ﬁ:: pen(m)

avec probabilité 1 —exp(—wm). Cette stratégie peut mener a une

inégalité oracle avec forte probabilité (voir discussion section
2.4). C’est aussi un bon résultat, a m fixé, pour borner Ierreur
d’estimation du modeéle. (Pour en savoir plus, voir par exemple
[3, Chapitre 13].)

(b) deuxiéme option : la troisiéme étape peut nous inciter a utiliser
I’entropie combinatoire H dans la pénalité, c’est-a-dire & prendre

\/H Xl,...,X)
pen(m :

en utilisant le fait que Hm(Xl, ..., X,) se concentre autour de
son espérance |6, Section 5.3.2].

(c) troisiéme option : Inspirés par la deuxiéme étape, nous pouvons
aussi utiliser la complexité de Rademacher (globale) de Sy,

g

qui se concentre autour de son espérance, comme H,, |6, Sec-

Ry (Sm; Dy) = *E [smo Z&v (X3, Y7))
teSmZ‘ 1

tion 5.3.2|. La pénalité correspondante sera alors deux fois cette
complexité.

Ces stratégies ont un défaut commun : I'utilisation de pen;y ,(m),
qui est souvent d’un ordre de grandeur plus gros que pen;q(m) (parce
qu'il s’agit d’un supremum sur tout Sy,, alors qu’s,, n’est pas « n’im-
porte ou » dans S,), et qui a des déviations en 1/4/n.

L’idée de la localisation est de remettre en cause la premiére majo-
ration pen;q(m) < penjg 4 (m).

2.6. Bornes inférieures. Référence : [4] ou [3, Chapitre 14]. Soit P une
famille de lois sur X x ). Nous définissons dans cette section le risque mi-
nimax. Ce risque quantifie ’espérance de la perte relative “en pire cas sur
P € P”, loi de I’échantillon D,,, minimisée en ’estimateur construit a partir
de I’échantillon s : (X, V)" — S . Formellement,

Définition 2 (Risque minimax).

Rmin max(P,n) := inf sup {Ep, ~pen [£(s*,5(Dy))]}.
3 estimateur Pep
A titre d’exemple, le « No Free Lunch Theorem » (NFLT) exposé dans le
premier cours, nous assure que lorsque X est infini, ) = {0,1} et v = y9_1,
ce risque minimax sur I’ensemble P des lois de probabilité sur X x ) est
supérieur ou égal a %
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Le théoréme qui suit nous donne une minoration de ce risque lorsque ’on
sait que s* appartient a une classe VC connue (& comparer avec la majoration
du risque de 'ERM sur S, que l'on peut déduire de la Section 2.5).

Théoréme 4 (Devroye & Lugosi, [4]). Si Sy, est une classe de Vapnik-
Chervonenkis de dimension V,, > 2 et

P(Sm) ={P e Mi(X xY) t.q. s €S} ,

alors
Vi, — 1

n

Rminmax(P(Sm)7n) 2 K

Aide pour la preuve : choisir z1, . . ., z,, qui maximisent ’entropie H,,(z1, . ..
et prendre la loi uniforme sur ces valeurs pour X, et n(z;) = % +e;h pour Y
avec h o« %7 et €1,...,&, v.a. de Rademacher iid.

3. LOCALISATION ET CONDITION DE MARGE
Référence : [2]
3.1. Condition de marge.

Définition 3 (condition de marge; Mammen et Tsybakov, 1999).
Pour g > 0,
3B >0,Ve >0, P(0<|2n(X)—1]<e)< B (Mjp)
Jh >0, P(O<|2n(X)—1|<h)=0 (M)
Ces conditions se comprennent bien en pensant a la perte relative en clas-
sification binaire avec un contraste 0-1. En effet cette perte vaut £ (s*,t) =

E []lt(X);és*(X) 12n(X) — 1 ], ainsi la condition rend toute erreur de classifi-
cation plus grave, et ainsi facilite ce probléme lorsque 5 > 0.

Définition 4. pour a € [0;1],
30> 0, €S, Epxypep [ (1 (X,¥)) = (7 (X, V)] < € (6(70))"
(Na)

En notant v = var(y(¢,.) —y(s*,.)) et en utilisant I'inégalité de Bernstein,
nous obtenons

avec probabilité 1 —e~*. Sous la condition (N, ) nous obtenons la majoration

T

2z
—Cl(s*t)* + — .
nc(s’)+3n

FExercice 1.
(1) Pour tout 8 > 0, (Mpg) = (Ng/148))-

(2) Pour tout a € [0, 1], (Na) = (Mo/(1—a))-
(3) (Moo) < (N1).

al'n)a
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3.2. Bornes supérieures sur le risque : vitesses rapides. Référence :
[7] ou [6, Section 8.3]. Pour un argument informel, voir |2, Section 5.3|.

Dans cette section, I'inégalité de concentration clef s’appelle I'inégalité de
Talagrand. [6, Section 5.3.4].

Théoréme 5 (Talagrand, puis Bousquet).

Soit b > 0 et F un ensemble de fonctions Z — R telles que Vf € F,
P(f) = £ <b, ou P(f) = Egup [£(9)].

Soit Z = supper{ (P — Pa)(f)}-

Alors, pour tout x > 0, avec probabilité au moins 1 —e™ 7",

ZgE[Z]_i_\/2(SUPfe]:{VarP;f)}+2bE[Z])3;+;J;'

Remarque : nous retrouvons 'inégalité de Bernstein lorsque Card(F) = 1.
L’idée est d’appliquer I'inégalité de Talagrand & Z = X x ) et F un sous-
ensemble de

Fm ={7(t;) =v(s%:) t.q. t € S},
par exemple,
F=Fn(r)={f € Fn,varp(f) <r} .
Principe de la localisation : si (M) est satisfaite et si £ (s*,5,,) < 19, alors
I'inégalité de Talagrand appliquée a F,(ro/h) donne une nouvelle borne
ry < ro sur £(s*,5,,) avec grande probabilité. En itérant le processus, on
peut obtenir des bornes meilleures que n~'/2 pour £ (s*,5,,(D5)).

Théoréme 6 (Massart et Nédélec, [7]). Si Sy, est une classe de Vapnik de
dimension V,, = 1, s* € Sy, et si (Ms) est vérifiée avec h = /V/n, alors
tout minimiseur S, du Tisque empirique sur Sy, vérifie l'inégalité

E[f(s*5m)] < C% [1““(7132)]

ot C est une constante numérique.
3.3. Bornes inférieures sous condition de marge. Référence : [7].

Théoréme 7 (Massart et Nédélec, [7]). Si Sy, est une classe de Vapnik de
dimension V, > 2 et

P(Sm,h) ={P € M1 (X x ) t.q. s* € Sy, et (M) est vérifice} ,

. Vm Vm
Rminmax (P (Sm),n) = /imln{ et 1/ p }

= Adaptation du minimiseur du risque empirique s, au paramétre de

alors

marge h (au facteur In(n) prés, parfois nécessaire).
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3.4. Sélection de modéles sous condition de marge. Références pour
en savoir plus : [5] et [1].

(1
2]

3]

4]
[5]

[6]

(7]

— Pour avoir une inégalité-oracle tenant compte de vitesses rapides, on
doit prendre pen(m) plus proche de pen;y(m) que penyq ,(m).

— Il existe des pénalités « locales » (par exemple, les complexités de Rade-
macher locales), reposant sur une majoration de (P— P,)(7(Sm) —7v(s%))
utilisant le principe de localisation (en particulier l'inégalité de Tala-
grand).

— Défauts de telles pénalités.
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