Apprentissage Statistique
M2 Probabilités et Statistiques, Université Paris-Sud

Cours 6 : Sélection d’estimateurs par rééchantillonnage et
validation croisée

SYLVAIN ARLOT ET FRANCIS BACH

1. REGRESSION HETEROSCEDASTIQUE

Estimateurs linéaires, Y = F' + ¢, F= A,Y.
Calcul de la pénalité idéale :

1~ 2 1A 2 1
peig(m) = 2 |[Fon = F[[" = 2B = ][+ Z el

= 2{Ane, )+ 2{(An ~ DF, <)

Que vaut I'espérance si 'on suppose juste que les g; sont centrés, indépen-
dants, et de variances respectives J? (cadre hétéroscédastique) ?

2
E [penyy(m)] = E [n (Ame, 5)}
Notons D, la matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont les o;.
Alors, € = D€ ou £ est un vecteur centré, dont les coordonnées sont indé-

pendantes et de méme variance 1, et
2 2
E [penid(m)] =E [n <Ang§, DU£>:| =E [n <D;|—AmDUf, £>:|

2
=~ tr(D] A,,Dy,)
n

i=1

Si les o; sont inconnus, on ne connait donc plus la forme de la pénalité
idéale. Comment 'estimer 7

Le méme probléme se poserait si on considérait des estimateurs ﬁm non-
linéaires.

Dans les deux cas, on peut utiliser le rééchantillonnage pour estimer une
quantité telle que pen;q(m).
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2. REECHANTILLONNAGE

Référence : troisiéme cours de [2].

2.1. Principe. Exemples.

— Heuristique du bootstrap [5] : on observe &1, ..., &, i.i.d. de loi commune
P, on note P, leur mesure empirique n =" > oiiq g, et on cherche a
estimer la distribution d’une quantité de la forme F(P, P,,). On génére
un rééchantillon 7, . .., & i.i.d. de loi commune P, on définit sa mesure
empirique

1 n
P;:PJV:EZ(SG :
=1

L’heuristique du bootstrap est que D(F(P,, PV)|P,) estime D(F(P, P,)).
— Bootstrap a poids échangeables :

n
P = "Winbe,

i=1
ou W = (Wjn)i<i<n €st un vecteur aléatoire, indépendant de P, tel
que Wi, > 0 pss., E[W; ,] = 1 pour tout i, et pour toute permutation
7 de {1,...,n}, W a la méme loi que (W3 ,)1<i<n- On note Ey[/]
I’espérance relative a ’aléa de W uniquement.

— Exemples :

— bootstrap (W multinomial de paramétres (n;1/n,...,1/n)), boots-
trap « mout of n» ((m/n)W multinomial de paramétres (m;1/n,...,1/n)),
bootstrap Poissonisé (m suit une loi de Poisson, ce qui rend les
poids W; indépendants)

— sous-échantillonnage : W; ,, = k1,5 pour une partie I de {1,...,n}
choisie aléaoirement. Par exemple, random hold-out (k =n/m et I
choisie uniformément parmi les parties de taille m de {1,...,n}),
ou Bernoulli (p) (pW;, indépendants de loi de Bernoulli de pa-
rameétre p € |0;1[; en particulier, p = 1/2 correspond aux poids
« Rademacher »).

— Heuristique de rééchantillonnage : D(F(P,, P/V)|P,) estime (& un fac-
teur d’échelle Cyy prés) D(F(P, FPy,)).

2.2. Utilisations en statistique.
— estimation ou correction du biais de S(P,) € R comme estimateur de

p(P) 5] :
E[8(Py)—p(P)] estimé par  CwEw [8(P,)—u(Pn)] = CwE[S(P, ) —pu(Pa) | Pa] -
— estimation de la variance [5] :

var[8(P,)] estimé par Cy varw [S(P))] = Cy var[5(P)) | P] .

n
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— estimation du risque quadratique de S(P,) € R comme estimateur de

w(P)
E [(fs\(Pn) - u(P))ﬂ estimé par  CyEy [(é\(PXV) N M(Pn))g}

— construction d’'un intervalle de confiance pour la moyenne p(P) de

2.3.

2.4.

&,...,&, € R: on cherche un t, tel que
[N(Pn) - tou /’L(Pn) + ta]

est un intervalle confiance de probabilité de couverture 1 —a pour pu(P),
ou

p(P) =36
i=1

est la moyenne empirique de ’échantillon. Autrement dit, on voudrait
avoir

P(\M(Pn) — u(P)| < ta) >1-a.

Le choix idéal serait ¢}, le quantile d’ordre (1—a) de £L(|u(P,) — p(P)]).
On peut Pestimer par rééchantillonnage par le quantile d’ordre (1 — «)
de

L(Co (P = u(P)| | Py) -

Avantages et limites.

Avantages : généralité, adaptativité. Théorie asymptotique (processus
empiriques et bootstrap & poids échangeables) : voir le chapitre 3.6 de
[11].

Propriété de stabilisation [8], utilisée notamment pour le « bagging »
(bootstrap aggregating).

Limites : (universalité/abus d’utilisation).

Que faire si les & ne sont pas i.i.d. ? Bootstrapper les résidus dans le cas
d’un design fixe avec des erreurs i.i.d.

Bootstrap par blocs pour gérer la dépendance (& courte portée) de don-
nées stationnaires.

Etude d’un cas : un estimateur du risque quadratique. Réfé-

rence : Section 4 du troisiéme cours de [2].

Soient &1, ..., &, des variables aléatoires i.i.d. de moyenne 1 et de variance

o2. Un estimateur naturel de p est la moyenne empirique n =" S &, dont
le risque quadratique vaut

2

n 2
E (fjﬁ»—u) -z &
=1
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L’estimateur par rééchantillonnage du risque quadratique vaut alors (en re-
normalisant les poids W; pour que leur somme soit toujours égale a n)

n : n 2 n
EW <i;3//zfz—iz_;fz> avec W—i;WZ

Au vu de (1), on note cet estimateur o3, /n, puisque
2
—= 1= W; 1
2 K3
v | (3 e )

peut étre vu comme un estimateur de o2.

—

2.4.1. Formule close. Calculons O'IQ/V pour des poids W échangeables géné-

raux :
1 - 1 @ ?
oty =nE = 2 Wi&) — =) &
7 (zk:m;( & zs>
i 2
(S [(s )]
= —kw = T i
Ainsi,
— 1 [ nW; nW;
-t [ ) (5% )
Won v Zz]: L Zk:ka’ Zk:ka’ S
1 — w 1 w
- LS [e] L [
i=1 i#j
en posant
2
w nW;
B =B (z;:_lwk‘l)]

(W) nW; nW,;
t =E _ —1 —— —1
¢ RC v {<221 Wi > <ZZ1 Wi ﬂ

pour des i # j quelconques (ces quantités ne dépendent pas de (i,7) si i # j
car W est échangeable). Remarquons maintenant que

2
- nW; (W) W)
=E Y e -1 = 1
0 w ( (ZZ:1 W >> nRy ' +n(n )R

i=1
et donc, en supposant n > 2,

w -1 w
Re = — Ry
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(W)

Comme Ry’ = 0 lorsque n = 1, on en déduit que
— R} ", 1
oy = ——lnz2 z;fz‘ 1 ;fifj : (2)
i= 1#£]

—

Notons également que 0124/ est invariant par translation des données car

1) =0,
;<21=1Wj )

la formule (2) est donc encore valable en remplagant (§;); par (& — u); (par
exemple).

2.4.2. Comparaison avec l'estimateur classique. L’estimateur sans biais clas-
sique de la variance s’écrit

- 1 1 n 1 1
2 L — - 2_ | = .
7 n—1+4 (51 nzgk) n—1 nzfz (nzél)
=1 k=1 =1 =1
1 [ 1
= Zfi—mZ&fﬂ' - 3)
=1 i#]
Ainsi, -
o3 = Rgv)a2 ,

d’ott 'on déduit notamment que

E[of,] = R{Vo? . (4)

2.5. Pénalités par rééchantillonnage.
— Définition générale [6, 1] : estimateur par rééchantillonnage de (I'espé-
rance de) la pénalité idéale (P — P,)y(Sm(Py)), soit :

penreech(m) = CwEw (Pn - P?KV)’.Y(gm (PXV))} )

— Lien avec les pénalités Rademacher (globales) 7], qui sont ’estimateur
par rééchantillonnage (avec des poids Rademacher) de peny ,(m).

— 11 existe des résultats (inégalités-oracle) en régression dans le cas hété-
roscédastique [1] et en estimation de densité [9)].

3. VALIDATION CROISEE

La référence principale de cette section est [3|. Voir aussi le quatriéme
cours de [2].

3.1. Calibration/Sélection d’algorithmes.
— Définition d’un algorithme statistique (régle d’apprentissage / de pré-
diction) A : Ugep (X x V)F — 8.
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— Probléme du choix d’algorithme (cadre de la prédiction, fonction de
contraste 7y) : étant donnée (A, )menm et un échantillon D,,, choisir un
m(Dy,) tel que

Py (As(p,)(Dn))
est minimal. Oracle, inégalité oracle.

— Exemples : sélection de modéles, choix d’un estimateur linéaire en ré-
gression, choix de k pour les k plus proches voisins en classification,
choix du parameétre de régularisation ou d’un noyau pour les SVM, etc.

— Compromis entre sur-apprentissage et sous-apprentissage.

3.2. Principe de la validation croisée.
— Heuristique générale : besoin de « nouvelles données » pour estimer sans
biais la perte de A(D,,) (contrairement au risque empirique P,v(.A(Dy,)),
qui est en général trop optimiste). Idée : découper I’échantillon D,, en

) (v)

un échantillon d’entrainement Dr(f et un échantillon de validation Dy,
indépendants.
— Définitions : estimateur par validation (hold-out) du risque :

R (A; D,y 1)) = P}L%(A(D@))

n

" 1
iero Pé = Card(I(v)) Z 0(X:,Y:) -

ieIw)

o DY ={(X;,Y;)}

estimateur par validation croisée (VC) du risque :

B
R <A; Do (I}e)>1<j<3> N ll?-zlﬁval <A; D”;IJ(E)>
i

— Hypothéses :

(I (.e)) choisis indépendamment de D, (si ce choix est aléatoire),
7 /1B
et pour tout j, Card(Ij(B)) =nee{l,...,n—1}

3.3. Exemples.
— Exploration exhaustive : Leave-one-out (n. = n—1), Leave-p-out (ne =
n—p).
— Exploration partielle : VC Monte-Carlo (MCCV), Apprentissage-test
répété (RLT), VC « V-fold » (VFCV;ne=n(V —-1)/V, B=V).

3.4. Estimation du risque par validation croisée.

3.4.1. Biais.
— Calcul du biais de la VC pour 'estimation du risque :

[ (1), )] 2 R (1)
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Donc, si R(n, A) = E[Pv(A(D,,))], alors le biais de l'estimateur du
risque par VC vaut

E [ﬁw (A; Da; (If’) | ﬂ ~E {Pfy(A(Dn))} = R(ne, A) — R(n, A) .
1<j<B
— Regle intelligente [4] : A telle que (R(n, A))nen décroissante pour toute
distribution P. Alors, le biais de la VC est positif, et d’autant plus petit
que n, est proche de n.
Exemple : A estimateur par projection sur un modéle linéaire en régres-

sion, si v est le contraste des moindres carrés, car
b(A, P
R(n, A) = a(A, P+ 24D e a(A P bAP) >0 .
n

Contre-exemple : régle du plus proche voisin en classification (voir [4]).

3.4.2. Variance.
— Lemme : pour toutes variables aléatoires X, Z,

var(Z) = E[var(Z| X)| + var(E[Z | X]) .

— Calcul général pour la validation simple :
var (Pr(LU)V (Tsf,?)) = nlvE [var ('y(u; €) ‘ u = ﬁg)ﬂ + var (Pv (§m(Dne)))

— Calcul général pour la validation croisée « Monte Carlo » (n, =n—p) :

var (7/@“ (?m; D,; (I](e)>1<j<3)> = var(ﬁépo (§m; Dn)> + éE [varl(e) <P£v)7(ﬁ£)) ‘ Dn)]

— Facteurs de variabilité : taille n, de l’échantillon de validation (I’aug-
menter fait diminuer la variance, a n, fixe du moins), « stabilité » de A
(pour un échantillon de taille n.), nombre B de découpages considéré.

— En général, la variance est difficile & quantifier précisément, car n. et
n, sont toujours liés (n. + n, = n), et parfois B leur est lié également
(e.g., VFCV).

— Le type de VC le moins variable dépend du cadre dans lequel on se
trouve.

3.5. Propriétés de la VC en sélection de modéles.

m'¢(D,,) € argmin {ﬁvc <Am; Dy; (Ij(e)> ) }
meM 1<j<B
— Reésultats asymptotiques (voir par exemple [10], en régression) : le com-

portement de la VC dépend essentiellement de n. (et reste le méme pour
la plupart des méthodes de VC, avec peu d’hypothéses sur B) :

(1) Si ne ~ n, alors, on a une inégalité-oracle avec une constante C' =
C, — 1 quand n — oo.

(2) Si ne ~ kn avec k € ]0;1[, alors, on a une inégalité-oracle avec
une constante C = C,, — C(k) > 1 quand n — oo, et lexcés
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de risque de 'estimateur sélectionné est sous-optimal (perte d’un
facteur multiplicatif C'(k) > 1).

(3) Si ne < n, alors, on n’a pas d’inégalité-oracle avec une constante
C = O(1) quand n — oo (perte d’un facteur multiplicatif tendant
vers l'infini avec n).

— Que se passe-t-il & n et o? fixés?

Les performances sont souvent (légérement) meilleures quand on surpé-
nalise légérement (d’ou l'intérét a choisir ne un peu plus petit que ce
que préconise les résultats asymptotiques).

La variance de la VC joue un role majeur (le hold-out donnant des
résultats bien plus mauvais que la VFCV avec V' > 10).

— Comment choisir une méthode de VC pour un probléme de choix d’al-

(1]

2]

3]

4]

(5]
(6]
(7]
18]
9]
[10]

[11]

gorithme donné? Compromis entre biais, variance et complexité algo-
rithmique.
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