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Problemes

Rappel : probleme de prévision

e Données : D, = (Xi, Yi)1<i<n
X; € X : variable explicative
Y; € Y : variable d'intérét
Hypothese : (X, Y), (X1, Y1),...,(Xn, Yn),... iid. ~ P

@ Prédicteur : f: X — )
(F : ensemble des prédicteurs)
Nouvelle observation X,11 = f(Xpt+1) « prévoit » Ypi1

@ Mesure de qualité : fonction de coiit ¢ : Y x Y — [0, +o0[
Risque (erreur de prévision) : Rp(f) = E[c(f(X), Y)}

@ En résumé : avec D, uniquement, on cherche un prédicteur
f € F tel que Rp(f) est minimal.
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Probléemes
Deux probléemes

o Régle d'apprentissage f
= estimation de son risque Rp(f(Dy))?

o Famille de régles d'apprentissage (/f:m)mg./\/l
= sélection d'un estimateur ?%(D,,)(Dn) ?
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Problemes

Exemple : ré
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Problemes

Sélection d’estimateurs (régression) : partitions cubiques

0 ot 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Problemes

Sélection d'estimateurs (régression) : k plus proches voisins
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Problemes

Sélection d’estimateurs (régression) : Nadaraya-Watson

0 ot 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Problemes

Sélection d'estimateurs (régression) : ridge a noyau

0 ot 02 03 04 05 06 07 08 09 1 o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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Problémes
Sélection d’estimateurs

e Estimateur/Reégle d’apprentissage : f : D, — f(D,) € F
@ Exemple : estimateur des moindres carrés sur S, C F :

fm € argmin {ﬁn(f)} ol Ry(f):= 1 > c(F(Xi), Vi)
feSm i=1

Exemples de modeéles S, : histogrammes, e.v.{¢1,...,¢op}
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Problémes
Sélection d’estimateurs

e Estimateur/Reégle d’apprentissage : f:Dy— ?(D,,) eF
@ Exemple : estimateur des moindres carrés sur S, C F :

fm € argmin {ﬁn(f)} ol Ry(f):= 1 > c(F(Xi), Vi)
feSm i=1

Exemples de modeéles S, : histogrammes, e.v.{¢1,...,¢op}

e Famille d’estimateurs (fin)mert = choisir m = m(Dy)?
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Problémes
Sélection d’estimateurs

Estimateur/Reégle d'apprentissage : f:Dy— ?(D,,) eF
Exemple : estimateur des moindres carrés sur S, C F :

fm € argmin {ﬁn(f)} ol Ry(f):= 1 > c(F(Xi), Vi)
feSm i=1

Exemples de modeéles S, : histogrammes, e.v.{¢1,...,¢op}

Famille d’estimateurs (f)mes = choisir i = m(Dy)?

Exemples :
e choix de modeles
o « calibration » d'hyperparameétres (choix de k ou d'une
distance pour k-ppv, choix du paramétre de régularisation,
choix d'un noyau, etc.)
e choix entre des méthodes de natures différentes
ex. : k-ppv ou splines de lissage ?
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Problemes

Sélection d'estimateurs : deux objectifs

@ Estimation : minimiser le risque de |'estimateur final, i.e.,
Inégalité oracle (en espérance ou avec grande probabilité) :

UF*,f5) < C inf {£(F*, Fm)} + R
(F*.f5) < € inf {0(F", fm) } +
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Problemes

Sélection d'estimateurs : deux objectifs

@ Estimation : minimiser le risque de |'estimateur final, i.e.,
Inégalité oracle (en espérance ou avec grande probabilité) :

* T < . * F
U, f5) < legfw{f(f fm)} + R

e Identification : choisir le « meilleur » estimateur/modeéle
asymptotiquement, en supposant qu'il est bien défini, i.e.,
Consistance en sélection :

Equivalent a I'estimation dans le cadre paramétrique.
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Problemes

Sélection d'estimateurs : deux objectifs

@ Estimation : minimiser le risque de |'estimateur final, i.e.,
Inégalité oracle (en espérance ou avec grande probabilité) :

* T < . * F
U, f5) < legfw{f(f fm)} + R

e Identification : choisir le « meilleur » estimateur/modeéle
asymptotiquement, en supposant qu'il est bien défini, i.e.,
Consistance en sélection :

P(m(Dp) = m*) —— 1.

n—o0

Equivalent a I'estimation dans le cadre paramétrique.

@ Double objectif avec une seule procédure (dilemme AIC-BIC)?
Non en général (Yang, 2005). Parfois possible.
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Problemes

Enjeux du probléme (rappel)
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Définition
Principe de la validation simple
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Définition

Principe de la validation : échantillon d’entrainement
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Définition

Principe de la validation : échantillon d’entrainement
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Définition

Principe de la validation : échantillon de validation

4+
°
3t ¢ .
°
°
o %¢ ¢
2+ ° ° ° ®
° ° o ° °
° ® ° o ® ®e °
1r ee® ° o ‘. °
° ° I_S‘_| °
® MR SR ~ ° e © °
0® o ® ° e ‘e o’
P ° e S ———
- ° ° o ©
° °
° L }
_1F °
ot
°
_37 Il Il Il Il Il Il Il Il Il J

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Validation croisée Sylvain Arlot






Définition
Validation croisée

(X1> Yl)? RRE) (Xnev Yne) (Xne+17 Yne+1)7 SER) (Xn’ Yn)

Entrainement D= ?m(DnE) Validation DE"= évaluer le risque
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Définition
Validation croisée

(X1> Yl)? RRE) (Xnev Yne) (Xne+17 Yne+1)7 SER) (Xn’ Yn)

Entrainement DE= #,(DF)  Validation D5 = évaluer le risque

@ estimateur « hold-out » du risque :
S PR 1 ~

' 7 .pn .0\ PE Eyy _ Z E.y\ v.
Rva ( fmx Dnu E) - Rn (fm(Dn )) o Card(EC) Pt C( fm(Dn 'XI)‘/ K)
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Définition
Validation croisée

(X1> Yl)? RRE) (Xnev Yne) (Xne+17 Yne+1)7 SER) (Xn’ Yn)

Entrainement D= ?m(DnE) Validation DE"= évaluer le risque

@ estimateur « hold-out » du risque :

Sval( 7 SEC (7 1 s
RY(fm; Dn; E) = RE (fm(DF)) = Card(E9) > c(fm(DF: X0), Vi)
i€E*°

@ validation croisée : moyenne d’estimateurs « hold-out »

L 1A
R (fmi D (Eh1<j<v) = v, 2 R (fmi Dni )
j=1
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Définition
Validation croisée

(X1> Yl)? RRE) (Xnev Yne) (Xne+17 Yne+1)7 SER) (Xn’ Yn)

Entrainement D= ?m(DnE) Validation DE"= évaluer le risque

@ estimateur « hold-out » du risque :
P e~ 1 ~
val E E E
fm; Dp; E) = fm(D,, _— fm(D;; Xi), Y
Rl( )= R (08D = ey 2, <L(DFi X))

@ validation croisée : moyenne d'estimateurs « hold-out »

RY(Fm; D (Ej)1<j<v) = ZRVﬂl (i Dn; Ej)
_j 1

@ sélection d’estimateurs :

m"(Dyp; (Ej)1<j<v) € argmin{ﬁw (s Dni (Ep)1<j< V)}
meM
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Définition

Validation croisée : exemples

@ Méthodes exhaustives : tous les sous-ensembles de taille n,
= leave-one-out (ne = n— 1)

R (Fon; Dn) = R (v Doi (1)) = = 2 (Bl ST X5), Y5)

= leave-p-out (ne = n— p)
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Définition

Validation croisée : exemples

@ Méthodes exhaustives : tous les sous-ensembles de taille n,
= leave-one-out (ne = n—1)
Sloo( 7 Sve (F A C 1 T —j
Rl (fm; Dn) =R (fm; Dn,; ({J} )1<j<n) = E Z C( fm(Dr(r J);)<j)a YJ)
j=1
= leave-p-out (ne = n— p)

e Validation croisée « V-fold » : B = (Bj)1<j<v partition de

{1,...,n}

V C
= RYY(Fn; Di; (B)igjcv) = Zﬁfj <?m<Dr7Bj>>
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Définition

Validation croisée : exemples

@ Méthodes exhaustives : tous les sous-ensembles de taille n,
= leave-one-out (ne = n—1)
Sloo( 7 Sve (F A C 1 T —j
Rl (fm; Dn) =R (fm; Dn,; ({J} )1<j<n) = E Z C( fm(Dr(r J);)<j)a YJ)
j=1
= leave-p-out (ne = n— p)

e Validation croisée « V-fold » : B = (Bj)1<j<v partition de

{1,...,n}
~ —~ 4 ~B: [~ B¢
= R (£ Dni (B))1<jcv) = ZRnJ (fm<DnJ ))

e Validation croisée Monte-Carlo / Apprentissage Test Répété :

Eq, ..., Ey i.i.d. uniforme
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Définition
Deux hypothéses

Dans cet exposé :

(Ej)1<j<v est indépendante de D, (Ind)
Card(E;) = Card(Ep) = --- = Card(Ey) = ne (Reg)
n(V—-1)

Pour la VC « V-fold » : n. = v
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Estimation du risque

@ Problemes

@ Définition

© Estimation du risque
@ Sélection d'estimateurs

© Conclusion

Validation croisée Sylvain Arlot



Estimation du risque
Biais
14
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Sve(F 1 - R (7 2
IE[R (fm: Dn; (E)) @<V)] = VZE{R"J (f’"(D"J))}

=1

= 12‘/:]E{R (* (DEJ)ﬂ (Ind)
- Vj:1 P\ 'm\tn

= E[RP(?m(Dne))} (Reg)
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Estimation du risque
Biais

P 1 & [5E (+  AE
E[va(fm; D,: (EJ) ng)] = VZI]E{R,# (fm(DnJ))}
1 Y S E
- VJZI]E{R,;D(fm(Dn ))} (Ind)
= E[Rp(7n(Ds.))] (Reg)

= tout dépend de n — E{RP(?,”(D”»}
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Estimation du risque
Biais

j=1

= 12‘/:]E{R (* (DEJ)ﬂ (Ind)
- Vj:1 P\ m\Fn

= E[Rp(fm(Dn))] (Reg)

Biais pour I'estimation du risque :
E[Rp (fn(Dn.))] — E[Rp (fn(D0)) |

= tout dépend de n — E{RP(?,”(D”))}

Attention! D, — fr,(Dy) doit &tre fixée avant d’avoir vu une seule
observation ; sinon, on a un biais encore plus fort.
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Estimation du risque

Biais de la validation croisée : exemple générique

Hypotheése :
B(m)

n

E[Rp (fn(D))| = a(m) +

(e.g., moindres carrés/ridge/k-ppv en régression, moindres
carrés/noyaux en estimation de densité).

Validation croisée Sylvain Arlot



Estimation du risque

Biais de la validation croisée : exemple générique

Hypotheése :
B(m)

n

E[Rp (fn(Dn))| = a(m) +

(e.g., moindres carrés/ridge/k-ppv en régression, moindres
carrés/noyaux en estimation de densité).

= E[R"(fni Dni (E)rcjev) | = a(m) + 2 Blm)

Ne n
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Estimation du risque

Biais de la validation croisée : exemple générique

Hypotheése :
B(m)

n

E[Rp (fn(Dn))| = a(m) +

(e.g., moindres carrés/ridge/k-ppv en régression, moindres
carrés/noyaux en estimation de densité).

= B[R (fmi Dui (B)1sjev)| = a(m) + :(nm)
e
= Biais :
@ fonction décroissante de n,
@ minimal pour ne = n—1,

@ négligeable si ne ~ n.
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Estimation du risque

Biais de la validation croisée : exemple générique

Hypotheése :
B(m)

n

E[Rp (fn(Dn))| = a(m) +

(e.g., moindres carrés/ridge/k-ppv en régression, moindres
carrés/noyaux en estimation de densité).

= B[R (fmi Dui (B)1sjev)| = a(m) + :(nm)
e

= Biais :

@ fonction décroissante de n,

@ minimal pour ne = n—1,

@ négligeable si ne ~ n.
= V-fold : le biais diminue quand V augmente, disparait quand
V — +o0.
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Estimation du risque
Correction du biais

Définition (Burman, 1989) :

R (Fm; Dis (E)1<jcv) = RY(

s‘ﬁ )
)
3
am
=
A
S
NS

+ Ra(fn(Da)) = 3 3~ Ra((fn( D)
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Estimation du risque
Correction du biais

Définition (Burman, 1989) :

gﬁ )
)
3
am
=
A
S
NS

R (Fm; Dis (E)1<jcv) = RY(

v
4 Ro(fnlDn)) = 1 Y- R (7l D)
j=1
Proposition (3.1)
Hypotheses : (Ind) et 3y(m), Vn > 1,
E[Re (Fn(Dn) ~ Ra(Fn(D)] = 17

Alors :

E[ﬁvc—cor(?m; D,; (Ej)lgj<V)} = E[RP(?m(Dn))}

4
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Estimation du risque
Variance

Proposition (3.2)

On suppose (Ind) et (Reg). Alors :

var(ﬁ"al(?m; Dp; E)) > var(ﬁvc(?m; Dy; (Ej)]_gjg\/))

> var(ﬁlpo(?m; Dp; n — ne))
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Probléemes Définition Estimation du risque

Variance

Proposition (3.2)
On suppose (Ind) et (Reg). Alors :
var(ﬁ"al(?m; Dp; Eo)) = var(ﬁvc(?m; Dy; (Ej)lgjgv))

> var(ﬁlpo(?m; Dp; n — ne))

\

Proposition (3.3)

On suppose (Ind) et (Reg).
Pour la VC Monte-Carlo (E; iid uniformes), on a :

var(ﬁvc(?m; Dp; (Ej)lgjgv)> = var(R'**(fin; Dp; n — ng))

+$ {var(ﬁval(?m; Dy; Er)) — var(ﬁlpo(?m; Dp;n— ne))}

variance de permutation

V.
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Estimation du risque

Variance : estimation de densité L? (A. & Lerasle 2012)

Histogramme régulier de pas h,, > 0 :

Gi(n, V ne)

var(R¥(fn)) = Wi (Am, P) +
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Estimation du risque

Variance : estimation de densité L? (A. & Lerasle 2012)

Histogramme régulier de pas h,, > 0 :

S~ Ci(n, V, ne V., ne
Var(RVC(fm)) — Mwl(hm, P) + (n . , N )W2(hm7 P)
Si n — 400, au premier ordre :

Cl(n7 V7 ne) CQ(H, V7 ”e)
V-fold, V — oo 1+ é 1
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Estimation du risque

Variance : estimation de densité L? (A. & Lerasle 2012)

Histogramme régulier de pas h,, > 0 :

~ ~ C V e V* e
Var(RVC(fm)) — Mwl(hm, P) + (n . , N )W2(hm7 P)
Si n — 400, au premier ordre :

Cl(n7 V7 ne) CQ(H, V7 ”e)
4
V-fold, V = 1+V 1
1 2 1
hold-out, ne ~ n7 ) + m > 11 1~
leave-p-out, n. ~ nt 1 1
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Estimation du risque

Variance : estimation de densité L? (A. & Lerasle 2012)

Histogramme régulier de pas h,, > 0 :

PN Ci(n,V, V,
Var(RVC(fm)) — Mwl(hm, P) + (n . ,”e)Wz(hm, P)
Si n — 400, au premier ordre :

Ci(n, V, ne) Co(n, V, ne)
4
V-fold, V = 1+V 1
1 2 1
hold-out, ne ~ n7 = + m > 11 1~
leave-p-out, ne ~ nt 1 1
Monte-Carlo n, = ”(val) 1
VS 1
Vfold >1siV>3 2 v
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Sélection d’estimateurs

@ Problemes

@ Définition

© Estimation du risque
@ Sélection d'estimateurs

© Conclusion
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Sélection d’estimateurs

Estimation du risque # sélection d'estimateurs

me a;gerx/iln {ﬁvc(?m)} vs. m*¢€ a;ger?\/iln{Rp(?m(Dn))}

e Pour tout Z (déterministe ou aléatoire),
m € argmin {ﬁvc(?m) + Z}
meM

= biais et variance inutiles.
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Sélection d’estimateurs

Estimation du risque # sélection d'estimateurs

me a;gerx/iln {ﬁvc(?m)} vs. m*¢€ a;ger?\/iln{Rp(?m(Dn))}

e Pour tout Z (déterministe ou aléatoire),
m € argmin {ﬁvc(?m) + Z}
meM

= biais et variance inutiles.

~

e Classement parfait parmi (f;)mem < Vm,m' € M,

signe(ﬁvc(?m) — ﬁvc(?mr)) = Signe(RP(?m) — RP(?m’))
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Sélection d’estimateurs

Estimation du risque # sélection d'estimateurs

me a;gerx/iln {ﬁvc(?m)} vs. m*¢€ a;ger?\/iln{Rp(?m(Dn))}

e Pour tout Z (déterministe ou aléatoire),
m € argmin {ﬁvc(?m) + Z}
meM
= biais et variance inutiles.
o Classement parfait parmi (?m)me./\/l S Vmom e M,

signe(ﬁvc(?m) — ﬁvc(?m/)) = Signe(RP(?m) - RP(?m/))

= }E{ﬁ"c(?m) — R (?m/)} doit étre du bon signe (heuristique
d’estimation sans biais du risque : AIC, C,, leave-one-out...)
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Sélection d’estimateurs

Estimation du risque # sélection d'estimateurs

me a;gerx/iln {ﬁvc(?m)} vs. m*¢€ a;ger?\/iln{Rp(?m(Dn))}

e Pour tout Z (déterministe ou aléatoire),

m e argr’?\/iln {ﬁvc(?m) + Z}
me

= biais et variance inutiles.

o Classement parfait parmi (?m)me./\/l S Vmom e M,
Signe(R*(fn) — R* () = signe(Rp(f) — R ()

= E[ﬁvc(?m) - ﬁVC(?m/)} doit étre du bon signe (heuristique
d’estimation sans biais du risque : AIC, C,, leave-one-out...)

= var(ﬁVC () — RY (?m/)> doit étre minimal (heuristique
détaillée : A. & Lerasle 2012)



Sélection d’estimateurs

Analyse au premier ordre : espérance

me a;gerx/iln {ﬁvc(?m)} vs. m*¢€ a;ger?\/iln{Rp(?m(Dn))}

@ Hypothese :
B(m)

E[Rp (fn(Dn))] = a(m) + =

(e.g., moindres carrés/ridge/k-ppv en régression, moindres
carrés/noyaux en estimation de densité).
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Sélection d’estimateurs

Analyse au premier ordre : espérance

me a;gerx/iln {ﬁvc(?m)} vs. m*¢€ a;ger?\/iln{Rp(?m(Dn))}

@ Hypothese :
p(m)

E[Rp (fn(Dn))] = a(m) + =
(e.g., moindres carrés/ridge/k-ppv en régression, moindres
carrés/noyaux en estimation de densité).

@ Quantités clés :

E[RP(?m) - Rp (?m/)] =a(m)—a(m') + B(m);ﬁ(m')
E[R(Fn) R (fur)] = a(m) — a(m') + B(m>—ﬁ(m>

= VC favorise m de complexité 3(m) plus petite, d"autant plus
que ne diminue.
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Sélection d’estimateurs

VC pour I'estimation : grandes lignes (M « petite »)

@ Au premier ordre, le biais détermine la performance de :
leave-p-out, VC V-fold,
VC Monte-Carlo si B > n?
ou si n, assez grand (y compris le hold-out)

@ VC se comporte comme

a;gerxiln{E[RP(?m(Dne))H
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Sélection d’estimateurs

VC pour I'estimation : grandes lignes (M « petite »)

@ Au premier ordre, le biais détermine la performance de :
leave-p-out, VC V-fold,
VC Monte-Carlo si B > n?
ou si n, assez grand (y compris le hold-out)

@ VC se comporte comme

a,rnger?viln{E[RP(?m(Dne))H

= optimalité au premier ordre si ne ~ n

= sous-optimal sinon
e.g., VC V-fold avec V fixe.

@ Résultats théoriques en régression et estimation de densité par
moindres carrés, au moins.
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Sélection d’estimateurs

Analyse au second ordre (1) : variance

Vaf<ﬁvc(?m; D (E1<jev) = RY(for; D (Ej)1<q<V))
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Sélection d’estimateurs

Analyse au second ordre (1) : variance

Vaf<ﬁvc(?m; D (E1<jev) = RY(for; D (Ej)1<q<V))

Estimation de densité L2, histogrammes réguliers :

Ci(n, V., ne)

_ /
= 7’7 Wi (hm, h,,,P) +

i @ Yane)yy b, )

Différences avec la variance du critére VC seul ?

. : W W, :
C1, G identiques, mais — ~ —= pour les m, m’ « qui comptent »
n n

= méme classement entre méthodes, quelques différences
quantitatives
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Sélection d’estimateurs

Analyse au second ordre (2) : pénalisation

me argmin{ﬁn(?m(Dn)) + pen(m; Dn)}
meM T
pénalité

Pénalité idéale :

~

pen;a(m; Dy) := Rp(fm(Dn)) — Rn(fn(Dn))

Estimation sans biais du risque :

E[pen(m; D,)] ~ [penld(m D )} (3 translation prés)

Majoration du risque :

pen(m; D) = pen;y(m; Dy) (a translation pres)
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Sélection d’estimateurs

Pourquoi pénaliser ?

—o— Approx. error
—*—Estim. error
——E[Risk]
—+—E[Emp. risk - (52]

0.3

0.2

0.1

0 20 40 60 80 100
dimension D
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Sélection d’estimateurs

Surpénalisation : pen = C E[pen,y] = C optimal ?

Exc. risque (mC) / Exc. risque oracle

2
C
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Sélection d’estimateurs

Surpénalisation et validation croisée

Hypotheéses : (Ind), (Reg),

E[RP(?m(Dn))} = a(m)+6(nm) et E[ﬁn(?m([)n))] _ a(m)_ﬁ(r:n)
Alors :
E[ﬁw(?m; Dp; (Ej)1<j<v)} = E[ﬁn(?m(Dn)) + ;(1 + :e> Penid(m)]

————
facteur de surpénalisation



Sélection d’estimateurs

Surpénalisation et validation croisée

Hypotheéses : (Ind), (Reg),

E[RP(?m(Dn))} = a(m)+6(nm) et E[ﬁn(?m([)n))] _ a(m)_ﬁ(r:n)
Alors :
E[ﬁw(?m; Dp; (Ej)1<j<v)} = E[ﬁn(?m(Dn)) + ;(1 + :e> Penid(m)]
—_—————

facteur de surpénalisation

B[R (i Do (Bhreyev)] = B|Ral(00) + (14 51 ) pema(m)
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Sélection d’estimateurs

Surpénalisation et validation croisée

Hypotheéses : (Ind), (Reg),

E[RP(?m(Dn))} = a(m)+6(nm) et E[ﬁn(?m([)n))] _ a(m)_ﬁ(r:n)
Alors :
E[ﬁw(?m; Dp; (Ej)1<j<v)} = E[ﬁn(?m(Dn)) + ;(1 + :e> Penid(m)]
—_—————

facteur de surpénalisation

~ o~

B[R (i Do (Bhreyev)] = B|Ral(00) + (14 51 ) pema(m)

En corrigeant le biais : pas de surpénalisation !

E[ﬁvc—cor(?m; D,: (Ej)lgjéV)} = E[’fén(?m(Dn)) + penid(m; Dn)}
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Sélection d’estimateurs

Simulation (estimation de densité L?) : VC V-fold

2.5¢
-H-V=n (LOO)
® V=10
2.4 x- \/=5
V=2
—~ 2.3
o
S}
2202t
©
o
o
T 217
3
2,
1.9 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

overpenalization factor C
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Sélection d’estimateurs

Simulation (estimation de densité L?) : VC V-fold

2.5¢
-H-V=n (LOO)
® V=10
2.4r x- \/=5
V=2
—~ 2.3
o
S)
2220
©
o
o
T 217
3
2,
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Sélection d’estimateurs

Simulation (estimation de densité L?) : VC V-fold

2.5¢
-H-V=n (LOO)
® V=10
2.4F x- \/=5
-0-Vv=2
—~ 2.3
o
S}
2202t
©
o
o
T 217
K2 3 KX
2,
1.9 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

overpenalization factor C
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Sélection d’estimateurs

Simulation (estimation de densité L?) : VC V-fold

2.5¢
-H-V=n (LOO)
® V=10
2.4 x- \/=5
V=2
—~ 2.3
o
S)
2202t
©
o
o
T 217
t s T +
2,
1.9 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1 1.2 14 1.6 1.8 2

overpenalization factor C

Validation croisée Sylvain Arlot



Sélection d’estimateurs

Simulation (estimation de densité L?) : pénalisation V-fold

2.51
-H-V=n (LOO)
® V=10
24r * %= V=5
—-V=2
—~ 2.3
[e]
Q
% 2.2¢
o K3
5
T 21
SRS +
2,
1.90 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1 1.2 14 1.6 1.8 2

overpenalization factor C
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Sélection d’estimateurs

Simulation (estimation de densité L?) : surpénalisation

2.5¢

2.4

Risk Ratio (Cor
N

o

~o _ ~ Timm- -x\-;-X-_::*:“—'*'“
190 R T ‘
1 1.2 1.4 16 1.8 2

overpenalization factor C

Validation croisée Sylvain Arlot



Sélection d’estimateurs

Simulation (estimation de densité L?) : conclusion

Risk Ratio (Cor)

3
overpenalization factor C
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Sélection d’estimateurs

Simulation (estimation de densité L?) : cadre différent

r
o
13)

Risk Ratio (Co
(6)]
o

3.5¢C

1 2 3 4 5 6
overpenalization factor C

Validation croisée Sylvain Arlot



Conclusion
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© Conclusion
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Conclusion
Risque de I'estimateur sélectionné?

R (F, (Dr(Egrev)’ O (Eisjev)

mve

est une estimation biaisée du risque

Rp </f\-avc(D,,;(Ej)1§J<V))
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Conclusion
Risque de I'estimateur sélectionné?

R (F, (Dr(Egrev)’ O (Eisjev)

mve

est une estimation biaisée du risque

Rp </f\-avc(D,,;(Ej)1§J<V))

= découpage en trois sous-échantillons :
entrainement / validation / test
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Conclusion

Choix d'un type de validation croisée (cas « régulier »)

e Temps de calcul : O(V) en général
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Conclusion

Choix d'un type de validation croisée (cas « régulier »)

e Temps de calcul : O(V) en général

@ Taille n. de I'échantillon d’entratnement :
= biais / facteur de surpénalisation (décroissant avec ne)
possibilité de débiaiser (mais le souhaite-t-on ?)
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Conclusion

Choix d'un type de validation croisée (cas « régulier »)

e Temps de calcul : O(V) en général

@ Taille n. de I'échantillon d’entratnement :
= biais / facteur de surpénalisation (décroissant avec ne)
possibilité de débiaiser (mais le souhaite-t-on ?)

e Nombre V' de découpages a n fixé = variance (décroissante),
quasi minimale pour V' « petit » (en fonction de ne...)
= compromis temps de calcul / précision
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Conclusion

Choix d'un type de validation croisée (cas « régulier »)

e Temps de calcul : O(V) en général

@ Taille n. de I'échantillon d’entratnement :
= biais / facteur de surpénalisation (décroissant avec ne)
possibilité de débiaiser (mais le souhaite-t-on ?)

e Nombre V' de découpages a n fixé = variance (décroissante),
quasi minimale pour V' « petit » (en fonction de ne...)
= compromis temps de calcul / précision

@ « V-fold » : biais et variance reliégs = V =5 ou 107
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Conclusion

Choix d'un type de validation croisée (cas « régulier »)

e Temps de calcul : O(V) en général

@ Taille n. de I'échantillon d’entratnement :
= biais / facteur de surpénalisation (décroissant avec ne)
possibilité de débiaiser (mais le souhaite-t-on ?)

e Nombre V' de découpages a n fixé = variance (décroissante),
quasi minimale pour V' « petit » (en fonction de ne...)
= compromis temps de calcul / précision

@ « V-fold » : biais et variance reliégs = V =5 ou 107

e Découplage biais/variance = choix plus simple de ne et V :
e VC Monte-Carlo
e VC « V-fold » répétée
e pénalisation « V-fold » : facteur de surpénalisation C choisi
librement
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Conclusion

Validation croisée ou procédure spécifique ?

@ Par exemple : C, ou validation croisée ?
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Conclusion

Validation croisée ou procédure spécifique ?

@ Par exemple : C, ou validation croisée ?

@ Si les hypotheses de C, sont vérifiées :
estimateurs et risque des moindres carrés, modeles = espaces

vectoriels, bruit homoscédastique
= C, (la validation croisée paye le prix de sa polyvalence)
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Conclusion

Validation croisée ou procédure spécifique ?

@ Par exemple : C, ou validation croisée ?

@ Si les hypotheses de C, sont vérifiées :
estimateurs et risque des moindres carrés, modeles = espaces
vectoriels, bruit homoscédastique
= C, (la validation croisée paye le prix de sa polyvalence)

@ Sinon (ou si on n'a pas confiance...)
= validation croisée (plus robuste)
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Conclusion

Validation croisée ou procédure spécifique ?

@ Par exemple : C, ou validation croisée ?

@ Si les hypotheses de C, sont vérifiées :
estimateurs et risque des moindres carrés, modeles = espaces
vectoriels, bruit homoscédastique
= C, (la validation croisée paye le prix de sa polyvalence)

@ Sinon (ou si on n'a pas confiance...)
= validation croisée (plus robuste)

@ Tres souvent, aucune méthode spécifique = validation croisée
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Conclusion

Généralité de ces résultats ?

@ Au moins valable pour les moindres carrés (régression /
estimation de densité) et les noyaux en estimation de densité.
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Conclusion
Généralité de ces résultats ?

@ Au moins valable pour les moindres carrés (régression /
estimation de densité) et les noyaux en estimation de densité.

@ Correction du biais / pénalisation V-fold : valable si

E{RP(?,”(D”)) _ ﬁn(?m(Dn))} _m)

n

Sinon : utiliser le V-fold répété ou la VC Monte-Carlo avec ne
bien choisi.
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Conclusion
Généralité de ces résultats ?

@ Au moins valable pour les moindres carrés (régression /
estimation de densité) et les noyaux en estimation de densité.

e Correction du biais / pénalisation V-fold : valable si

E[Rp(fn(Dn) = Ra(Fn(Dn))] = ’V(,;”) .

Sinon : utiliser le V-fold répété ou la VC Monte-Carlo avec ne
bien choisi.

@ Variance : d'autres comportements possibles dans d'autres
cadres (expériences).
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Conclusion
Généralité de ces résultats ?

@ Au moins valable pour les moindres carrés (régression /
estimation de densité) et les noyaux en estimation de densité.

e Correction du biais / pénalisation V-fold : valable si

E[Rp(fn(Dn) = Ra(Fn(Dn))] = ’V(,;”) .

Sinon : utiliser le V-fold répété ou la VC Monte-Carlo avec ne
bien choisi.

@ Variance : d'autres comportements possibles dans d'autres
cadres (expériences).

@ Tout peut se vérifier sur des données simulées : tracer

n— E{RP(?,,,(D,,))} et m — var(ﬁvc(?m) —ﬁvc(?m*)> .
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Conclusion

Validation croisée pour l'identification

o Différence principale : valeur de la constante de
surpénalisation optimale C*, souvent C* — +oo lorsque
n — +o0.

< Paradoxe de la validation croisée (Yang, 2006, 2007) : ne < n
peut étre nécessaire !

@ Pourquoi? ne plus petit = plus facile de distinguer les deux
procédures... si ne assez grand (régime asymptotique).

@ Remarque : objectif d'estimation, cadre paramétrique =
phénomeéne similaire.
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Conclusion
Données dépendantes

e DE DE® pas indépendants = I'heuristique de la VC s'écroule!

= problémes possibles pour I'estimation du risque (Hart &
Wehrly, 1986 ; Opsomer et al., 2001).

@ Solution pour une dépendance a courte portée :
supprimer des données dans chaque sous-échantillon =
séparer (temporellement) les échantillons d'entrainement et de
validation.
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Conclusion

Grande famille d’estimateurs/modéles

o Sélection de modeéles/estimateurs parmi une famille
« exponentielle » (exclu implicitement dans tous les résultats
précédents).
= |'espérance ne décrit plus le comportement au premier
ordre!

@ Exemples : sélection de variables avec p > n variables,
détection de ruptures.

@ Solution : regrouper les modéles = un estimateur par
« dimension » (e.g., minimiseur du risque empirique)
fonctionne pour la détection de ruptures (A. & Celisse, 2010).
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Conclusion

Questions ?

Et vous, comment utilisez-vous la validation croisée ?

Quel(s) choix pour V, ne, etc.?

Quel(s) comportement(s) avez-vous observé en pratique ?
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