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Fig. 1 � Les deux 
orps en intera
tion

1 Introdu
tion

On 
onsidère deux masses pon
tuelles (M1,m1) et (M2,m2), dans un ré-

férentiel R = (O,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) galiléen. On 
her
he à déterminer le mouvement

relatif de 
es deux 
orps en intera
tion.

Ce modèle permet d'expliquer le mouvement d'un satellite naturel ou

arti�
iel autour d'une planète, le mouvement des planètes, des astéroïdes et

des 
omètes autour du Soleil, le mouvement relatif de deux étoiles qui forment

une étoile double, et
.

Plusieurs hypothèses sont né
essaires pour appliquer le modèle à des 
as

réels :

1. On assimile les deux 
orps à des masses pon
tuelles. D'après la proposi-

tion 1, on peut le faire lorsque la répartition de leur masse est à symétrie

sphérique. C'est souvent assez pro
he de la réalité, par exemple pour

le Soleil ou la Lune. Par 
ontre, la Terre est un peu aplatie.

2. Le système (Σ) = {(M1,m1), (M2,m2)} est isolé.

3. L'intera
tion des deux 
orps est purement gravitationnelle.

4. Le référentielR est galiléen et on peut appliquer les lois de la mé
anique


lassique.

Proposition 1. Soit un 
orps de masse m et de 
entre de gravité G, dont la

répartition de masse est à symétrie sphérique. Alors le 
hamp gravitationnel

engendré par 
e 
orps est, à l'extérieur de 
elui-
i, égal au 
hamp gravita-

tionnel que produirait une masse m pon
tuelle pla
ée en G.
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Notons

−→
f 1→2 la for
e exer
ée par M1 sur M2. Les hypothèses 2 et 3 se

traduisent ainsi (Ω désignant l'univers tout entier) :

−→
f 1→2 =

−→
f Ω→2 = −

−→
f Ω→1 (hyp. 2)

=
−Gm1m2

r2
−→u 1→2. (hyp. 3)

Les é
arts entre les observations et le modèle sont en partie dûs aux

hypothèses, souvent fausses. Cependant, le problème des deux 
orps nous

donne une assez bonne approximation de la réalité. Dans un deuxième temps,

pour une meilleur modélisation, il faut faire quelques "ajustements" pour

tenir 
ompte � par exemple � de l'aplatissement de la Terre (hyp. 1), et

surtout des perturbations dûes à la présen
e d'autres 
orps (hyp. 2).

2 Le référentiel bary
entrique

Dé�nition 1. Le bary
entre G de Σ = {(M1,m1), (M2,m2)} est dé�ni par

m1
−−−→
GM1 + m2

−−−→
GM2 =

−→
0 .

Le référentiel R = (O,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) étant donné, on dé�nit le référentiel bary-


entrique R⋆ = (G,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ). Il est en translation par rapport à R, à la

vitesse

−→v (G)R.

Notation 2. Souvent, le bary
entre G est appelé 
entre de masse, 
entre de

gravité ou 
entre d'inertie.

Proposition 2. Si Σ est isolé, R⋆
est galiléen.

Démonstration. D'après le théorème du 
entre de masse,

(m1 + m2)
−→a (G)R =

−→
f ext =

−→
0 ,

d'où

−→v (G)R =
−→
cte.R⋆

est don
 en translation re
tiligne uniforme par rapport

à R galiléen.

Pour résoudre le problème des deux 
orps, on va se pla
er dans R⋆
qui

est galiléen. Le mouvement dans R s'en déduit à une translation re
tiligne

uniforme près.

Remarque 1. Dans toute la suite, on n'utilisera que les référentiels R et

R⋆
, qui sont en translation l'un par rapport à l'autre. Pour la dérivation

ve
torielle, il ne sera don
 pas né
essaire de pré
iser le référentiel utilisé.
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Fig. 2 � Le référentiel bary
entrique R⋆

3 Grandeurs 
inétiques

Posons tout d'abord quelques notations :

−→r1 =
−−−→
OM1

−→r2 =
−−−→
OM2

−→r =
−−−−→
M1M2 = −→r1 −−→r2 (ve
teurs position)

−→v1 = −→v (M1)R
−→v2 = −→v (M2)R

−→v = −→v (M1\M2) =
d

−→r

dt
= −→v1 −

−→v2

(ve
teurs vitesse)

−→p1 = −→p (M1)R
−→p2 = −→p (M2)R

−→p = −→p (Σ)R = −→p1 + −→p2

(quantités de mouvement)

−→a =
d

−→v

dt
(a

élération relative)

−→σA
⋆ = −→σA(M1)R⋆ + −→σA(M2)R⋆

(moment 
inétique en A de Σ)

K⋆ = K⋆
1 + K⋆

2 (énergie 
inétique bary
entrique de Σ)

De même, on dé�nit

−→v1
⋆
,

−→v2
⋆
,

−→p1
⋆
,

−→p2
⋆
et

−→p ⋆
(en remplaçant R par R⋆

).
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On a alors

−→v1
⋆ =

−m2

m1 + m2

−→v (1)

−→p1
⋆ =

−m1m2

m1 + m2

−→v = −µ−→v et

−→p ⋆ = −→p1
⋆ + −→p2

⋆ =
−→
0 (2)

−→σA
⋆ = −→σ ⋆ = −→r ∧ µ−→v pour un point A quel
onque (3)

K⋆ = K⋆
1 + K⋆

2 =
1

2
µ−→v 2

(4)

où l'on a posé µ = m1m2

m1+m2
(masse réduite du système).

Démonstration. (1) Par dé�nition de G, (m1 + m2)
−−−→
GM1 = −m2

−−−−→
M1M2,

d'où le résultat en dérivant.

(2) Clair d'après les dé�nitions de

−→p1
⋆
et µ et l'équation (1). L'expression

de

−→p2
⋆
se 
al
ule exa
tement de la même façon, en dérivant (m1 +

m2)
−−−→
GM2 = m1

−−−−→
M1M2. Remarquons que

−→p ⋆ =
−→
0 peut se voir dire
te-

ment, en dérivant la dé�nition de G : m1

−−−→
GM1 + m2

−−−→
GM2 =

−→
0 .

(3) Soit A un point quel
onque. En utilisant (2), on a :

−→σA
⋆ = −→σA(M1)R⋆ + −→σA(M2)R⋆

=
−−→
AM1 ∧

−→p1
⋆ +

−−→
AM2 ∧

−→p2
⋆

=
−−−−→
M2M1 ∧

−→p1
⋆

= −→r ∧ µ−→v

(4) Le dernier résultat dé
oule de (1) :

K⋆ =
1

2
m1

−→v1
⋆ 2 +

1

2
m2

−→v2
⋆ 2

=
m1m

2
2

2(m1 + m2)2
−→v 2 +

m2
1m2

2(m1 + m2)2
−→v 2

=
m1m2

2(m1 + m2)
−→v 2

4 Le mobile �
tif

L'obje
tif de 
e paragraphe est de réduire le problème des deux 
orps

à un problème ne 
omportant qu'un seul 
orps en mouvement autour d'un
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deuxième 
orps �xe. Comme les référentiels R1 = (M1,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) et R2 =

(M2,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) ne sont pas galiléens, un 
hangement de référentiel ne nous

donnera pas les résultats voulus. On va introduire un mobile �
tif M , tel que

les mouvements de M1 et M2 dans R⋆
se déduisent du mouvement de M

dans R⋆
.

Dé�nition 3 (Mobile �
tif). Le mobile �
tif M est une masse pon
tuelle

µ dont la position est dé�nie par

−−→
GM =

−−−−→
M1M2.

Si l'on 
hoisit µ égale à la masse réduite du système

m1m2

m1+m2
(
omme le

laissait entendre la notation), les 
al
uls faits à la se
tion 3 démontrent la

proposition suivante :

Proposition 3. 1.

−→v (M)R⋆ = −→v (M1\M2) = −→v

2.

−→p2
⋆ = µ−→v = −→p

3.

−→σG(M)R⋆ = −→σG(Σ)R⋆ = −→σ

4. K(M)R⋆ = K(Σ)R⋆ = K

Le mouvement de M dans R⋆
est don
 
elui d'une parti
ule pon
tuelle

de masse µ soumise à une unique for
e

−→
f =

d(µ−→v )

dt
=

d(−→p2
⋆)

dt
=

−→
f 1→2

=
−Gm1m2

r2
−→u 1→2 =

−Gµm

r2
−→u

ave
 m = m1 + m2 (masse totale du système), r = M1M2 = GM et

−→u =
−→u 1→2 = −→u G→M , soit l'attra
tion qu'exer
erait sur M une masse �xe m située

en G. Il ne nous reste plus qu'à déterminer le mouvement d'une parti
ule

soumise à une telle for
e, en remarquant notamment qu'il s'agit d'une for
e


entrale.

Pour revenir ensuite au problème initial, il su�ra d'appliquer une homo-

thétie. En e�et, les dé�nitions de G et M 
onduisent immédiatement aux

deux relations

−−−→
GM1 =

−m2

m1 + m2

−−→
GM

−−−→
GM2 =

m1

m1 + m2

−−→
GM

Remarquons de plus que dans le 
as où l'une des deux masses est négli-

geable par rapport à l'autre (par exemple m1 ≫ m2, M1 =Soleil, M2 =Terre),

le G ≈ M1, m ≈ m1 et µ ≈ m2. L'introdu
tion du mobile �
tif permet de

pré
iser à quoi 
orrespond l'approximation d'un Soleil �xe autour duquel

tournent les planètes, mais aussi de se ramener à un seul 
orps lorsque 
e

type d'hypothèse n'est pas justi�é.
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5 Appli
ation des théorèmes de la dynamique

Avant tout, rappelons quelques notations pour dé
rire le mouvement de

M : le ve
teur position (ou rayon ve
teur)

−→r =
−−→
GM = r−→u ave
 r > 0, le

ve
teur vitesse

−→v , la quantité de mouvement

−→p , l'a

élération

−→a , le moment


inétique en G −→σG = −→σ , l'énergie 
inétique K.

5.1 Théorème du moment 
inétique. Mouvement à for
e


entrale. Loi des aires

M est soumis à une for
e 
entrale (
'est-à-dire dirigée vers un point G

immobile). Sous 
ette seule hypothèse (

−→
f ext→M est parallèle à

−−→
GM), le théo-

rème du moment 
inétique (appliqué en G) s'é
rit :

d

−→σ

dt
=

−→
M(G)−→

f ext→M

=
−−→
GM ∧

−→
f ext→M =

−→
0 (5)

Par 
onséquent, le moment 
inétique de M (en G)

−→σ = −→r ∧ µ−→v est


onstant au 
ours du mouvement. Si

−→σ =
−→
0 , le mouvement est re
tiligne.

Sinon, il est plan (M reste dans un plan orthogonal à

−→σ ). On peut don


utiliser les 
oordonnées polaires (r, θ) (
entrées en G) et la base lo
ale asso
iée

(−→ur ,
−→uθ ,

−→uz) (
f. �gure 4 pour sa dé�nition) pour dé
rire le mouvement de M
(en �xant la dire
tion θ = 0 arbitrairement). On a alors :

−→r = r−→ur

−→v = ṙ−→ur + rθ̇−→uθ

−→σ = µr2θ̇−→uz (6)

On a don
 une intégrale première du mouvement, la 
onstante des aires c :

c = r2θ̇. (7)

Notation 4. Souvent, on é
rit Ẋ au lieu de

dX
dt
, pour une grandeur X s
alaire

ou ve
torielle dépendant du temps.

Remarque 2. On a utilisé uniquement que M est soumis à une for
e 
entrale,

indépendamment de son expression. La loi des aires (2ème
loi de Képler) est

don
 valable sous 
ette seule hypothèse.

On appelle 
ette propriété la loi des aires 
ar, en notant A(t) l'aire (algé-
brique) balayée par le rayon ve
teur entre l'instant initial et l'instant t, on a

(en général) :

dA

dt
=

r2θ̇

2
(vitesse aréolaire)
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Le mouvement de M possède désormais seulement deux degrés de liberté

(r et θ), et on a obtenu une intégrale première. Il nous su�t d'une deuxième

pour le dé
rire 
omplètement.

5.2 Loi de 
onservation de l'énergie mé
anique

La 
onservation de l'énergie mé
anique va nous donner la deuxième inté-

grale première re
her
hée.

En e�et, M est soumis à une unique for
e qui dérive d'une énergie poten-

tielle U :

−→
f G→M =

−Gµm

r2
−→ur = −

−−→
gradM U (8)

ave
 U =
−Gµm

r
(9)

Par 
onséquent, l'énergie mé
anique se 
onserve :

E = K + U =
1

2
µ

(

ṙ2 + r2θ̇2
)

−
Gµm

r
(10)

=
1

2
µṙ2 +

1

2
µ

c2

r2
−

Gµm

r
(d'après la loi des aires)

5.3 Intégration du mouvement

Réé
rivons (d'après la loi des aires) sous la forme ṙ = f(r). Si l'on note

ϕ une primitive de 1/f nulle en r0 = r(t0), on a alors r = ϕ−1(t − t0). Ave

l'équation (7), on obtient θ(t) = θ0+

∫ t

t0

c
r2 . Le prin
ipal in
onvénient de 
ette

méthode est qu'elle ne peut être que numérique.

5.4 Énergie potentielle e�
a
e

Une autre façon d'utiliser la 
onservation de l'énergie est d'introduire

l'énergie potentielle e�
a
e, 
e qui donne des renseignements sur la traje
-

toire de M . On pose

E =
1

2
µṙ2 + Ueff (r) (11)

ave
 Ueff (r) =
1

2
µ

c2

r2
−

Gµm

r
. (12)

On tra
e alors la 
ourbe donnant Ueff en fon
tion de r. Comme l'énergie

E reste 
onstante et supérieure à Ueff (r), 
ela nous donne une indi
ation sur

les valeurs possibles de r au 
ours du mouvement en fon
tion de E :

9



Fig. 3 � L'énergie potentielle e�
a
e. Les valeurs numériques sont 
elles de

la Terre et du Soleil, pour lesquels on a E ≈ Ueff (r0) (traje
toire quasi-


ir
ulaire). Les trois droites horizontales E = cte tra
ées 
orrespondent aux

trois 
as possibles (E > 0, E = 0, E < 0).
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� Dans tous les 
as, il existe une valeur minimale de r, rP (distan
e au

périastre).

� Lorsque l'énergie mé
anique est positive ou nulle, r n'est pas majoré :

les deux 
orps sont à l'état libre.

� A l'inverse, si E ≤ 0, il existe une deuxième valeur parti
ulière de r, rA

(distan
e à l'apoastre). Au 
ours du mouvement, r reste borné, entre

rP et rA : les deux 
orps sont à l'état lié.

� En�n, pour r = r0, Ueff atteint son minimum E0. Si E = E0, la

traje
toire est 
ir
ulaire, par
ourue à vitesse angulaire 
onstante

c
r2

0

(puisque l'on a la loi des aires). Un 
al
ul rapide donne r0 = c2/(Gm).
On peut rappro
her 
ette étude graphique de la relation (17) (lien entre

le signe de E et l'état libre/lié des deux 
orps)

Notons également que l'énergie potentielle e�
a
e ne s'interprète de 
ette

façon que si la loi des aires est bien véri�ée (les valeurs de r0, Ueff (r0), et
.
dépendent de c, m et µ). Il faut que le mouvement reste don
 à for
e 
entrale.

Par exemple, pour un satellite arti�
iel, seule une poussée radiale ne 
hange

pas c.

5.5 Prin
ipe fondamental de la dynamique

Ce n'est pas une loi de 
onservation, mais il permet de donner l'équation

de la traje
toire (
'est-à-dire r(θ)). On a

µ−→a =
−→
f ext→M =

−Gµm

r2
−→ur . (13)

Comme le mouvement est à for
e 
entrale, on peut utiliser les formules de

Binet (
f se
tion 7.5). Posons u = 1/r, alors l'équation (13) s'é
rit

d2u

dθ2
+ u =

Gm

c2
(14)

On obtient en intégrant :

u = A cos(θ − θ0) +
Gm

c2
(15)

d'où r =
p

1 + e cos(θ − θ0)
. (16)

C'est l'équation d'une 
�nique d'ex
entri
ité e = Ap, de paramètre p =
c2/(Gm), ave
 origine au foyer. M dé
rit don
 une 
�nique de foyer G et

d'axe fo
al faisant un angle θ0 ave
 l'axe polaire, dont les 
ara
téristiques p
et e dépendent des 
onditions initiales (c et E par exemple).
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De plus, son ex
entri
ité est reliée aux 
onditions initiales par la relation

suivante :

e2 − 1 =
2c2

G2m2µ
E (17)

Démonstration. On a E = Ueff (rP ), et rP = r(θ0) = p

1+e
. De l'expression de

p = c2

Gm
et de 
elle de Ueff (r) on tire la relation pré
édente :

E =
µc2(1 + e)2

p2
−

Gmµ(1 + e)

p
(18)

=
G2m2µc2(1 + e)2

2c4
−

GmµGm(1 + e)

c2
(19)

d'où

2c2

G2m2µ
E = (1 + e)2 − 2(1 + e) = e2 − 1 (20)

6 Les lois de Képler

Il s'agit d'appliquer les résultats du problème des deux 
orps au Système

Solaire. Dans la suite, on prendra M1 = S, 
entre de masse du Soleil et

M2 = P , 
entre de masse d'une planète (ou bien d'une 
omète ou d'un

astéroïde). Le référentiel R sera le référentiel hélio
entrique.

On fera toujours une hypothèse fondamentale : seule l'intera
tion entre la

planète et le Soleil est signi�
ative. Autrement dit, on dé
rit le mouvement

d'un 
orps du système solaire soumis a l'attra
tion du Soleil mais pas à 
elles

des autres 
orps du système solaire.

6.1 Première loi de Képler

Première loi de Képler.

Les planètes dé
rivent des ellipses dont le Soleil o

upe l'un des foyers.

Démonstration. Tout d'abord, il faut faire une approximation : la masse du

Soleil étant bien supérieure à 
elle des di�érentes planètes (mS ≫ mP ),

G ≈ S, M ≈ P , m ≈ mS et µ ≈ mP . Les planètes dé
rivent don
 une


�nique dont le Soleil o

upe l'un des foyers. L'observation a montré que


ette 
onique est bornée (état lié). Il s'agit don
 d'une ellipse.

Remarque 3. La même propriété est vraie pour tous les 
orps du système

solaire, qui dé
rivent une 
�nique dont le Soleil o

upe l'un des foyers. La

nature de la 
�nique dépend des 
onditions initiales. Ainsi, de nombreuses


omètes ont une traje
toire parabolique.
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6.2 Deuxième loi de Képler

Deuxième loi de Képler (Loi des aires).

La vitesse aréolaire est 
onstante. Autrement dit, l'aire balayée par le rayon

ve
teur

−→
SP (S désignant le Soleil et P une planète) est proportionnelle au

temps é
oulé.

Démonstration. Notons A(t) l'aire (algébrique) balayée par le rayon ve
teur

entre l'instant initial et l'instant t. On a la relation suivante :

∣

∣

∣

∣

dA

dt

∣

∣

∣

∣

=
|c|

2
(21)

La loi des aires (qui provient de la 
onservation du moment 
inétique) permet

de 
on
lure.

6.3 Troisième loi de Képler

Troisième loi de Képler.

T 2a−3
est une quantité 
onstante pour tous les 
orps du système solaire (pla-

nètes, astéroïdes, 
omètes), où T désigne la période de révolution autour du

Soleil et a le demi grand axe de la traje
toire.

Démonstration. Cela provient de la relation suivante :

T 2

a3
=

4π2

Gm
=

4π2

G(m1 + m2)
(22)

et de l'approximation m ≈ mS vue pré
édemment.

Démonstration de la relation (22). On utilise la 2ème
loi de Képler

dA

dt
=

c

2
=

A
ellipse

T
(23)

les propriétés de l'ellipse

A
ellipse

= πab (24)

p =
b2

a
(25)

et l'expression de p en fon
tion de c

p =
c2

Gm
(26)
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d'où l'on tire

c2 =
4π2a2b2

T 2
(27)

=
Gmb2

a
(28)


e qui a
hève la démonstration.

7 Rappels de mé
anique

7.1 Grandeurs 
inétiques

Soit une parti
ule pon
tuelle M de masse m, dans un référentiel R =

(O,
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ).

Dé�nition 5 (Grandeurs 
inétiques). �

−−→
OM = −→r est le ve
teur po-

sition de M .

�

(

d

−→r
dt

)

R

= −→v (M)R est le ve
teur vitesse de M dans R.

�

(

d

−→v (M)R
dt

)

R

= −→a (M)R est le ve
teur a

élération de M dans R.

� m−→v (M)R = −→p (M)R est la quantité de mouvement du point M dans

R.

�

−−→
AM ∧ −→p (M)R = −→σA(M)R est le moment 
inétique en A du point M
dans R.

�

1
2
m−→v (M)2

R = K(M)R est l'énergie 
inétique du point M dans R.

Soit un système matériel Σ = (Mi,mi)i∈I . On dé�nit sa résultante 
iné-

tique

−→
P =

∑

(−→p (Mi)R) ; son moment 
inétique en A,

−→σ (A) =
∑

(−→σA(Mi)R) ;

son énergie 
inétique K =
∑

(

1
2
m−→v (Mi)

2
R

)

; sa résultante dynamique

−→
D =

∑

(−→a (Mi)R) (les sommes étant prises sur tous les éléments du système).

Dans toute la suite, on supposera Σ fermé (pas d'é
hanges de matière ave


l'extérieur).

7.2 Prin
ipe fondamental de la dynamique

Prin
ipe fondamental de la dynamique.

Soit M une parti
ule de masse m, en mouvement dans un référentiel R
galiléen. Son a

élération est liée aux for
es qui s'exer
ent sur elle de la façon

suivante :

−→
f ext→M = m−→a (M)R (29)
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On en déduit l'analogue, pour un système matériel :

Théorème du 
entre de masse.

Soit Σ un système fermé de parti
ules en mouvement dans un référentiel R
galiléen, G son 
entre de masse, M sa masse totale. On a alors :

−→
f ext→Σ = M−→a (G)R (30)

7.3 Théorème du moment 
inétique

Dé�nition 6 (Moment). Soit A un point de l'espa
e et

−→
f une for
e appli-

quée au point M . Le moment en A de la for
e

−→
f est

−→
M(A)−→

f
=

−−→
AM ∧

−→
f .

Théorème du moment 
inétique.

Soit Σ un système fermé de parti
ules, R un référentiel galiléen, A un point

�xe dans R. On a la relation suivante :

d(−→σA(Σ)R)

dt
=

−→
M(A)−→

f ext→Σ

(31)

Remarque 4. L'analogue de 
e théorème en mé
anique du point est identique,

et se démontre à partir du Prin
ipe fondamental de la dynamique.

7.4 Énergie mé
anique. Théorème de l'énergie 
inétique.

On se pla
e dans 
ette se
tion (pour simpli�er) dans le 
as d'une parti
ule

pon
tuelle soumise à une (ou plusieurs) for
es gravitationnelles. En général

(système de parti
ules Σ déformable, les for
es intérieures et extérieures étant

quel
onques), on a le théorème de l'énergie 
inétique. Dans de nombreux 
as

parti
uliers (système 
onservatif ), on introduit l'énergie mé
anique, qui se


onserve. C'est le 
as i
i.

Théorème-Dé�nition 7 (Énergie potentielle de gravitation). Soit

(M,µ) une parti
ule pon
tuelle, soumise à l'attra
tion d'une masse pon
-

tuelle (G,m). Son énergie potentielle de gravitation U , 
ara
térisée par

−→
f G→M =

−
−−→
gradM U (on dit que

−→
f G→M dérive de l'énergie potentielle U), vaut :

U =
−Gmµ

r2
(32)

où l'on a posé r = GM .

Dé�nition 8. L'énergie mé
anique E du point M est la somme K + U de

son énergie 
inétique et de son énergie potentielle.
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G
✲

✻

−→
i

−→
j

✯
❑

M

−→ur

−→uθ

r
θ

Fig. 4 � Rappel : 
oordonnées polaires dans le plan.

Loi de 
onservation de l'énergie mé
anique.

Si la parti
ule M est soumise uniquement à une for
e dérivant d'une énergie

potentielle U , alors son énergie mé
anique se 
onserve.

7.5 Mouvement à for
e 
entrale : formules de Binet

Soit M une parti
ule soumise à une for
e 
entrale (
'est-à-dire 
onstam-

ment dirigée vers un point G �xe). On a vu au paragraphe 5.1 qu'on a alors

la loi des aires : c = r2θ̇ est 
onstante (en repérant la position de M ave


des 
oordonnées polaires). La proposition suivante exprime la vitesse et l'a
-


élération de M à l'aide de c et de u = 1/r, prise 
omme une fon
tion de

θ.

Proposition 4 (Formules de Binet). Si le mouvement de M véri�e la loi
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des aires, en posant u = 1/r, on a :

−→v = c

[

−
du

dθ
−→ur + u−→uθ

]

(33)

v2 = c2

[

(

du

dθ

)2

+ u2

]

(34)

−→a = −c2u2

[

d2u

dθ2
+ u

]

−→ur (35)

Démonstration. Rappelons tout d'abord les dérivées par rapport à θ des ve
-

teurs de la base polaire lo
ale :

d

−→ur

dθ
= −→uθ (36)

d

−→uθ

dθ
= −−→ur (37)

et la loi des aires c = r2θ̇. On pose u = 1/r.

(33)

−→v =
d(r−→ur)

dt
=

dθ

dt

d(r−→ur)

dθ
(38)

= cu2

[

dr

dθ
−→ur + r−→uθ

]

(39)

= c

[

−
du

dθ
−→ur + u−→uθ

]

(40)

(34) La base (−→ur ,
−→uθ) étant orthonormale, 
ela dé
oule immédiatement de

(33).

(35)

−→a =
d

−→v

dt
=

dθ

dt

d

−→v

dθ
(41)

= θ̇

[

−
d

2u

dθ2
−→ur −

du

dθ
−→uθ +

du

dθ
−→uθ − u−→ur

]

(42)

= −cu2

[

d

2u

dθ2
−→ur + u−→ur

]

(43)
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