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La 
lassi�
ation binaire s'ins
rit dans le 
adre de la théorie de l'apprentissage sta-

tistique, fondée notamment par Vapnik [Vap82, Vap98℄. Elle a pour obje
tif de déduire

d'un nombre �ni d'observations indépendantes une �
lassi�
ation� de l'espa
e en deux do-

maines. Une bonne méthode de 
lassi�
ation doit être 
apable de s'adapter aux propriétés

du domaine qu'elle 
her
he à déterminer (en parti
ulier sa 
omplexité et le niveau de bruit

�près du bord�), sans toutefois les 
onnaître a priori. Après avoir dé�ni un 
adre théorique

rigoureux, nous verrons 
omment réaliser une telle estimation et quelle pré
ision on peut

en attendre. Nous esquisserons en�n les moyens sus
eptibles de rendre 
ette estimation

adaptative. Cet obje
tif n'est pas atteint à l'heure a
tuelle, mais les nombreuses pistes

inexplorées nous donnent bon espoir d'y arriver, 
e qui aurait des réper
ussions dans de

nombreux domaines, allant de la déte
tion de gènes à la re
onnaissan
e de formes.

1 Problème de la 
lassi�
ation

On observe n réalisations indépendantes (Xi,Yi)1≤i≤n d'un même 
ouple de variables

aléatoires (X,Y ), de loi in
onnue P . On a X ∈ X un espa
e mesurable et Y ∈ Y = {0,1}
est un label atta
hé à X. On souhaite pouvoir déterminer le label y ∈ Y asso
ié à un point

quel
onque x de X .

Dé�nition 1.1 (Classi�eur). On appelle 
lassi�eur toute appli
ation mesurable t : X 7→
Y , et on note S l'ensemble des 
lassi�eurs.

Pour évaluer l'erreur 
ommise par un 
lassi�eur, on doit tout d'abord dé�nir une fon
-

tion de perte γ : S ×X × Y → R
+
. Un 
hoix usuel pour γ est

γ(t,(x,y)) = 1lt(x) 6=y.

Le risque du 
lassi�eur est alors

P (γ(t,·)) = P (Y 6= t(X)).

Le problème de la 
lassi�
ation (binaire) est 
elui de la minimisation de 
e risque.

Connaissant P , le 
lassi�eur optimal est le 
lassi�eur de Bayes s⋆
, dé�ni par

s⋆(x) = 1lη(x)≥ 1

2

ave
 η(x) = P (Y = 1|X = x).

Démonstration. Soit t un autre 
lassi�eur. On a alors

P (Y 6= t(X)|X) = (1 − η(X))1lt(X)=1 + η(X)1lt(X)=0

≥ (1 − η(X)) ∧ η(X)

= P (Y 6= s⋆(X)|X).
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À la se
onde ligne, on a noté a∧b pour min(a,b). On notera également a∨b pour max(a,b).
Le résultat s'en déduit en passant aux espéran
es.

Notons que la dé�nition de s⋆
sur l'événement {η(X) = 1/2} ne 
hange rien pour son

risque. La perte relative

l(s⋆,t) = P [Y 6= t(X)] − P [Y 6= s⋆(X)]

est positive et mesure l'erreur 
ommise par le 
lassi�eur t. On souhaite 
onstruire un 
las-

si�eur ŝ estimant s⋆
ave
 pour seules données les (Xi,Yi)1≤i≤n. La qualité d'un estimateur

est mesurée par EP [l(s⋆,ŝ)].

2 Minimisation du risque empirique

2.1 Dé�nition

Une méthode naturelle est de substituer dans le problème de minimisation du risque

P [γ(t,·)] la loi P par la loi empirique

Pn =
1

n

n∑

i=1

δ(Xi,Yi).

Cela revient à minimiser le risque empirique γn(t), qui est égal à l'erreur 
ommise par t
sur l'é
hantillon des (Xi,Yi)1≤i≤n :

γn(t) =
1

n

n∑

i=1

γ(t,(Xi,Yi)).

Dé�nition 2.1 (Modèle). Un modèle S est un ensemble de 
lassi�eurs. Dans le 
adre de

la 
lassi�
ation, on é
rit aussi

S = {1lA/A ∈ A}
où A est une famille de parties de X .

Dé�nition 2.2 (ERM). Étant donné un modèle S, l'estimateur par minimisation du

risque empirique (ERM) sur S est

ŝ ∈ arg min
t∈S

γn(t).

Notons que lorsque 
ette borne inf n'est pas atteinte, ou simplement quand on ne peut

pas la 
al
uler en pratique, on se 
ontente d'un minimiseur appro
hé du risque empirique.

L'ERM présente l'avantage d'être un 
as parti
ulier d'estimation par minimum de


ontraste. On pourra lui appliquer les résultats déjà obtenus dans 
e 
adre.

2.2 Dimension de Vapnik

On peut estimer le risque de l'ERM EP [l(s⋆,ŝ)] en utilisant la mesure suivante de la


omplexité du modèle S.

Dé�nition 2.3 (Classe de Vapnik-Chervonenkis). Si A est une famille de parties

mesurables de X , on note mA(N) = supC∈P(X), Card C≤N Card {A ∩ C/A ∈ A} . On dit

que A est une 
lasse de Vapnik-Chervonenkis lorsque

V = sup{N/mA(N) = 2N} < ∞

et V est appelée la dimension de Vapnik de A.
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Exemple 2.1. L'ensemble Ac des parties 
onvexes de R
2
n'est pas une 
lasse de Vapnik 
ar

∀k, mAc
(k) = 2k

.

Exemple 2.2. L'ensemble des parties à moins de V éléments de X est une 
lasse de Vapnik

de dimension V .

Exemple 2.3. Si A = {] −∞; a]/a ∈ R} et X = R, alors mA(2) = 3 < 22
don
 
'est une


lasse de Vapnik de dimension 1.

Exemple 2.4. L'ensemble des demi-espa
es a�nes de R
d
est une 
lasse de Vapnik de di-

mension d + 1.

La dimension de Vapnik de A dé
rit la 
apa
ité de S à distinguer une partie d'un

ensemble �ni de points de X . En parti
ulier, si V ≥ n, le risque empirique de l'ERM

est toujours nul lorsque {X1, . . . ,Xn} réalise le sup dans mA(n), quelle que soit la loi de

Y sa
hant X. Cette situation est à éviter pour une bonne estimation de s⋆
, ne serait-
e

que par
e qu'il peut alors y avoir de nombreux minimiseurs possibles, et nous n'avons pas

d'informations pour 
hoisir entre eux.

2.3 Risque, risque minimax

Borne du risque Soit P(S) la famille des lois P telles que s⋆ ∈ S. Lugosi [Lug02℄ a
montré qu'il existe une 
onstante k1 > 0 telle que

sup
P∈P(S)

EP [l(s⋆,ŝ)] ≤ k1

√
V

n
. (2.1)

Notons que si s⋆ /∈ S, on a la même majoration ave
 le terme supplémentaire l(s⋆,S) =
inft∈S l(s⋆,t). Il su�t en e�et de rempla
er s⋆

par π(s⋆) ∈ S qui réalise l'inf et de poser

l(π(s⋆),t) = l(s⋆,t) − l(s⋆,π(s⋆)).

Risque minimax Le risque minimax donne un moyen de dé�nir l'optimalité d'un esti-

mateur. Si P est une famille de lois, on pose

Rmin max(P) = inf
s̃

max
P∈P

EP [l(s⋆,s̃)]

où l'inf est pris sur tous les estimateurs s̃.

Des arguments 
ombinatoires permettent une estimation du risque minimax dans le 
as

où S est une 
lasse de Vapnik et P = P(S). Devroye et Lugosi [DL95℄ ont ainsi montré

qu'il existe un 
onstante k2 > 0 telle que

Rmin max(P(S)) ≥ k2

√
V

n
(2.2)

À une 
onstante près, l'ERM est don
 optimal au sens minimax pour P = P(S).

On pourrait penser qu'i
i s'a
hève l'étude du risque de l'ERM, mais il n'en est rien.

Considérer la famille P(S) est en e�et très pessimiste. Ainsi, dans la situation (très op-

timiste) où Y = η(X), on montre que le risque est en

V
n . Nous verrons plus loin que des

hypothèses plus raisonnables sur P permettent d'obtenir des bornes intermédiaires sur le

risque de l'ERM.
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3 R�le de la 
on
entration

C'est la théorie de la 
on
entration de la mesure qui nous fournit les outils né
essaires à

l'élaboration de telles bornes. Avant d'énon
er un théorème général de Massart et Nédéle


[MN03℄, introduisons les inégalités de 
on
entration qui en sont à la base. On trouvera une

bonne introdu
tion à la 
on
entration dans un 
adre statistique dans [Mas03℄.

3.1 Inégalité de 
on
entration

L'objet de la théorie de la 
on
entration de la mesure est de quanti�er 
omment une

fon
tion Z de n variables aléatoires indépendantes (de même loi ou non) se 
on
entre

autour de son espéran
e. Il s'agit d'estimer l'ordre de grandeur de |Z − E(Z)|, ave
 Z =
ζ(X1, . . . ,Xn). Le théorème 
entral limite en est un exemple rudimentaire, Z étant la

moyenne des Xi, indépendantes et de même loi. En 
lassi�
ation, on aimerait pouvoir


onsidérer (par exemple) des variables de la forme

Z = sup
f∈F

n∑

i=1

f(Xi).

Idéalement, on voudrait atteindre des résultats du type

P
[
Z − E(Z) ≥

√
x varZ

]
≤ e−ηx

pour tout x > 0, ave
 une 
onstante η > 0. En-dehors du 
as gaussien, on se 
ontente

souvent de

P
[
Z − E(Z) ≥ √

xv
]
≤ e−ηx

pour tout x0 ≥ x > 0, ave
 v ≥ varZ et une 
onstante η > 0.

L'inégalité de Talagrand traite le 
as où Z est le supremum de pro
essus empiriques.

Bousquet [Bou02℄ en a montré une version où les 
onstantes sont optimales.

Proposition 3.1 (Inégalité de Talagrand, Bousquet). Soient ξ1, . . . ,ξn des variables

aléatoires i.i.d., (ft)t∈T une famille dénombrable de fon
tions mesurables et telles que

∀t ∈ T, ‖ft − E [ft(ξ1)]‖∞ ≤ b.

On pose v = supt∈T var (ft(ξ1)) et

Z = sup
t∈T

1

n

n∑

i=1

(ft(ξi) − E [ft(ξi)]) .

Alors, pour tout x > 0,

P

[
Z − E(Z) ≥

√
2x

( v

n
+ 2bE(Z)

)
+

bx

3

]
≤ e−x.
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3.2 Inégalité maximale

Les inégalités maximales visent à estimer l'espéran
e du supremum d'un pro
essus.

Combinées ave
 des inégalités de 
on
entration, elles permettent don
 de 
ontr�ler 
e type

de variable aléatoire sur un événement de grande probabilité. Nous utiliserons de 
ette

manière l'inégalité maximale suivante.

Proposition 3.2 (Inégalité maximale pour un pro
essus pondéré). Soit S dénom-

brable, u ∈ S, ω : S → R
+

tel que ω(u) = inft∈S ω(t). Soit Z un pro
essus indexé par

S tel que ∀ǫ > 0, E

[
supt∈Bu(ǫ)(Z(u) − Z(t))

]
< ∞ ave
 Bu(ǫ) = {t ∈ S/ω(t) ≤ ǫ}.

Soit ψ : R
+ → R

+
telle que x 7→ ψ(x)

x est dé
roissante sur R
+

et ∃ǫ⋆ > 0, ∀ǫ ≥ ǫ⋆,

E

[
supt∈Bu(ǫ)(Z(u) − Z(t))

]
≤ ψ(ǫ).

Alors, ∀x ≥ ǫ⋆,

E

[
sup
t∈S

Z(u) − Z(t)

ω(t)2 + x2

]
≤ 4ψ(x)

x2
.

3.3 Théorème général

A�n d'établir des bornes plus �nes sur le risque de l'ERM dans de nombreux 
as

(dont la 
lassi�
ation), Massart et Nédéle
 [MN03℄ ont établi un théorème général. Nous

en présentons i
i une forme un peu simpli�ée, adaptée au 
adre de la 
lassi�
ation. Ce

théorème reste toutefois très abstrait, aussi la se
tion suivante 
onsa
rée à ses appli
ations

permet-elle de mieux en saisir la portée.

Les notations sont 
elles qui ont été introduites pré
édemment. On note

γn(t) = γn(t) − P [γ(t,·)]

le risque empirique 
entré.

Théorème 3.3 (Massart, Nédéle
 2003). Soit S un modèle dénombrable, Soit d la

pseudo-distan
e L2(PX) sur S.

Soient w et φ appartenant à la 
lasse C1 des fon
tions ψ 
roissantes 
ontinues de R
+

dans R
+
telles que x → ψ(x)/x est dé
roissante et ψ(1) ≥ 1.

On suppose que w 
ontr�le le module de 
ontinuité uniforme de d par rapport à l :

∀ǫ > 0, sup
t∈S, l(s⋆,t)≤ǫ2

d(s⋆,t) ≤ w(ǫ)

et φ le module sto
hastique de 
ontinuité uniforme de γn par rapport à d :

∀u ∈ S, ∀σ > 0 tel que φ(σ) ≤ √
nσ2,

√
nE

[
sup

t∈S,d(u,t)≤σ
γn(u) − γn(t)

]
≤ φ(σ).

Soit ǫ⋆ l'unique solution de l'équation

√
nǫ2⋆ = φ(w(ǫ⋆)) et ŝ ∈ S tel que γn(ŝ) ≤

ρ + inft∈S γn(t) ave
 ρ > 0.
Alors, il existe une 
onstante absolue κ > 0 telle que

∀y ≥ 1, P
[
l(s⋆,ŝ) > 2ρ + 2l(s⋆,S) + κyǫ2⋆

]
≤ e−y.

En parti
ulier,

E [l(s⋆,ŝ)] ≤ 2
(
ρ + l(s⋆,S) + κǫ2⋆

)
.
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Les termes ρ et l(s⋆,S) sont inévitables. Finalement, seul ǫ2⋆ quanti�e la 
omplexité du

modèle S. Les deux fon
tions ψ et w jouent ainsi un r�le fondamental, via la détermination

de ǫ⋆.

Remarquons que l'hypothèse S dénombrable peut être rempla
ée par une hypothèse de

séparabilité que nous ne détaillons pas i
i par sou
i de simpli
ité.

Éléments de preuve. On peut dégager trois idées prin
ipales dans la démonstration de 
e

théorème.

1. Introdu
tion d'une pondération. Soit π(s⋆) ∈ S tel que l(s⋆,π(s⋆)) ≤ l(s⋆,S)+ ǫ2⋆. On
a alors

l(s⋆,ŝ) = l(s⋆,π(s⋆)) + γn(ŝ) − γn(π(s⋆)) + γn(π(s⋆)) − γn(ŝ)

≤ [ρ + l(s⋆,π(s⋆))] + [γn(π(s⋆)) − γn(ŝ)]

Pour estimer le deuxième terme, on introduit une pondération, avant de rempla
er ŝ
par t ∈ S quel
onque et de passer au sup. Posons x =

√
κ′yǫ⋆, κ′ ≥ 1 étant à 
hoisir

plus tard, et

Vx = sup
t∈S

γn(π(s⋆)) − γn(t)

l(s⋆,t) + x2 + ǫ2⋆
.

On a alors

P
[
l(s⋆,ŝ) ≥ 2 (ρ + l(s⋆,S)) + x2 + 3ǫ2⋆

]
≤ P

[
Vx ≥ 1

2

]

d'où le résultat annon
é ave
 κ = κ′ + 3 si 
ette dernière probabilité est majorée par

e−y
.

2. On applique l'inégalité de Bousquet à Vx ave


v = nw1(x)2, en notant w1(x) = 1 ∧ (2w(x))

b = 1

ft(ξ) =
γ(t,ξ) − γ(s⋆,ξ) − E[γ(t,ξ) − γ(s⋆,ξ)]

l(s⋆,t) + x2 + ǫ2⋆
,

d'où Z = x2nVx. On obtient alors

P

[
Vx − E(Vx) ≥

√
2(w1(x)2x−2 + 2E(Vx))y

nx2
+

y

3nx2

]
≤ e−y.

3. On 
ontr�le E[Vx] à l'aide de l'inégalité maximale (proposition 3.2), ave
 u = π(s⋆),
ω(t)2 = l(s⋆,π(s⋆)) + (P (γ(t,·) − γ(π(s⋆),·)))+ et ψ(ǫ) = φ(2

√
2w(ǫ)), en notant a+

pour max(a,0). On obtient alors

E(Vx) ≤ 8
√

2

κ′
,

d'où le résultat en prenant κ′
assez grand.

4 Meilleures bornes pour l'ERM : ave
 une 
ondition de marge

Munis de 
es outils, nous pouvons désormais obtenir une estimation plus �ne du risque

de l'ERM en faisant des hypothèses supplémentaires sur P et S. Entre le pessimisme du

O(n−1/2) et la vitesse O(n−1) du 
as où Y est une fon
tion déterministe de X, on trouve

ainsi toute une variété de risques en O(n−α), 1/2 < α < 1.
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4.1 Condition de marge

Les pires lois P sont 
elles pour lesquelles η peut être arbitrairement pro
he de 1/2.
Mammen et Tsybakov [MT99℄ ont ainsi introduit la 
ondition de marge suivante sur P :

∀t ∈ S, l(s⋆,t) ≥ c0‖s⋆ − t‖κ
L1(PX). (4.1)

On 
omprend le lien entre (4.1) et le 
omportement de η autour de 1/2 en 
onsidérant les

deux versions simpli�ées 
i-dessous.

S'il existe des 
onstantes C > 0 et 0 < α ≤ ∞ telles que

P (0 < |η(X) − 1/2| ≤ t) ≤ Ctα, (4.2)

alors (4.1) est véri�ée ave
 κ = 1+α
α .

Plus simplement en
ore, s'il existe h > 0 tel que

P (0 < |2η(X) − 1| < h) = 0 (4.3)

alors (4.1) est véri�ée ave
 κ = 1 et c0 = h. En e�et,

l(s⋆,t) = EP [|2η(X) − 1| · |s⋆(X) − t(X)|]
≥ h‖s⋆ − t‖L1(PX)

On notera P(S,h) l'ensemble des lois P telles que s⋆ ∈ S et la 
ondition (4.3) est véri�ée.

La 
ondition de marge fournit ainsi une mesure du �bruit� induit par P , et permet

de 
onsidérer des 
as moins pessimistes que P ∈ P(S) = P(S,0) qui autorisent η à se


on
entrer très fortement autour de 1/2. Le 
as le plus optimiste est P(S,1) et 
orrespond
à l'absen
e d'erreurs.

4.2 Cas des 
lasses de Vapnik

Risque Ave
 la 
ondition (4.3) et la dimension de Vapnik de A, Massart et Nédéle


[MN03℄ ont obtenu une borne meilleure que (2.1) :

sup
P∈P(S,h)

EP [l(s⋆,ŝ)] ≤





κ
√

V
n si h ≤

√
V
n

κ V
nh

(
1 + log nh2

V

)
si h >

√
V
n

(4.4)

Éléments de preuve. La 
ondition de marge (4.3) s'é
rit l(s⋆,t) ≥ hd2(s⋆,t) et permet de

prendre

w(ǫ) = h−1/2ǫ. (4.5)

Notons que le 
hoix w ≡ 1 est toujours possible.

Le 
hoix de φ est plus déli
at et repose sur des inégalités maximales. Il y a au moins

deux manières de mesurer la �taille� de A, et don
 deux 
hoix possibles pour φ : ave

l'entropie 
ombinatoire aléatoire et ave
 l'entropie métrique universelle. Dans 
e se
ond


as, on peut exprimer φ à l'aide de la dimension de Vapnik V :

φ(σ) = Kσ
√

V (1 + log(σ−1 ∨ 1)). (4.6)

En 
ombinant les deux 
hoix pour w et les deux 
hoix pour φ, nous avons quatre

manières d'appliquer le théorème 3.3. Ave
 φ dé�nie par (4.5), w ≡ 1 donne ǫ2⋆ = K
√

V
n ,

tandis que la dé�nition (4.5) nous donne

ǫ2⋆ ≤ K2

(
V (1 + log((nh2/V ) ∨ 1))

nh

)

On en déduit la borne (4.4).
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Risque minimax Celle-
i est minimax � au fa
teur logarithmique près � puisque

Rmin max(P(S,h)) ≥ κ′

(√
V

n
∧ V

nh

)
si 2 ≤ V ≤ n. (4.7)

De plus, lorsque A est l'ensemble des demi-espa
es de R
d
(et don
 V = d + 1), le fa
teur

logarithmique est né
essaire, au fa
teur (1 − h) près :

Rmin max(P(S,h)) ≥ κ′′(1 − h)

[
d

nh

(
1 + log

nh2

d

)]
si 2 ≤ V ≤ n. (4.8)

4.3 Cas de l'entropie à 
ro
hets

On doit parfois utiliser des modèles qui ne sont pas des 
lasses de Vapnik, aussi est-il

utile de disposer d'une autre mesure de la 
omplexité d'un ensemble. C'est pourquoi nous

introduisons i
i l'entropie à 
ro
hets.

Dé�nition 4.1 (Entropie à 
ro
hets). On note H[·](ǫ,S,µ) le log du nombre minimal

de 
ro
hets [f,g] = {h ∈ S/f ≤ h ≤ g} qu'il faut pour re
ouvrir S, ave
 ‖f − g‖L1(PX) ≤ ǫ.

On dit alors qu'un modèle S a une 
omplexité ρ > 0 s'il existe une 
onstante A > 0
telle que

∀0 < ǫ ≤ 1, H[·](ǫ,S,PX) ≤ Aǫ−ρ. (4.9)

On note P(S,κ,c0,ρ,A) l'ensemble des lois P telles que s⋆ ∈ S et les deux 
onditions

(4.1) et (4.9) soient véri�ées ave
 les 
onstantes 
orrespondantes. Tsybakov [Tsy04℄ a obtenu

sous 
es 
onditions l'estimation suivante du risque de l'ERM.

Théorème 4.1 (Tsybakov). Soient κ ≥ 1, c0 > 0, 0 < ρ < 1, A > 0, a > 0 et S ⊂ S

un modèle. Pour toute loi P ∈ P ⊂ P(S,κ,c0,ρ,A), on 
onsidère N un réseau de maille

a · n− 1

1+ρ
sur S pour la pseudo-distan
e L1(PX) et telle que N a également une borne de


omplexité ρ. On suppose de plus que

lim
t→0

sup
P∈P

P

(
0 <

∣∣∣∣η(X) − 1

2

∣∣∣∣ < t

)
= 0.

Alors, l'ERM sur N , noté ŝn, véri�e

sup
P∈P

EP [l(s⋆,ŝn)] = O
(
n
− κ

2κ+ρ−1

)
(4.10)

quand n tend vers +∞.

Dans le 
as où A est la famille des régions bornées de R
d
dont le bord a une régularité

de Hölder γ, on montre que la 
omplexité de S est ρ = d−1
γ , et le risque de l'ERM est alors

asymptotiquement optimal au sens minimax.

L'ERM présente ainsi une 
ertaine adaptativité au paramètre de marge κ et à la 
om-

plexité ρ ou V des modèles puisque son mode de 
al
ul (S étant donné) ne dépend pas de 
es

paramètres. En revan
he, le 
hoix d'un modèle S requiert a priori 
ertaines informations

sur P si l'on veut optimiser l'estimation de s⋆
. Pour rendre réellement la pro
édure adap-

tative, il faut n'utiliser que les (Xi,Yi)1≤i≤n dans 
e 
hoix. C'est l'obje
tif de la séle
tion

de modèles.
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5 Séle
tion de modèles

5.1 Prin
ipe

Considérons une famille (Sm)m∈M de modèles et un estimateur ŝm asso
ié à 
ha
un de


es modèles (par exemple l'ERM sur Sm, mais pas né
essairement). L'objet de la séle
tion

de modèles est de 
hoisir m̂ ∈ M à partir des données pour 
onstruire un estimateur

s̃ = ŝm̂.

Le meilleur 
hoix possible de m serait l'ora
le m⋆
qui réalise

inf
m∈M

EP [l(s⋆,ŝm)] ,

mais 
e 
hoix né
essite la 
onnaissan
e de P . Une pro
édure de séle
tion de modèles idéale

atteint une pré
ision d'ora
le à 
onstante près :

EP [l(s⋆,s̃)] ≤ C inf
m∈M

EP [l(s⋆,ŝm)] .

Une telle inégalité est appelée inégalité d'ora
le.

Souvent, on doit se 
ontenter d'une inégalité plus faible, de la forme

EP [l(s⋆,s̃)] ≤ C inf
m∈M

(EP [l(s⋆,ŝm) + χ(m))]

où χ(m) est un terme de varian
e (e.g. δ̂n(m) ou pen(m), 
omme dé�ni 
i-après).

Par 
onstru
tion, le risque de l'ERM diminue lorsque S grandit, alors que 
e n'est pas le


as pour le risque réel de l'ERM au-delà d'une 
ertaine 
omplexité. Il s'agit don
 de trouver

un 
ompromis entre la minimisation du biais (qui pousse à prendre de gros modèles) et de

la varian
e (qui augmente ave
 la 
omplexité de 
eux-
i).

5.2 Choix par 
omparaison

Il y a plusieurs méthodes pour 
hoisir m̂. Dans le 
as de modèles emboîtés (Sm)m≥1,

on peut 
onstruire des 
omplexités δ̂n(m) dépendant des données et 
hoisir

m̂ = inf
{

m ≥ 1/∀j > m, l(s⋆,ŝm) − l(s⋆,ŝj) ≤ δ̂n(j)
}

.

Un premier pas a été fait par Tsybakov [Tsy04℄, qui a 
onstruit une telle méthode par


omparaison dans le 
as d'une famille �nie de modèles emboîtés, ave
 un risque en

O((log n)
4κ

2κ+ρm−1 n
−κ

2κ+ρm−1 )

lorsque P ∈ P(Sm,κ,c0,ρm,A), pour 
haque valeur de m. Kolt
hinskii [Kol03℄ a montré

qu'on pouvait même se passer du fa
teur logarithmique (et don
 être minimax simultané-

ment sur tous les modèles) et 
onsidérer un nombre variable Nn de modèles pourvu que

Nn ne grandisse pas trop vite. Cependant, on ne peut réellement parler d'adaptativité

puisque Tsybakov utilise en
ore des paramètres dépendant de P dans sa 
onstru
tion, et

la méthode de Kolt
hinskii n'est pas dire
tement appli
able.
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5.3 Choix par pénalisation

Une autre méthode est la pénalisation, 
'est-à-dire 
hoisir

m̂ ∈ arg min
m∈M

{Pn(γ(t,·)) + pen(m)} .

La pénalité pen(m), qui peut être déterministe ou dépendre également des données, rend


ompte de la �
omplexité� du modèle Sm. Kolt
hinskii [Kol03℄ a obtenu des inégalités

d'ora
le en utilisant deux méthodes de pénalisation (en prolongement de Massart [Mas00℄,

d'une part, et de Lugosi et Wegkamp [LW03℄, d'autre part), mais sans atteindre l'obje
tif

de l'adaptativité. Celle-
i n'a pour l'instant jamais été obtenue, sauf ré
emment par van

de Geer et Tsybakov [TvdG03℄ dans un 
adre très restreint.

Le 
al
ul suivant pré
ise 
omment l'on doit 
hoisir la pénalité : pour tout m ∈ M et

sm ∈ Sm,

γn(ŝm̂) + pen(m̂) ≤ γ(ŝm) + pen(m) ≤ γn(sm) + pen(m).

Remarquons que si t ∈ S,

l(s⋆,t) = γn(t) − γn(s⋆) − (γn(t) − γn(s⋆)) .

En appliquant 
e
i à t = ŝm̂ et t = sm, on obtient don


l(s⋆,ŝm̂) ≤ [l(s⋆,sm) + pen(m)] + [−pen(m̂) + (γn(sm) − γn(ŝm̂))] .

La pénalité doit être assez grande pour quasiment éliminer le se
ond terme, tout en restant

de taille raisonnable pour que le premier terme soit de l'ordre de la pré
ision d'ora
le. La


lé d'une bonne 
alibration de la pénalité réside ainsi dans la 
ompréhension du pro
essus

γn(sm) − γn(ŝm̂). Une idée possible (utilisée par exemple par Birgé et Massart [BM01℄

dans le 
adre de la séle
tion de modèles gaussienne ; on pourra aussi 
onsulter à 
e sujet

mon mémoire de maîtrise) est d'introduire une pondération, dans l'esprit de la preuve du

théorème 3.3.

6 Perspe
tives et enjeux

On souhaite obtenir une méthode de séle
tion de modèles, dans le 
adre de la 
lassi�-


ation ou dans un 
adre un peu plus général, qui soit réellement adaptative à la 
ondition

de marge (et à la 
omplexité des modèles). Il s'agit d'estimer aussi �nement que possible le

risque de l'ERM en utilisant au mieux les données, puis d'utiliser 
es bornes pour 
alibrer

des pénalités aléatoires adaptatant la séle
tion de modèles au paramètre de marge.

On atta
hera une grande importan
e à la possibilité de mettre en pratique une telle

méthode, en parti
ulier en n'utilisant pas impli
itement des paramètres que l'on ne peut


al
uler que si l'on 
onnaît la loi P . Les modèles 
onsidérés doivent également être adaptés

à la résolution e�e
tive d'un problème de minimisation pour 
al
uler 
ha
un des estima-

teurs parmi lesquels on opère la séle
tion. Une part importante de 
e travail devra être


onsa
rée à des tests numériques de la méthode 
onstruite, notamment pour optimiser

d'éventuelles 
onstantes laissées libres et pour s'assurer que la vitesse asymptotique est

réellement atteinte pour des valeurs raisonnables de n.

Résoudre un tel problème 
onstituerait une avan
ée signi�
ative, non seulement dans le

domaine théorique de l'apprentissage statistique mais aussi par ses très nombreuses appli-


ations pratiques. L'emploi d'algorithmes d'apprentissage rapide tels que les support ve
tor
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ma
hines [SS01℄ permet ainsi de résoudre des problèmes biologiques (e.g. l'analyse d'une

séquen
e d'ADN ou de données de pu
es à ADN), informatiques (e.g. la re
onnaissan
e de

formes), et
. Être adaptatif s'avèrerait être un atout fondamental, dans la mesure où l'on

ne sait absolument pas quelles hypothèses peuvent être légitimement faites.
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