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Sylvain : Fin 1997, Jean-Christophe m‘accueille
dans son immense bureau du Collége de France. Je
l‘avais déja rencontré deux ans plus tét lors d’un
oral de concours. Cette fois je viens le voir pour
qu’il encadre mon mémoire de DEA. Au tableau il me
parle longuement de systémes dynamiques, qu’il
présente a l'aide d’un schéma.

SYSTEMES
HYPERBOLIQUES

uniformes /

SYSTEMES
QUASI-PERIODIQUES

petits diviseurs & théorie KAM non-uniformes

Il a alors beaucoup étudié les systémes quasi-
périodiques (difféomorphismes du cercle, appli-
cations rationnelles). Mais depuis quelques an-
nées il s’intéresse d’avantage aux systémes (non-
uniformément) hyperboliques, un sujet en ébullition.
Je repars plein d’enthousiasme, avec ses notes de
cours sur le théoréeme de Jakobson.

Samuel : Mon expérience ressemble singuliére-
ment a la tienne. Deux années auparavant, le cours
inaugural au Collége de France ayant pour sujet le
théoréme de Jakobson n‘avait pas encore eu lieu.
Et pourtant la méme discussion s’est bien déroulée,
avec le méme schéma a l'appui, schéma bien connu
de ceux qui ont eu la chance de se voir exposer son
programme par Jean-Christophe : un programme a
court, moyen et long terme, méme trés long terme
puisqu’il n‘osait espérer en venir a bout durant sa
carriere.

Nous avons eu la chance de suivre un peu du
cheminement de Jean-Christophe dans le monde
non-uniformément hyperbolique et de 'entendre
évoquer son réve de traiter un jour les systemes
conservatifs. Ces quelques pages tentent d’en don-
ner un apercu.

Dynamiques hyperboliques

L’étude dynamique d’une application f d'un es-
pace X dans lui-méme consiste a décrire ses orbites,
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i.e. les suites de la forme x, f(x), f(f(x)), f(f(f(x))), ...
On note f"(x) le n°M€ itéré de x.

Hyperbolicité uniforme en une dimension

Commencons par décrire la dynamique de l'ap-
plication quadratique f;: x — x° + a sur laxe réel
pour les valeurs du parametre a < —2. On observe
deux types d’orbites : certaines tendent vers l'infini;
les autres appartiennent a un ensemble de Can-
tor invariant K. En outre, pour tout point x € K la
suite des dérivées itérées Df]'(x) := Dfy0--- 0 Dfy(x)
croit exponentiellement a un taux uniforme choisi
indépendamment de x.

Malgré 'apparente simplicité, la tAche de décrire
la dynamique s’avére étonnamment complexe pour
les valeurs du paramétre —2 < a < 0. En effet, no-
tant f, le point fixe positif de f,, l'intervalle [-f,, Ba]
devient alors invariant et 'orbite du point critique O
reste bornée.

FIGURE 2 — Orbite d'une application uniformé-

ment hyperbolique.
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Pour certains paramétres (par exemple pour
a =-0.8), on peut encore décomposer le systéme
de la fagon suivante :
— Lorbite de tout point hors de [-f,, B,] tend
vers l'infini.
— Il existe un ensemble compact invariant K ne
contenant pas O.
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— Il existe une orbite périodique attractive qui
attire l'orbite de tout point de | — 8, Ba[\K.

Cette dynamique est uniformément hyperbo-
lique : pour les orbites contenues dans K, la suite
des dérivées itérées |Df]'| := [Df 0---0Df,| croit expo-
nentiellement a un taux uniforme; au contraire, elle
décroit exponentiellement vers O pour les autres
orbites bornées.

L'hyperbolicité est une propriété fondamentale :
elle implique que les orbites de n‘importe quelle
paire de points distincts contenus dans K, méme
arbitrairement proches, finissent toujours par se
distinguer l'une de l'autre. On peut alors associer
a chaque orbite une suite dans {-1,1} qui code le
signe de chaque itéré. De plus l'hyperbolicité en-
traine la stabilité du systéme : pour toute applica-
tion C!-proche de f,, la structure de 'espace d'or-
bites reste inchangée.

Hyperbolicité non-uniforme

En 1981, Jakobson montre [5] qu’il existe une
autre sorte de comportement dynamique typique :

Théoréme (Jakobson). Il existe un ensemble de pa-
ramétres P C [-2,0] de mesure non nulle, tel que
pour a € P et pour presque tout x € [—fa, Bal,
— l'orbite de x pour l'application quadratique f,
est dense dans l'intervalle [a,a(a+1)],
— le taux de croissance asymptotique de la suite
des dérivées itérées |Df}'(x)| est exponentiel.

FiIGURe 3 — Orbite d'une application non-
uniformément hyperbolique.
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La dynamique des applications f, est alors rai-
sonnablement bien comprise : l'orbite de presque
tout point de lintervalle [-B,, B5] s’équidistribue
vers une méme mesure (dont le support est
[a,a(a+ 1)]); hors de cet intervalle, toutes les or-
bites s’échappent a l'infini. La dynamique est non-
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uniformément hyperbolique : on observe une crois-
sance des dérivées le long de l'orbite de presque
tout point x, mais cette croissance exponentielle
n’est plus uniforme en x puisque certaines orbites
peuvent s’approcher plus ou moins du point critique
0 oul la dérivée s’annule.

La démonstration du théoréme de Jakobson est
délicate : le comportement décrit a beau avoir me-
sure non nulle dans [-2,0], son complémentaire
est dense : c’est la conjecture de Fatou, démontrée
par Graczyk et gwiatek, ainsi que par Lyubich dans
les années 90.

Rees a ensuite étendu ce résultat [10] aux appli-
cations rationnelles de la sphére de Riemann.

Hyperbolicité uniforme sur les surfaces

Pour les difféomorphismes de surface, le fer a
cheval et 'attracteur de Plykin sont des exemples
typiques de dynamiques hyperboliques. Cette fois
en tout point z la propriété suivante est vérifiée :

o (Df"(2))ns0 dilate exponentiellement les vec-

teurs hors d’un sous-espace E*(z).
(H) o (Df"(2))ns0 dilate exponentiellement les vec-
teurs hors d’'un sous-espace EY(z).

o E*(z),EY(z) engendrent l'espace tangent en

z.
Il existe donc un entier uniforme N > 1 tel que pour
tout z et tout vecteur v non nul, image DfN(z).v
ou DfN(z).v est de norme plus grande que 2||v]|.

FIGURE 4 — Un attracteur de Plykin. Il porte
une lamination en courbes. La dynamique
dilate les feuilles et contracte transversale-
ment.

La dynamique peut a nouveau étre décompo-
sée : il existe une collection finie d’'ensembles com-
pacts invariants élémentaires sur lesquels s’accu-
mulent les orbites passées et futures. Trois types

Compilé le 17 octobre 2017



Un probléme pour le XXI(

d’ensembles existent :

— Les pieces qui attirent toute orbite future is-
sue d’'un voisinage sont les attracteurs. Elles
peuvent étre des orbites périodiques attrac-
tives (des puits), ou des ensembles laminés
en courbes, dilatées par la dynamique, dont
l'attracteur de Plykin est un exemple.

— Les piéces attirant toute orbite passée issue
d’un voisinage sont les répulseurs.

— On trouve aussi des piéces de type selle,
au voisinage desquelles certaines orbites
s’échappent par itérations futures et passées.
C’est le cas du fer a cheval.

FIGURE 5 — Le fer a cheval : un ensemble de

Cantor K ayant une structure produit. La dy-

namique étire et plie un rectangle R : elle

contracte les verticales et dilate les horizon-
tales.

l?"_"’*_‘f*_?f'

Pour en savoir plus sur la dynamique uniformé-
ment hyperbolique, nous recommandons vivement
lUintroduction écrite par Jean-Christophe [14].

Hyperbolicité non-uniforme sur les surfaces

Les difféomorphismes hyperboliques ont été in-
tensivement étudiés dans les années 1960-1970,
mais il est rapidement apparu qu’ils ne suffisaient
pas a décrire la plupart des dynamiques. Dans un ar-
ticle de 1991, Benedicks et Carleson [1] ont généra-
lisé le théoréeme de Jakobson aux difféomorphismes
de surface. Ils y étudient la famille de Hénon, i.e. les
difféomorphismes du plan de la forme :

2

fab: (X,y) = (x“+a-y,bx).

Théoréme (Benedicks-Carleson). Il existe une ré-
gion ouverte U du plan et un ensemble de pa-
ramétres P C R? de mesure non nulle, tel que
pour tout (a, b) € P il existe un ensemble compact
N, p C U vérifiant :
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— N,p est un attracteur de 'application de Hé-
non f, , : l'orbite future de tout point de U
s’accumule sur une partie de /\, p,,

— N\, est transitif : il contient un point z dont
l'orbite est dense dans A, ,

— N,p N'est pas une orbite périodique.

Des travaux ultérieurs de Benedicks-Young [3]
et Benedicks-Viana [2] ont montré que les orbites
de presque tout point de U se distribuent vers une
méme mesure de probabilité p, 5, supportée sur l'at-
tracteur A, p. La propriété (H) énoncée précédem-
ment n‘est vérifiée qu'asymptotiquement, et seule-
ment pour p, p-presque tout point. Elle n‘est pas
vérifiée en tout point car la topologie de U est une
obstruction a l’hyperbolicité uniforme.

L'attracteur de Benedicks et Carleson est une

“version non-uniforme” de l'attracteur de Plykin. La

preuve de l'existence de tels systémes est un tour
de force : en effet Newhouse a montré [7] qu’arbitrai-
rement proche des paramétres isolés par Benedicks
et Carleson il en existe pour lesquels les orbites fu-
tures issues de U se séparent vers une collection
infinie d’attracteurs distincts.

FIGURE 6 — Une tangence homocline entre les
courbes stable W* et instable W d’un point
fixe O.

ws

L'hyperbolicité non-uniforme se traduit par
l'existence de points critiques, i.e. de points z€ A, p,
admettant un vecteur v = 0 tel que ||Df] (2).v]| dé-
croit exponentiellement aussi bien lorsque n tend
vers +oo que vers —oo. Les tangences homoclines
sont des exemples simples de points critiques :
dans ce cas, z est un point de tangence entre deux
courbes W* (dite stable) et W (dite instable) ayant
la propriété d'étre contractées par itérations res-
pectivement positives et négatives vers une méme
orbite périodique O. La présence de points critiques
rend l'analyse de la dynamique particuliérement
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difficile.

Fers a cheval non-uniformément
hyperboliques

Jean-Christophe a rapidement suivi le dévelop-
pement de la dynamique non-uniformément hy-
perbolique : en 1990 il donne un séminaire Bour-
baki [15] ou il expose les travaux de Jakobson,
Rees, Benedicks-Carleson. Sa présentation [16] au
Congrés International des Mathématiciens en 1994
a Zurich souligne l'importance de cette nouvelle thé-
matique. C'est aussi l'objet d'un cours qu’il donne
a l'ETH en 1996, de sa legcon inaugurale en 1997,
puis de six cours donnés au Collége de France entre
1998 et 2016.

Son objectif était clairement annoncé [16] :

«What we would like to do in the next few years
is to obtain a conceptual theory of “weakly hyper-
bolic basic sets” (including of course the striking
examples considered above). For a smooth diffeo-
morphism f of a manifold M, such a “weakly hy-
perbolic basic set” should again be a compact, in-
variant, transitive, locally maximal subset K of M
satisfying moreover some kind (?) of weak hyperbo-
licity condition. »

Plusieurs caractéristiques des ensembles non-
uniformément hyperboliques décrits par Benedicks
et Carleson dans [1] et de leurs méthodes méritent
d’étre mentionnées. Tout d’abord, les itérations fu-
tures sont privilégiées par rapport aux itérations
passées : dans ce cadre, seule la premiere condi-
tion dans ‘H est difficile a obtenir. Enfin, la démons-
tration nécessite de supposer que la dynamique
est extrémement dissipative (le paramétre b — le
jacobien — est supposé trés proche de 0), de sorte
que l'attracteur est trés fin, presque une courbe.

Jean-Christophe envisage une approche diffé-
rente pour l'étude de l’hyperbolicité non-uniforme,
dans l'esprit de la démonstration initiale de Jakob-
son. Dés 1997-98, son cours annonce une “théorie
générale” des systémes non-uniformément hyper-
boliques pour les difféomorphismes de surface. Son
objectif est de développer une technique qui soit sy-
métrique par rapport au temps, qui ne se restreigne
pas aux attracteurs, et qui permette de comprendre
également des ensembles ayant une grande dimen-
sion de Hausdorff.

Avec Jacob Palis, il propose d’appliquer ce pro-
gramme a l'étude des bifurcations homoclines des
fers a cheval : les points dont les orbites futures ou
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passées sont attirées par cette piece hyperbolique
définissent deux laminations (stable et instable).
Une modification de la dynamique permet de dé-
former ces laminations pour créer de nouvelles in-
tersections et enrichir ainsi la dynamique initiale.
Lorsque le fer a cheval est suffisamment épais cer-
taines intersections entre les feuilles des deux la-
minations produisent des tangences qui persistent
pour les systémes voisins : ceci a été mis en évi-
dence par Newhouse [7] & la fin des années 1970,
puis précisé [9, 6] par Palis, Takens, Moreira et Yoc-
coz.

FIGURE 7 — Tangence entre les laminations

stable et instable d’un fer a cheval

Le théoréme de Palis-Yoccoz

Dans ce théoréeme les auteurs considerent un
difféomorphisme de surface fy possédant un fer a
cheval Ky ainsi qu’un point de tangence quadra-
tique z entre une feuille stable et une feuille in-
stable. La tangence est supposée isolée : 'union
Mg de Kg avec l'orbite de z posséde un voisinage
U duquel s’échappe toute orbite issue de U \ Ag.
Il s’agit de décrire pour une famille générique (f;)
contenant fy, 'ensemble /\; des points dont l'orbite
reste dans U dans le futur comme dans le passé.
On peut supposer que les laminations stable et in-
stable s’intersectent encore au voisinage de z pour
les parameétres t > 0.

On associe a Ky les dimensions d®, d" trans-
verses aux laminations stables et instables. La di-
mension de Hausdorff de Ky, égale a d* + d, joue
un role essentiel :

— Lorsque d® + dY < 1, 'ensemble des para-
métres t > O pour lesquels la dynamique est
hyperbolique est [9] de densité totale en 0.

— Lorsque d® + dY > 1, 'ensemble des para-
meétres t > 0 pour lesquels la dynamique n’est
pas hyperbolique est [6] de densité totale en
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0.

Voulant comprendre comment se produit cette
“perte de l'hyperbolicité”, Jean-Christophe et J. Palis
se concentrent sur le cas ot d*+d" est légérement
supérieur a 1. Ils montrent que 'hyperbolicité non-
uniforme est prévalente dans un voisinage explicite
Dpy C {(d®,d"),d® + d" > 1} du lieu d®+d" = 1.
Théoréme (Palis-Yoccoz [8]). Fixons (d®,d") €
Dpy. Alors pour un ensemble de paramétres t > 0 de
mesure non nulle 'ensemble N\, est un fer a cheval
non-uniformément hyperbolique.

Ficure 8 — Dimensions stable et instable d'un
fer a cheval.
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La notion de “fer a cheval non-uniformément
hyperbolique” est technique, mais satisfait deux
propriétés essentielles :

— L'ensemble des orbites attirées par A, (dans le
passé ou le futur) est de mesure de Lebesgue
nulle. En particulier A; est de type “selle”, et
ne contient pas d’attracteur, ni de répulseur.

— La “plupart” (en un sens que nous ne préci-
serons pas ici!) des orbites de A; s’équidis-
tribuent par itérations futures vers une me-
sure de probabilité invariante uj. De plus pf-
presque tout point satisfait H. (Une propriété
analogue est satisfaite pour les itérations pas-
sées, par rapport a une autre mesure y;.)

Leur démonstration [8] leur a demandé plu-

sieurs années de travail et remplit un volume entier
des Publications Mathématiques de l'IHES. L'impact
laissé par Jean-Christophe sur ce sujet est considé-
rable et dépasse largement cet article monumental.

Régularité forte

Lanalyse des dynamiques non-uniformément
hyperboliques proposée par Benedicks et Carleson
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repose sur un contrdéle minutieux de la croissance
des dérivées itérées aux points critiques.

Jean-Christophe cependant a compris qu’en in-
troduisant une version ad hoc des puzzles de Yoc-
coz (voir l'article de Xavier Buff dans ce volume)
il peut isoler une structure permettant d’exprimer
le choix des paramétres en termes combinatoires.
Cette structure se trouve aussi étre juste assez ri-
gide pour permettre d’en extraire la preuve de la po-
sitivité de la mesure de l'ensemble des paramétres
en question. Cette approche ressemble plus en es-
prit a celle de Jakobson en ceci que 'analyse de la
dynamique se concentre sur une suite d'ensembles
uniformément hyperboliques dont 'uniformité dé-
génére a mesure qu’ils approchent le lieu critique.

Régularité forte en dimension un

Pour comprendre ces idées plus en détails, il est
utile de revisiter le cas unidimensionnel.

Lorsque la dynamique est uniformément hyper-
bolique, 'ensemble hyperbolique K se laisse recou-
vrir par une collection finie d’intervalles disjoints
I;, chacun s’envoyant difféomorphiquement par un
itéré fi' sur un intervalle prédéterminé.

Pour analyser la dynamique de l'application
fa(x) = x° + a lorsque a € [-2,0], Jean-Christophe
considére [12] lintervalle A = [a,,—a,] ol a, est
le point fixe négatif de f,. L'on peut a nouveau es-
sayer de remplir l'intervalle A avec une collection
(cette fois dénombrable) d’intervalles [;. Pour les
intervalles les plus simples (loin du point critique
0), tous les itérés f*(I;) sont disjoints de A quand
1 < k < n;. Prés du point critique O, on trouve des
intervalles plus petits qui peuvent revenir, sous ite-
ration de f,, plusieurs fois dans l'intervalle A avant
de le recouvrir.

Cette construction présente un avantage : elle
permet une approximation successive de la dyna-
mique par 'ensemble K des orbites qui ne visitent
gu’une collection finie d'intervalles [;; puisque K
évite un voisinage du point critique un résultat de
Mané montre qu’il est ainsi uniformément hyperbo-
lique. Lorsque l'on enrichit la collection I;, l'hyper-
bolicité dégénere.

La décomposition de A en intervalles [; per-
met d’analyser la dynamique de facon combina-
toire, et de coder les orbites par la suite des in-
tervalles qu’elle rencontre. Pour capturer des dy-
namiques qui ne sont pas uniformément hyper-
boliques il faut permettre que l'orbite critique ait
des retours toujours plus proches du point critique.
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Jean-Christophe définit alors les applications for-
tement régulieres : ce sont les application f,, pour
lesquelles la plupart des retours de l'orbite critique
dans l'intervalle A appartiennent a un intervalle /;
simple. Uhypothése que la somme de tous les temps
de retour “profonds” de l'orbite critique ne repré-
sente qu’une petite fraction de tous les itérés va ga-
rantir que la collection /; remplit bien presque tout
l'intervalle A impliquant ainsi que la dynamique est
non-uniformément hyperbolique.

FicURE 9 — Notes de cours sur le théoréme de
Jakobson.

Y

¥ Ohorgw ceguine porgweles.
sul W Rep sn the folouwing  the farameter confined fo

He iuwlecval (™, ).

We anll define & mew  Comdition on  He parameter

cegulanby

be ohoww thot o oue aide

which  we call o‘ﬁuuj It will  later
Ahwongly reguler

haramelers  are  tegulor , aud , em  Hu olfier side,

TRe fiest  relurn of He  wikical @bt (i A s

ab hme M. The fist part of our “shong regulasihy
Condikon  4s  Hat

) AN QO Dowm (TN = N T "W

hzo
Astm% () ds somsbsfed , e will denofe by T(k)
Re elemear of # , of order N (THe1), auch fhat
Te(e) e int Tk .
The  second half of B "shong reguladky” conclition
ds Mat most Tik) are siwmple . We wk, for Aro
() pa N(Tie) <

Mcict
N(T o) > M

P > ON(Tie)
Beick

= 27 -y

Sélection des parameétres

Il faut encore montrer que dans l'ensemble
des parametres les applications fortement régu-
liéres ont une mesure de Lebesgue positive. Suivant
l'adage d’Adrien Douady “semer dans l'espace dy-
namique pour récolter dans l'espace des paramé-
tres”, Jean-Christophe montre que la dépendance
de la structure de puzzle induit une structure simi-
laire dans 'ensemble des parameétres et que cette
derniére ne change que lentement lorsque l'on fait
varier le parameétre, un phénomeéne de transversa-
lité qui va permettre d’exploiter dans l'espace des
paramétres les estimées obtenues dans l'espace
dynamique.

Pour le paramétre a = —2 le deuxiéme itéré du
point critique est fixe et tous les intervalles /; sont
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simples. A mesure qu’un paramétre a > -2 s’‘ap-
proche de —2, la partie de A qui n‘est pas remplie par
des intervalles simples est contenue dans un voisi-
nage de plus en plus petit du point critique. La dy-
namique dans le complémentaire est uniformément
hyperbolique et les estimées sur les taux d’expan-
sion obtenues pour cet ensemble sont bonnes. La
condition de régularité forte autorise suffisamment
de retours profonds pour permettre d’exploiter ces
bonnes estimées dans 'ensemble des parameétres
et prouver, par un argument de grandes déviations,
que 'ensemble des paramétres fortement réguliers
a un point de densité de Lebesgue en a = -2.

Régularité forte sur les surfaces

En dimension supérieure, lorsque l'on itére un
difféomorphisme de surface uniformément hyper-
bolique, on est amené a composer des applications
“de type affine” qui dilatent et contractent le long de
deux directions transverses (voir figure 10) : la com-
position de telles applications reste affine. Cepen-
dant, en présence de points critiques, on doit aussi
considérer des applications “de type pli”, i.e. d'al-
lure quadratique. Il faut alors vérifier que les compo-
sitions qui apparaissent dans le systeme préservent
cette nouvelle classe d’applications. Ce n‘est pas le
cas en général et il faut sélectionner les parameétres
pour lesquels les effets des plis ne s’accumulent pas
par itération.

Ficure 10 — Applications de type affine et de
type pli. (dessin de J.-C. Yoccoz)
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Le passage en dimension 2 s"accompagne aussi
d’autres difficultés. En effet l'unique point critique
c = 0 est remplacé par un ensemble critique in-
fini : la selection des paramétres doit donc prendre
en compte chacun de ses points. De plus cet en-
semble n’est plus connu a priori comme en dimen-
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sion 1 : la définition de point critique introduite
plus haut nécessite d'analyser le comportement de
suites ||[Df"(z).v|| arbitrairement longues, et donc de
connaitre suffisamment précisément la dynamique.

Puisque l'ensemble critique contient les points
de tangences entre les laminations stable et in-
stable (comme sur la figure 7), on s’attend a ce
que sa dimension soit minorée par d*+ d" -1, for-
mule donnant la dimension de l'intersection typique
entre ensembles de Cantor. Par conséquent l'en-
semble critique est d’autant plus difficile a contréler
que la dimension du fer a cheval initial est grande.
Le cas de la dynamique de l'attracteur de Hénon
traité par Benedicks et Carleson correspondrait a
une dimension d® = 1 et a une dimension d" ex-
trémement proche de 0. En comparaison, 'hypo-
thése sur (d*®, dY) faite par Palis-Yoccoz est comple-
tement explicite et permet de s’approcher du cas
d®+d" =6/5.

La preuve de [8] ne remplissait pas entiérement
les exigences de Jean-Christophe : la définition de
la régularité forte qui y est énoncée dépend non
seulement de 'application, mais aussi de la para-
métrisation de la famille. La notion a été reprise
et retravaillée quelques années plus tard [4] par
Pierre Berger dans le cadre des attracteurs. Ceci a
conduit Jean-Christophe a programmer pour son
cours de 2016 au Collége de France une preuve du
théoréme de Benedicks et Carleson qui utilise la
régularité forte et qui s’appuie largement sur [4].
Malgré la maladie, il proposait la un de ses cours
les plus ambitieux. Affaibli, il nen présenta que les
deux premiers exposés — clairs et profonds.

Dynamique conservative

Jean-Christophe souhaitait « batir une théorie
de systémes (faiblement) hyperboliques qui permet-
trait a terme de traiter d’autres exemples encore
mal compris, en particulier dans un cadre conserva-
tif. » [17] Il pensait ici aux systémes préservant une
forme volume. La famille d’applications servant de
modéle est la famille standard sur T2 = R%/Z? :

(x, ) (2x + asin(27tx) — y, x).
Il s’agit de répondre a ce probléme bien connu des
dynamiciens [11]:
Conjecture (Sinai). La famille standard vérifie la

propriété (H) pour un ensemble de paramétres a et
de points z € T2 de mesure de Lebesgue non nulle.

L'hypothése de préservation du volume entraine
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de nouveaux phénomeénes. En effet le théoreme de
Kolmogorov-Arnold-Moser montre qu’il peut exister
des familles de courbes fermées invariantes par la
dynamique, dont l'union est de volume non-nul, et
la propriété (H) ne peut pas étre satisfaite sur ces
courbes. Il faudrait donc vérifier que cette partie “el-
liptique” de la dynamique peut co-exister avec une
partie non-uniformément hyperbolique, ou méme
qu’elle disparait lorsque le paramétre a est suffi-
samment grand.

FiGure 11 — Quelques orbites de l'application
standard sur le tore T2.

Le billard

Dans une courte interview [13], Jean-Christophe
explique que la conjecture de Sinai est son pro-
bleme ouvert favori en systéemes dynamiques. Il
choisit d’en parler sur un exemple plus “concret”.

Si l'on joue au billard & l'intérieur d’'un domaine
convexe U, on repére chaque trajectoire en notant
a chaque réflexion le point d'impact sur le bord
de U et l'angle d’'incidence. On obtient ainsi une
transformation de l'anneau A := dU x (-1t/2,7t/2)
qui associe a chaque réflexion la réflexion suivante.
C’est un difféomorphisme qui préserve une forme
volume! Dans le cas trés particulier ou la table U
est une ellipse, chaque orbite passant prés du bord
de 'anneau A appartient a une courbe invariante.
Dans le cas général, on s’attend a observer une co-
existence de courbes invariantes et d’hyperbolicité
non-uniforme :

Probléme. Montrer que pour la transformation as-
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sociée a un billard convexe qui n‘est pas une ellipse
’ensemble des points vérifiant la propriété (H) a un

volume non nul. Ficure 12 — Jean-Christophe et deux de ses

Des fers a cheval de dimension arbitrairement étudiants en 1998 a Cetraro.
proche de 2 apparaissent au sein des dynamiques
conservatives. Or, lorsque d® + dY croit, la récur-
rence de 'ensemble critique tend a étre plus forte.
Pour montrer I'hyperbolicité non-uniforme de ces
systémes, il semble nécessaire de considérer des
compositions fréquentes d’applications de type pli
conduisant a des applications d’ordres plus élevés.

La difficulté est considérable. Jean-Christophe
disait qu’il n‘espérait pas une solution avant la fin
du XXI eme siécle!
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