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Résumé. On veut démontrer que la fonction de Green d’'un compact connexe plein de C
est holderienne d’exposant 1/2.

Soient a,b € R, avec a < b, et  'ouvert de C défini par = (C —R) U]a,b] = C —
(J—o00,a] U [b, +00[). Nous nous proposons de démontrer que toute fonction méromorphe f
injective sur Q vérifie I'inégalité suivante : pour tous z,y € R tels que a <z <y < b,on a

fly) — f(=)

e BV OTIO] (40)

On va prouver pour cela une inégalité un peu plus forte : soient p,g,r,s € R tels que
aEp<g<r<as b alon

|Blf(p), f(9), (), f(5)] < Blp,a,7,3], (A1)

oll on a posé
Uz — UL U3 — U4

B(ul,uz,U3,U4)= : "
Ug — UL U — Ug

Notons p', ¢/, r', s' les images par f des points p, ¢, r et s. Posons B = Blp,q,r,s]
et B' = Blp',q',r',s'] : il s’agit de prouver que |B'| < B. Posons ' = f(Q), {1 =
C — (J—o0,p] U [s,+c0[) C Q et Q) = (1) C Q. L’application f est donc une bijection
biholomorphe de §; sur ). Maintenant, soit £ la distance' de Poincaré entre ¢ et r dans
), ; c’est donc aussi la distance de Poincaré de ¢' et ' dans Q.

Pour calculer cette distance dans 1, on peut supposer, quitte & faire un changement de
variable homographique, que p =0,¢g= 1,7 = B et s = 00, et 13 = C —R™. Le long de

I’axe réel positif, le coefficient de la métrique de Poincaré est égal & --. Par conséquent,

4z
£ = 1log B.
Calculons maintenant £ comme distance entre ¢' et v’ dans Q). Ici encore, on peut supposer
quep' =0,q¢ =1, = B' et s’ = o0, et Q] est un ouvert connexe simplement connexe de
C ne contenant pas zéro. Dans ce cas, I'inégalité de Koebe nous dit que le coefficient de la
métrique de Poincaré est au moins égal a I[IE{' On en déduit que £ > 1 log |B'|. Comparant
avec £ = 1log B, il vient |B'| < B, ce qui prouve (4;).
Pour en déduire 'inégalité (Ao), il suffit de poser p =z, ¢ =+ u,r=yet s =y+u,
puis de faire tendre u vers 0. On obtient ainsi

[f(y) — f(@)|- [fly+u) - fle+u)l . ‘f(w + u) — f(z)
(y —z)? e u

ce qui, par passage a la limite, donne

lf(y)—f(x)
y—z

wfw+uy—ﬂw
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ce qu’il fallait démontrer.
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Théoreme. Soit K un compact connexe de C, plein, non réduit a un point et h sa fonction
potentiel. On suppose que le rayon de capacité de K est égal a 1. Alors, en tout point de
C—-—Kona
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En particulier, h est hélderienne d’exposant 1/2 : pour tous z,y € C on a.|h(y) — h(z)| <
=zl
Preuve. Soit g un isomorphisme conforme de D sur C — K tel que g(0) = co. Une

représentation conforme de D sur C — R~ est donnée par t +— (M)g, ainsi 'application

1t
f:C —R~ — C définie par '
2
g(t) = £ [(12)7]
est méromorphe et univalente, et donc vérifie I'inégalité (Ao). Réécrivant cette inégalité
en fonction de g, on obtient :

Qoo s | e ot
Yu,v € ]-1,1] 16(1 4+ u)(1 + v) l9'(w)g' @) 2 (itz)z 55 (%)2

En faisant tendre u vers 0, et en utilisant le fait que g(u) ~ 1/u au voisinage de 0, on voit
que I'inégalité se simplifie considérablement :

- lg'()] > 0% = 1.

Néanmoins cette inégalité n’est valable que pour les valeurs réelles de v. En remplagant ¢
par t — e'?g(te’), on voit que

o Vv € D lg' ()| > |v] 7% - 1.
r.

Soit z la variable dans le plan contenant le compact K, celle-ci étant reliée a v par la
relation z = g(v). Considérons une variation infinitésimale dz et soient dv, dh les variations
correspondantes de 1'uniformisante et du potentiel. L’inégalité sur g'(v) donne |dv/dz| <
(€2 — 1)~ puisque h = —log |[v|. D’autre part on a dh = —d|v| / |v| donc |dh/dv| < €”.
On en déduit

| _ |dh] |do| 1
dz| |dv| |dz|~ et —e*’
et comme d(h?) = 2h dh, il vient 2
d(h?) 2h 8. B
de |~ eb=—gz® . shh’

ce qu’il fallait démontrer.
Par conséquent, la fonction h? est lipschitzienne de rapport 1 (plus généralement de rapport
1/R si le rayon de capacité est R) ; si z et y sont deux points quelconques de C, alors

h) — h(@)| = |VA2) - VA@)| < VIR Q) — P < Vi@

en vertu de l'inégalité ‘\/E— \/B'] < +/|a — B| pour tous a,f > 0. Ceci acheve la preuve
du théoreme.
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