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Abstract

It is proved that, if u is a positive measure on R of positive type, the function Gu :
10, 0] — R defined by
(G)(e) = [ expl-t") dufa)
R
satisfies the ‘J-concavity’ property, a collection of differential inequalities of order two.
Consequently, for the solutions of the heat equation du/0t = kd?u/0x? on R with
positive initial condition ug(z) = u(z,0), the function € : ]0, 00o[ — R defined by

E(t) = /R’U,Q(I,t) dzr = \/&//}1&2 exp(—%) uo(x)uo(y) dz dy

satisfies the same property; and there is a similar result for the heat equation on R/Z.
From this follows a new proof of the theorem of Cohn and Kumar asserting the universal
optimality of the lattice Z in dimension one.

Résumé

On démontre que, si p est une mesure positive sur R de type positif, la fonction Gu :
10, 00[ — R définie par
(G)(e) = [ expl-ts") dufa)
R
vérifie la propriété de ‘J-concavité’, un ensemble d’inégalités différentielles du second ordre.
Par conséquent, pour les solutions de I’équation de la chaleur Ou/0t = x 9?u/dz? sur R
avec condition initiale ug(z) = u(x, 0) positive, la fonction € : |0, 00[ — R définie par

Et) = /R’U,Q(I,t) dr = \/&/:/I; exp(—%) uo(x)uo(y) de dy

vérifie cette méme propriété; et il y a un résultat similaire pour I’équation de la chaleur sur
R/Z.

On en déduit une nouvelle preuve du théoréeme de Cohn et Kumar affirmant 'optimalité
universelle du réseau Z en dimension un.
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1 Introduction

Dans leur article [CK1], Cohn et Kumar introduisent la notion d’optimalité universelle: un
arrangement de points de la sphére SV ou de I'espace euclidien RY est dit universellement
optimal si son énergie d’interaction est minimale pour une vaste classe de potentiels (voir plus
bas).

Paradoxalement, le cas des spheéres est techniquement plus simple: leur compacité permet de se

ramener & des problémes d’optimisation de dimension finie, qu’on peut (en principe) résoudre
a l'aide d’ordinateurs.

A linverse, le probleme analogue dans lespace euclidien RY est étonnamment difficile: il
nécessite de construire des potentiels auxiliaires, qualifiés de “magiques”, vérifiant une infinité
d’égalités et d’inégalités.

Meéme en dimension 1, 'optimalité universelle du réseau Z n’est nullement un résultat trivial,

a cause de la non-convexité des potentiels gaussiens; c’est un des résultats les plus importants
de Plarticle [CK1].

Par ailleurs, Cohn et Kumar conjecturent dans ce méme article que le réseau Eg et le réseau
de Leech sont universellement optimaux en dimensions 8 et 24; cela sera démontré par Maryna



Viazovska et ses co-auteurs [C+2], par une extension des méthodes qui leur ont précédemment
permis de démontrer que les empilements de spheres correspondants étaient de densité maximale
[Via, C+1].

Cohn et Kumar font également remarquer qu’il n’existe pas de réseau universellement optimal
en dimensions 3, 5, 6, 7. Enfin, ils conjecturent [CK1, CK2, CKS| que les réseaux As et
D, sont universellement optimaux en dimensions 2 et 4. Cela impliquerait en particulier que
I’empilement de sphéeres associé a Dy est de densité maximale en dimension 4, un autre probléme
ouvert.

De maniére plus précise, un arrangement de points A dans RY (disons, une union finie non vide
de translatés d’un réseau de RN ) est dit universellement optimal si, pour tout ¢t > 0, I’énergie
d’interaction moyenne

1
li —_ Dy — 1.1
Reoo Vol(B(0, R)) 2 (y—2) (1.1)
z,y€EANB(0,R)

ot ®(z) = exp(—t ||z||*), est minimale parmi tous les arrangements de points de méme densité,

celle-ci étant définie comme
lim Card(AN B(0,R))

R—o0o  Vol(B(0,R))

(1.2)

Formellement, on peut voir ceci comme un probleme d’électrostatique: il s’agit de trouver une
distribution de charges (I’ensemble A) dont ’énergie d’interaction, donnée par la fonction @, est
minimale. Cependant, il difféere des problemes habituels d’électrostatique, tels que ceux étudiés
dans [Fro|, essentiellement par les contraintes mises sur la distribution de charges.

Il y a d’abord une contrainte “4 grande échelle”: la distribution de charges doit remplir tout
I’espace, de maniere suffisamment récurrente — idéalement, de fagon périodique — avec en tout
cas une densité (1.2) bien définie et strictement positive. La charge totale est donc infinie, de
méme que l'énergie totale 3, -, ®(y — x), et seule la quantité limite (1.1) a un sens. Cette
quantité étant définie de maniere asymptotique, tout comme la densité, elle ne donne en elle-
méme aucune information sur I’énergie d’interaction d’une collection finie de charges occupant
une région bornée de 'espace.

Il y a d’autre part une contrainte “a petite échelle”: la distribution de charges, vue comme
mesure de Radon sur RY, doit étre purement atomique, et tous les atomes doivent avoir
la méme masse. La encore, on aimerait pouvoir relaxer cette contrainte ou s’en débarrasser
complétement.

Le but de cet article est de réconcilier les questions d’optimalité universelle avec 1’électrostatique
classique, en présentant une approche pour estimer ’énergie d’interaction gaussienne

/ / exp|—tly — 2] dv(z) dv(y) (13)
RN xRN

ol v est une mesure positive finie quelconque sur RY. L’idée est de considérer cette expression
non pas comme fonction de v (avec ¢ fixé), mais comme fonction de ¢ (avec v fixée), et de
montrer que cette fonction R — R satisfait un ensemble d’inéquations différentielles du second
ordre: c’est la propriété de “J-concavité”.

Je détaillerai cette approche en dimension un, et montrerai qu’elle permet de retrouver le

théoreme de Cohn et Kumar sur 'optimalité universelle de Z, avec quelques améliorations. Et
j’espére bien str que cette approche sera aussi utilisable en dimension plus grande.

L’article est structuré comme suit. D’abord, le chapitre 2 présente la fonction J, qui est la

fonction théta du réseau Z, puis les fonctions auxiliaires o, T,w, p construites & partir de J et
ses dérivées, et quelques-unes de leurs propriétés.



A partir de la, le chapitre 3 introduit la notion de J-concavité, et en présente les principales
propriétés; intuitivement, une fonction J-concave est une fonction “qui ressemble & J” par de
nombreux aspects.

Le chapitre 4 présente les résultats principaux de ’article, exprimés a ’aide de cette notion. Le
chapitre 5 fournit un autre point de vue sur ces théoremes, en montrant comment ils peuvent
se reformuler en termes de I’équation de la chaleur sur R avec condition initiale positive.

Ensuite, au chapitre 6, on montre comment ces résultats passent au quotient sur le cercle
T = R/Z, et redonnent en particulier le théoreme de Cohn et Kumar sur 'optimalité universelle
du réseau Z en dimension un.

Enfin, le chapitre 7 donne une démonstration du théoreme principal (Théoréme 4.1), en utilisant
notamment une idée de Ruelle sur les “potentiels stables”, ainsi qu’une méthode d’interpolation
due a Vaaler, déja utilisée par Cohn et Kumar.

2 La fonction J et les fonctions associées

2.1 La fonction J

Soient 91,12, 13,14 les fonctions théta classiques, voir [WW], § 21.11. Un résultat classique de
Poisson et Jacobi est que la fonction 3 vérifie

2
i 2 exn (Z) 94 (2 ‘ 1
I3(z | 7) = (—ir) eXp<m’7'> 193(7_ 7_) (2.1)
(pour z € C et Sm(7) > 0); voir [WW], exemples 17, 18 du Chapitre VI, page 124, et plus loin
en § 21.51, page 474.

Définissons la fonction J : |0, 00[ — R par

J(z) = Zexp(—wn%) = U3(0,e7 ™) = 93(0 | ix) (2.2)
nez

Elle vérifie, cas particulier bien connu de (2.1), la relation
J(z™Y =227 (2) (2.3)

pour z > 0. On a donc J(x) — 1 quand z — oo, et J(z) ~ =2 quand = — 0. La fonction .J
est infiniment dérivable, et ses dérivées successives J(™ sont données par

J0) (2) = (7)™ Z n*™ exp(—mn’z) (2.4)
nez

ce qui montre en particulier que (—1)™J) (z) > 0, pour tous m > 0 et = > 0.

2.2 Les fonctions o et 7

Notons D l'opérateur de dérivation défini par

d__d (2.5)

Dyl
T d(log x)

si bien que Df(z) = xf'(x). Cette dérivation est “homogene” dans le sens ot elle commute avec
les homothéties et anticommute avec les inversions: pour toute constante A\, on a D{f(A\z)} =



(Df)(Az) et D{f(Nx)} = —(Df)(A\/z). Pour les dérivées homogenes d’ordre
noterai parfois f" au lieu de D™ f. En particulier,

@) = f(2)
(@) = af'(x)
(@) = af'(@) + ()
fP(@) = af' (@) + 32° " () + 2° fP (x)
(@) = af'(x) + 221" (2) + 62° fO) (2) + 2 f D ().
Soient o, 7 : ]0,00] — R les fonctions définies par
azD(logJ):¥, 7_2972(]‘

En dérivant I’égalité log J(z~ ') = %log(:z:) + log J(x) on obtient, pour tout z,

o(z)+o(z™l)=—-1/2
et par ailleurs o(z) = xJ'(z)/J(x) < 0 partout, donc
—1/2<o(z) <0

ou, ce qui revient au méme,

0<-DJ(z) < 2J().

En dérivant maintenant (2.8), on obtient Do (x) = Do(r~1), et comme

_J D2 (DJ)? )

Do 72 =T7—0

on en déduit que 7 vérifie
r(z7™) =1/44 o(z) + ()

ou, plus symétriquement,
(t+0/2)(z7) = (4 0/2)(x).

Lemme 2.1. Pour tout x > 0, on a
(t1+0/2)(x) >0

ou, ce qui revient au meéme,
D2 (x) > —3DJ(z) > 0.

supérieur, je

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

Démonstration. Grace a la relation (2.13), il suffit de traiter le cas > 1. On a alors

J"(x) = 2n° Z n*exp(—mn?z) > 2n? Z n?exp(—mn’z) = —7w.J'(x)
n>1 n>1

et par conséquent
(D2J + :DJ)(z) = 3aJ'(z) + 22" (z) > (3z— rx?)J (z) > 0

ce qu’il fallait démontrer.

(2.16)



Définissons la fonction K = JO @& — jU O gi bien que Do = K /J?. En combinant les
encadrements (2.10) et (2.15), on obtient la

Proposition 2.2. Pour tout x >0, on a
Do(z) = D*(log J)(x) > 0 (2.17)

ou, ce qui revient au méme,

> 0. (2.18)

On voit facilement que o(z) — 0 quand z — oo, et avec (2.8), on en déduit que o(z) —
—1/2 quand * — 0. Avec la Proposition ci-dessus, on en conclut que la fonction o est un
difffomorphisme croissant de ]0, co[ vers ]—%, 0 [

0

-1/8

-1/4

sigma(x)

-3/8

-1/2

1/3 1/2 2/3 1 3/2 2 3
X

On montre également sans difficulté que 7(z) — 0 quand = — oo, et 7(z) — 1/4 quand = — 0.
La fonction 7 n’est pas monotone: on verra plus bas que la fonction w = D7 /Do prend toutes
les valeurs réelles.

Proposition 2.3. Pour tout x > 1, posons y = mx et ¢ = exp(—y). Les expressions

EO =1+ 2(]
Ey = 2qy
Ey =2qy(y — 1) (2.19)

B3 =2qy(y* — 3y + 1)
Ey = 2qy(y® — 6y° + Ty — 1)

vérifient, pour m = 0,1,2,3,4, les inégalités

0< (—1)™J") (@) — By < 3¢ (4y)™. (2.20)



On note que F3 > 0 dans cet énoncé, ce qui montre que JI (z) < 0 pour tout = > 1.

Démonstration. D’apres les formules (2.6), on a

JO(z) =1+ Z 2 exp(—mn’z)

n=>1
JH (2 Z27m z exp(—mn’z) (—1)
n=l1
JE (z Z omn’z exp(—mn’z) (—1 4 mn’x) (2.21)
n=l1
JB (z Z 2mn?x exp(—mn®z) (—1 + 3mnie — (mn’x)?)
n=1
JH Z 2nn’e exp(—mn?x) (—1 4 Tan’z — 6(mn’x)? 4 (7n’z)3)
n=>1

Pour tous n > 2 et x > 1, on a n’z > 4(z +n — 2) et n/2 < exp(n/2 — 1), donc

23(71/2)47r exp(—mn’z) Z exp(—mn’z + 21(n — 2))

n>2 n>2
< Z exp(—dnz — 2r(n — 2)) = e~ 4™ 2(6_2“)"_2
n>2 n>2
—4nx
e 3 _4
T 1 e S 2° "~

ce qui montre que, pour tout a < 4,
S qne q 1oa (2.22)
n>2

Enfin, pour tout ¢ > 47 on a les inégalités 0 <t? — 3t +1<t? et 0 <3 — 612 + Tt — 1 < 13, et

par conséquent
0<> 20" <3¢, 0< D20 (n?y) < 3¢*(4y)
n>=2 n=2

0< > 20" (ny)(nPy — 1) < Y 2¢™ (n*y)? < 3¢"(4y)?
n>2 nz=2

0< Y 20" (nPy)((n%y)? — 3(ny) +1) < D 2™ (n?y)” < 3¢"(4y)°

nz=2 n=2

0.< D24 (n*y)((n°y)* — 6(n*y)” +7(ny) = 1) <D 24" (n°y)* < 3¢ (4y)"

n>2 n>2

ce qu’il fallait démontrer. O

Observons qu’avec les notations ci-dessus, on a toujours I'inégalité
g < (ex)™ (2.23)

(qui équivaut & e*~! > x). En la combinant avec I’hypotheése = > 1, on retrouve la majoration
évidente ¢ < e™ ™, et on obtient plus généralement

qy® < e "m” (2.24)

pour tout réel a < 7. J'utiliserai cette majoration a de nombreuses reprises dans la suite de ce
chapitre.



Lemme 2.4. Pour tout x > 1, on a
D (log J(z) < 0 (2.25)
ou, ce qui revient au méme,

< 0. (2.26)

Démonstration. Posons A = JZ(x)JW(2) — (JB(2))2. 11 est évident que A < 0si JH(z) < 0;
je supposerai donc J4 (z) > 0 dans ce qui suit. Des inégalités
0< JB(x) < Bz + 484"y
0 < JW(2) < By + 768"y
on déduit
JE (@) JW (1) < ByEy + By - 768¢"y* + 48¢%y? - By + 48¢ % - 768¢"y*
< BBy + 2qy* - T68¢™y" + 48¢™y® - 2qy* + 48 - 768¢°yCe 3T
et donc
JE () T8 (2) — ByEy < ¢®y5(2- 768 + 48 - 2 4 48 - 768 ™) < 1635¢°y5
D’autre part —JB(2) > E3 > 0 entraine (JI¥(2))? > E?, et donc

A < ByEy — F2 +1635¢°y°

Enfin,
BBy — B3 = (2 2[ Y —6y* + Ty —1) — (y° — 3y +1)°
= (2q9)*y(=2+2y —¢*) < —2¢°y°
et donc
A < =2¢°y° +1635¢°y® = ¢°y°(—2 + 1635¢%y) < ¢°y°(—2+ 1635me ") < 0
(en utilisant (2.24) avec a = 1/3), qui est I'inégalité cherchée. O

2.3 Les fonctions w et p

Puisque la fonction Do ne prend que des valeurs strictement positives, on peut définir les
fonctions w, p : ]0,00[ — R par

Dr Jhol yBl _ g yl2] DK

YT Dy T g —gmyn . K D(log K) (2.27)
Ji2l g2l — y0 yi3]
P=T 0= TRl R — g (2.28)
et ces deux fonctions sont liées par les relations
p I = 2 (2.29)
p It = . (2.30)

Des relations (2.8) et (2.13) on déduit Do(z~1) = Do(z) et D(1+0/2)(z7!) = —D(7 +0/2)(x)
pour tout = > 0, et donc w, p vérifient

w(z)+wEz™h=-1 (2.31)
(p—w/4) (") = (p — w/4) (). (2.32)



Proposition 2.5. Pour tout x > 0, on a

Duw(z) = D*(log K)(z) < 0 (2.33)
ou, ce qui revient au meéme,

JOz)  JW(z) JE(2)

JW(z)y JB(@=) JBl@)] < o. (2.34)

JR()y JBlz) JH(2)

Démonstration. On a Dw = D(DK/K) = (KOKP — KK /K2 et

KO g el — (g1l g2l y ] gy plo0 el — g 21yl — ( glo] y181 — y jl21)2
= JUOV( g0l 121 g1l o g1 12 7131 j12] 7121 y12) 5101 7131 7131 ] 7] 4l

(identité de Sylvester) et donc, pour tout z > 0,

J() JO () JW(@) JB(x)
Dw(x) = K2(2) JW(z) JEz) JBl(2) (2.35)
IRl (z) JBlz) JH(2)
ce qui montre 1’équivalence des deux inégalités de 1’énoncé.
D’autre part, la relation de symétrie (2.31) implique, pour tout x > 0,
Dw(z™h) = Dw(x) (2.36)
et il suffit donc de traiter le cas x > 1. On a alors, d’aprés le Lemme 2.4,
JE () JBl(x)
o) i) < °
ce qui, avec 'identité de Sylvester
JOU ) J0(2) TP (2)
TR (@) |70 (@) TP () JE) ()| =
TP @) T () TW(2)
JO@) JU@)| NI @) T8 @)]  [I () B () 2
JW(z)  JB(2) JBl(z) JW () JE () JBl(x)
entraine 'inégalité (2.34). O

Il est facile de voir que w(z) — —oo quand  — oo et d’en déduire, avec (2.31), que w(z) — oo
quand z — 0. Avec la Proposition ci-dessus, on en déduit que w est un difféomorphisme
décroissant de 0, co[ vers R.

La Proposition 2.5 affirme que 7(t) peut s’écrire comme fonction (strictement) concave de o(t) ;
de maniere précise, la fonction 70 o7 : ]—%,0[ — R est concave, avec une dérivée seconde
partout non nulle. En particulier, le graphe de cette fonction, c¢’est-a-dire ’ensemble des points

[Jgtg] pour t > 0, est en-dessous de chacune des ses tangentes, ce qui donne la



Proposition 2.6. Pour tous x,y > 0, on a

m(y) Sw(z)o(y) + plz) (2.37)
ou, ce qui revient au méme,
TP(y) < w(@) M (y) + p(x) T (y) (2.38)
ou encore S0 (@) S (@) e @)
JW(z) JP@) JBl(z)| <0 (2.39)
JOly) - TM(y)  TPl(y)

avec €galité si et seulement si x = y.

De plus, ces tangentes sont strictement au-dessus des deux points limites du graphe, a savoir
les points [ 1/2

B /1 ] et [8], ce qui montre que
p(x) >0 (2.40)
pour tout x > 0.

Démonstration. Les arguments géométriques ci-dessus sont suffisants, mais en voici une autre
présentation avec des formules. Fixons x > 0, et considérons la fonction f :]0,00] — R définie
par f(y) = 7(y) — w(x)o(y) pour y > 0. On voit que f(x) = p(x), et la derivée homogene

Df(y) = D1(y) —w(@)Do(y) = Do(y) - (w(y) — w(x))

est strictement positive pour y < x et strictement négative pour y > x. La fonction f est donc
strictement croissante jusqu’en z, et strictement décroissante ensuite. En outre, elle tend vers
0 & Uinfini. Il en résulte que p(z) est strictement plus grand que 0 et f(y) pour tout y # z. O

On montre de méme le fait suivant: pour tous a, b réels, on a les équivalences

JA <q 1 pl0 s 7<ac+b = b> p(w_la). (2.41)

Voici quelques valeurs numériques (et les valeurs limites) des fonctions J, o, 7, w et p:

z | J() o(z) 7(x) w(z) plx)

0 00 —1/2 1/4 00 00
1/3 | 1.732330 | —0.498479 | 0.261292 | 6.305878 | 3.404641
1/2 | 1.419495 | —0.476620 | 0.350139 | 3.088622 | 1.822239
2/3 | 1.246749 | —0.416829 | 0.475597 | 1.414134 | 1.065048

1 | 1.086435 —1/4 0.536158 -1/2 0.411158
3/2 | 1.017967 | —0.083171 | 0.308768 | —2.414134 | 0.107981

2 | 1.003735 | —0.023380 | 0.123519 | —4.088622 | 0.027929

3 | 1.000161 | —0.001521 | 0.012813 | —7.305878 | 0.001702
00 1 0 0 —00 0

10



2.4 Autres inégalités sur w et p
Lemme 2.7. Pour tout x > 1, posons y = nx et ¢ = exp(—y). On a les inégalités
0 < JVz)J(z) — EgEy < 53¢%y%,  0< (JM2)? — B < 49¢°°
0< (JP2)2 - E2 <193¢%y,  0< JW(2)JB () — BLE3 < 409¢°y
0 < —J(z) B () — By 0 < —JM(2) I (2) — By By <121¢%°
et done, en posant U = J2 g2 — jll B ¢ v = Ol j2I — jl0l B8]

|K () —2qy(y — 1 —2¢)| <53¢"y?,  |U(x) — 4¢%y°| < 409¢°y*
[V(z) — 2qy(y® — 3y + 1 + 2q — 4qy)| < 209¢"y°

Démonstration. Soit x > 1. Pour tout m tel que 0 < m < 3, on a
Ep < (—1)"J"(@) < B + 3¢ (49)™

ou les F,, vérifient
0< Ep <0™ 4 2qy™.

Donc, si m,n sont des entiers tels que 0 < m,n < 3, on a
EmE, < (=)™ (@)J () < BBy + Ep -3¢ (49)" + 3¢* (49)™ - En + (3¢")*(4y)™ "
cest-a-dire que la quantité A,,, = (—1)™*t"Jm(2)J" (2) — E,, B, vérifie
0 < Apn < 3¢ [En(4y)" + (4y)" En + 3¢ (4y)™ "]
3¢" [(0™ + 2qy™) (4y)" + (0" + 2qy™) (4y)™ + 3¢" (4y)™*"]
3q4 [O ( y) +On(4y) ] +6q5 m-—+n [4m +4TL + %e—3W4m+n]

INININ

et on en déduit aisément les inégalités du Lemme. O

Lemme 2.8. Pour tout x > 1, on a les inégalités

2(rz)?
> e 2.42
o) > 2T (2.42)
1
5 < —w(r) < —2. (2.43)

Démonstration. Définissons comme plus haut y = 7z et ¢ = exp(—y), et les fonctions U et V,
si bien que p = U/K et w = —V/K. Comme la fonction w est décroissante, on a w(z) < w(l) =
—1/2.

Ensuite, par le Lemme 2.7, on a

(y — DU (z) — 2qy°K () > (y — 1)(4¢°y® — 409¢°y") — 2qy*(2qy(y — 1 — 2q) + 53¢*y?)
=46’ ((y — 1) — (y — 1 — 29)) — ¢°y*(409(y — 1) + 106)
> 8¢°y® — 409¢°y° = ¢*y* (8 — 409¢%y?)
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qui est positif, car qy < me™" < 1/8/409. Ceci démontre que p(x) > 2qy%/(y — 1). Enfin,

V(z) = (y —2)K(z) < 2qy(y* — 3y + 1 + 2q — 4qy) + 209¢*y°
— (y — 2)2qy(y — 1 — 29) + 53¢"y’
= —2qy(1 + 2q + 2qy) + 262¢"y>
= —2qy[1+ 2¢ + qy(2 — 131¢°y)]

qui est négatif, car ¢’y < me~2" < 2/131. Et ceci démontre que —w(z) <y — 2. O

3 La propriété de .J-concavité

3.1 Définition

La concavité, au sens ordinaire, d’une fonction f : I — R, ou I est un intervalle de R, peut se
caractériser comme suit: f est concave si et seulement si, pour tous x,¥y, z dans I, on a

1 1 1
r<y<z = | x y z | <0. (3.1)

fx) fly) [f(2)

En effet, ce déterminant s’interprete comme le double de la surface algébrique du triangle de
sommets [ fév)]’ [ ngy)], [ f(zz)] dans R?, et la négativité du déterminant signifie que ce triangle
tourne dans le sens indirect. Des conditions de forme similaire & (3.1) ont été examinées par de
nombreux auteurs, notamment Valiron [Val].

La J-concavité est une propriété qui concerne uniquement les fonctions |0, oo[ — R, et se définit
d’une maniere analogue:

Définition 3.1. Une fonction f :]0,00[ — R est dite J-concave si, quels que soient les réels
z,y,2,A >0, on a
J(x)  Jy)  J()
r<y<z = |DJ(z) DJ(y) DJ(z)| <0. (3.2)
fQz)  f(Ay)  f(Az)

Clairement, la somme de deux fonctions J-concaves est J-concave, de méme que le produit
d’une fonction J-concave par une constante positive. On voit également qu’une limite simple
de fonctions J-concaves est encore J-concave.

La caractérisation suivante nous sera utile:

Proposition 3.2. Une fonction f :]0,00[ — R est J-concave si et seulement si, quel que soit
le réel A > 0, la fonction u : ]—%,O[ — R définie implicitement par

-5

(3.3)

pour x > 0, est concave.

Démonstration. Comme on 1’a vu au chapitre 2, la fonction o = DJ/J est un difféomorphisme
croissant de R vers l'intervalle ]—%,0[. La fonction u est donc bien définie, pour tout A > 0
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donné. On note que, pour tous z,y,z > 0,

1 1 1
20 48 20 |sbs %
I T y 2)| = | J(=) J(y) J(z)
TOIDIE |10 f0w) £ e w49
f( ZL') f( y) f( Z) J(@) J(y) J(2)

1 1 1

= | z* y* z*

ou z*,y*, z* sont les images de x,y, z par 0. On a donc ’équivalence

J)  Jy)  J(2) 1 1 1
DJ(x) DJ(y) DJ(2)|<0 <— | z* y* z¢ | <0
fQx)  f(Ay)  f(Az) u(@*) u(y*) u(z)
et on conclut facilement. O

La Proposition ci-dessus implique en particulier que toute fonction J-concave est continue. Un
autre corollaire en est que la borne inférieure de deux fonctions J-concaves est J-concave, comme
c’est le cas pour la concavité usuelle.

3.2 Propriétés des fonctions J-concaves

Proposition 3.3. Pour toute fonction J-concave f :]0,00] — R, et quels que soient les réels

z,y,2,A\ >0, on a » @) B
Iy . flx) Sz
sy = g mn{ J0 G-

(3.4)

Démonstration. D’aprés la Proposition 3.2, pour tout A > 0 on peut trouver une fonction
concave 1 : ]—%, 0[ — R telle que

pour tout ¢t > 0. On a alors f(z)/J(A\x) = u(z*), ou 2* = o(Az). Définissons de méme y* et z*.
Comme o est croissante, on a z* < y* < z*%, et par conséquent

u(y") > min{u(a"), u(=")}
puisque w est concave, ce qui est I'inégalité cherchée. O

Il est évident que si une fonction f : ]0,00[ — R est J-concave, alors pour tout A > 0 la fonction
x — f(Ax) est aussi J-concave. Mais la J-concavité est également préservée, d’une certaine
maniere, par les inversions:

Proposition 3.4. Si une fonction f : ]0,00] — R est J-concave, alors la fonction g(x) =
:E_1/2f(l‘_l) est également J-concave, et réciproquement.

Démonstration. D’apres (2.3) et (2.8), la fonction J vérifie, pour tout = > 0,

J(@) = J(@Y)/Vz, DJ(z)=—(DJ+J/2)(x"")/Va.
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Supposons que f soit J-concave. Pour tous z,y,z,A > 0 avec z < y < z, on a

J@ ) Jy— )
Jx)  Jy)  J(2) . i o @—ﬁ )
DJ(x) DJ(y) DJ(z)| = _( J+{g)(r ) _( J+{g)(y ) ( J+{g)(z )
9Qx)  9y) - 9(A2) Fel /N S~/ =1

I N A
z y_ €T
VAZYZ |10y Fu ) )

qui est négatif puisque 271 < y~! < 27!, ce qui montre que g est J-concave.

Et bien sir, on a aussi la réciproque, vu le caractére symétrique de la relation entre f et g. O

On a un fait similaire pour la concavité usuelle: si une fonction f : ]0,00[ — R est concave,
alors la fonction g(z) = xf(z~') est concave, et réciproquement.

Proposition 3.5. Toute fonction J-concave est positive et décroissante.

Démonstration. Soit f une fonction J-concave, et des réels y > 0 et 6 > 1.

Pour tout x > 0, on a
J(x/0)  J(x)  J(z6)
DJ(x/0) DJ(x) DJ(z0)
/o) fly)  fyo)

<0

c’est-a-dire
J(x)  J(x0) J(x/0)  J(x0)
Fy/9) ‘@J(az) @J(a:&)‘ —fw) ‘@J(g;/o) D.J(26)
J(z/0)  J(x)
+f (ye)'m(x/e) D.J(x)

J(x) o(z0)—o(x)
J(x/0) o(x0) — o(xz/0)

J(x) o(x)—o(x/0)

J(z0) o(x0) —o(z/0)
Remarquons que les deux quantités A\ (z) = % et \a(x) = % sont strictement
positives et que leur somme vaut un. De plus, par ie Lemme 3.6 ci—cgessous, le quotient

AM(z)  o(x0) —o(x)

Ao(z)  ofx) —o(x/9)
tend vers co quand x — 0, et vers 0 quand x — oc.
Faisons d’abord tendre 2 — 0 dans I'inégalité (3.5): on a alors J(z)/J(z/0) — 0~/%, A\ (z) — 1,
J(x)/J(x0) — 62 et Ao(x) — 0, et il vient

fly) = fy/0)0~/2. (3.6)

En prenant maintenant la limite z — oo, on a cette fois J(x)/J(z/0) — 1, A\i(z) — 0,
J(x)/J(x0) — 1 et Aa(x) — 1, et il vient

fly) = f(yh). (3.7)

Pour résumer, et en changeant de notations, nous avons démontré que la fonction f satisfait,
pour tous x,y > 0,

fly) = f(y/9) + f(y0)

(3.5)

r<y = f(z)=fy) = fl@)Vz/y (3.8)

ce qui montre bien que f est décroissante et positive (et continue, mais on le savait déja). O
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Une autre conséquence de l'encadrement (3.8) est que si f s’annule en un point, alors f est
identiquement nulle. Autrement dit, une fonction J-concave non triviale est partout strictement
positive.

Notons que si f est de classe C*, la propriété (3.8) revient & dire que
0<-Df < f/2 (3.9)
ce qu’on pourra comparer avec (2.10).

Lemme 3.6. Pour tous © > 0 et 0 > 1, il existe un réel y tel que x/0 <y < x0 et

o(xf) —o(x)

log o(2) — o (@/0) =log(0) - (w — 20)(y). (3.10)

Démonstration. D’apres (2.11), on a D(log Do) = D?0/Do = w — 20; notons Cy et Cy le
minimum et le maximum de cette fonction sur 'intervalle [x/6, z6).

Pour tout z tel que /0 < z < x, on a

log 6 @20.
log Do (20) —log Do(z) = / ——(zexps)ds
0 Do
et
log 0 D2O'
C’llogﬁé/ —(zexps)ds < Cylogh
0 DO-
et donc Do (28
exp(Cylog ) < @UU((ZZ)) < exp(Cylog ). (3.11)

Par ailleurs, on a
log 6
o(xf) —o(x) = / Do(zexps)ds
0
log 6
o(x) —o(x/0) = / Do(x0 L exp s) ds
0

ce qui, avec I'encadrement (3.11), implique

o(zf) — o(x)
o(x) —o(x/0)

et on conclut facilement. O

exp(C1 log ) < < exp(Cq log 0) (3.12)

3.3 Caractérisation en classe C?

Proposition 3.7. Une fonction f :]0,00[ — R de classe C? est J-concave si et seulement si,
pour tous x,y > 0,

FPUy) < w(@) M(y) + pla) F10y) (3.13)
ou, ce qui revient au méme,
JO () JW(@) JB(x)
JW(z) JE(2) JBl(z)| <0. (3.14)
Oy M) Py
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Démonstration. Soit f :]0,00[ — R une fonction de classe C2. Pour tout A > 0, considérons la
fonction u = uy : ]—%,0[ — R définie par (3.3), et qui est évidemment aussi C?. En dérivant
la relation (3.3) on obtient, pour tout z > 0,

Do(x) - u'[o(x)] = T2(2) (3.15)
ol on a posé
G(z) = fO2) T 2) — fOO2) T (2) = J(2) - [fU2) - FO02)0(2)] (3.16)
et comme Do = K/J2, il vient
u[o(2)] = g((i)) . (3.17)

En dérivant cette derniere relation, on obtient

_ DG-K-G-DK, . DG —Gw

Do(z) - u'[o(w) @) = @)

(3.18)

ce qui montre que la condition u”[o(z)] < 0 équivaut & (DG — Gw)(z) < 0.
On a DG(z) = J(z) - [ (\z) — fl(A\z)7(2)] et par suite

(DG = Gw)(@) = J() - [fA0) = fOO)7(2) - FIA)w(@) + I )o(2)w()
et donc, la condition u”[o(z)] < 0 équivaut a
FB0z) = fUOw)w(x) - O ()p(e) <O0. (3.19)

La J-concavité consiste a demander que cette condition soit satisfaite pour tous x, A > 0, et
ceci est clairement équivalent & la condition (3.13). O

Proposition 3.8. La fonction J est J-concave.

Ceci découle immédiatement de la comparaison des Propositions 2.6 et 3.7. On peut également
combiner (2.41) avec la Proposition 3.7 pour obtenir le résultat plus précis suivant:

Proposition 3.9. Une fonction f :]0,00[ — R de classe C? est J-concave si et seulement si,
pour tous a,b réels tels que J& < aJV +bJ0 on o fI2 < afltl + bfl0l

4 Enoncé du théoréme principal
Théoréme 4.1. Soit u une mesure positive finie sur R telle que
/ cos(Ax) du(z) =0 (4.1)
R

pour tout A réel. Alors, la fonction Gu :]0,00[ — R définie par

(G)(t) = [ exp(~ta®) du(z) (4.2)

R

est J-concave.
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La condition (4.1) revient a dire que Re i > 0, ou la fonction /i : R — C est la transformée de
Fourier de u, définie par

at) = /Rexp(—27rz'tx) du(z) . (4.3)

Si v est une mesure positive finie quelconque sur R, notons (=) la mesure “réfléchie” autour
de 0, c’est-a-dire la mesure image de v par la symétrie x — —x sur R. Alors le produit de
convolution p = (=) % v est une mesure positive finie sur R, de type positif car sa transformée
de Fourier fi = ]ﬁ]2 est positive, et on déduit du Théoréme ci-dessus les deux résultats suivants:

Théoréeme 4.2. Pour toute mesure positive finie v sur R, la fonction

t — //RZ exp[—t (y — z)?] dv(z) dv(y) (4.4)

est J-concave.

Théoreme 4.3. Pour tout n > 1 entier, et x1,xo,...,x, réels, la fonction
n n
t — Z Z exp[—t (v4 — 27)?] (4.5)
j=1k=1

est J-concave.

Soit $(R,C) l'espace de Schwartz (complexe) des fonctions R — C infiniment différentiables
et qui décroissent rapidement a l’'infini ainsi que toutes leurs dérivées. Son dual topologique
§'(R,C), c’est-a-dire ’ensemble des formes C-linéaires continues sur §(R,C), est I'espace des
“distributions tempérées” (complexes) sur R.

Les éléments positifs de 8'(R, C), c’est-a-dire les formes linéaires sur §(R, C) qui prennent une
valeur réelle positive sur toute fonction de Schwartz réelle positive, sont les mesures de Radon
réelles positives qui sont “tempérées”, c’est-a-dire pour lesquelles la masse de l'intervalle [N, N]|
est majorée par une puissance de N. Ceci inclut bien sur les mesures positives finies sur R,
mais aussi beaucoup de mesures infinies intéressantes, telles que les “peignes de Dirac”

comb(a) = Z dirac(an) (4.6)
nez

ou « est réel strictement positif, et plus généralement toutes les mesures de Radon positives
périodiques.

La transformation de Fourier est bien définie sur 8'(R,C), voir par exemple le Chapitre 4 de
[KG], et la transformée d’une distribution tempérée est encore une distribution tempérée. Et,
en restriction aux distributions tempérées paires, c’est-a-dire symétriques par rapport a 0, la
transformation de Fourier est involutive. On a alors le résultat suivant:

Théoréme 4.4. Soient p et i deux distributions tempérées sur R, paires et réelles positives,
et qui sont transformées de Fourier l'une de lautre. Alors, les fonctions Gu,Gf : 10,00 — R
définies par

(Gu)(t) = / exp(—t2?) dy(z)

R

(Gi)(t) = | expl—ta) di(o)
sont liées par la relation
T 2
(Gi)t) =[5 (@) (F) (4.7)

et sont J-concaves.
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Démonstration. Pour tout t > 0, définissons la fonction f; : R — R par f;(z) = exp(—tx?). Ces
fonctions sont dans I’espace de Schwartz, et dépendent contintiment de ¢, donc les mtegrales
qui apparaissent dans I’énoncé ont un sens, et définissent des fonctions Gu, Gfi continues.
Comme on le sait, la transformée de Fourier de f; est

fiw =[5 e (-T5) =\ [ feu@ (48)
= [ te) i) = /R ) duta) = [T - (@t )

qui est la relation cherchée entre Gu et Gji. Avec la Proposition 3.4, elle montre que la J-
concavité de Gu équivaut a celle de Gi.

et donc

Pour tout € > 0, la mesure p. = f.-p est une mesure positive finie, et sa transformée de Fourier
fE * [i est réelle positive puisque fE et i sont réelles positives. On peut donc lui appliquer
le Théoreme 4.1, qui nous dit que la fonction Gu, est J-concave. Mais d’autre part,

(Gt / fol@) duc(e / fol@) folr) dp() = (Gu) (e +1)

ce qui montre en particulier que les fonctions Gu, convergent simplement vers Gu quand € — 0.
Et comme on I’a vu au chapitre précédent, une limite simple de fonctions J-concaves est encore
J-concave; on en conclut que Gu est J-concave. O

Ce Théoreme est donc essentiellement équivalent au Théoreme 4.1, mais cette nouvelle formu-
lation présente plusieurs avantages. D’abord, elle montre clairement les roles symétriques joués
par u et 1. Ensuite, elle englobe les mesures de masse infinie, et tout particulierement les
peignes de Dirac (4.6) qui sont “optimaux” pour la propriété de J-concavité.

En effet, pour y = comb(a) avec o > 0, on a ji = o~ comb(a™!) et

_ 2 2\ _ 2

= Zexp(—tn a) = J(ta® /). (4.9)

neL

Or, les fonctions de la forme ¢ — aJ(bt) sont trés particuliéres parmi les fonctions J-concaves:
en un sens, elles jouent le méme role que les fonctions affines parmi les fonctions concaves.
Concretement, elles réalisent ’égalité dans l'inégalité de quasi-concavité (3.4), pour A bien
choisi.

5 Lien avec ’équation de la chaleur sur la droite

Pour tous t > 0 et x réel, notons

gt(x) = \/21_7Ttexp(—$—) (5.1)

la densité de la loi gaussienne centrée de variance t.

Soit v une mesure positive finie sur R. Pour tout réel ¢ > 0, définissons la fonction u; : R — R
par u; = g x v, et notons u : R x ]0,00[ — R la fonction définie par u(z,t) = w(x), i.e.

u(z, t) = w(x) = /Rgt(a: —y)dv(y) = \/% /Rexp [—%] dv(y) (5.2)
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Comme on le sait bien, cette fonction u est infiniment différentiable et vérifie ’équation de la
chaleur

ou 10%

ot 2 0922
En outre, les fonctions u; sont positives et intégrables, d’intégrale ||v||, et convergent vers v
quand t — 0 au sens des distributions.

(5.3)

Il serait tentant de dire que cette fonction u est “la solution” de I’équation de la chaleur (5.3)
avec condition initiale v. Cependant, les questions d’unicité pour I’équation de la chaleur sur R
sont assez subtiles, méme pour une condition initiale tres réguliére, et nécessitent de spécifier
précisément dans quel espace fonctionnel on cherche la solution [Can, Wid]. Je contournerai ces
difficultés en disant que la fonction u donnée par la formule (5.2) est “la solution canonique”
de ’équation de la chaleur sur R avec condition initiale v.

%fféfﬂ{ x_fy—”x;”ﬂdwwdwa

Pour tout ¢t > 0, on a

(5.4)
Ly [ )
= ont //Rz [ 2 > ] eXp[ n | W)
ce qui montre que la fonction u; est de carré intégrable, avec
y)?
et dr = d d
()Mﬂwm%m I auty) () -

\/iﬁ (G“)<41t>

= \/ﬁ/ReXP _E) dp(w) =

ol on a posé = v(7) % v, D’aprés le Théoréme 4.2, la fonction G est J-concave, et d’apres la
Proposition 3.4, il en est de méme pour la fonction €. Nous avons ainsi établi le

Théoréme 5.1. Soit v une mesure positive finie sur R, et u : R x ]0,00] — R la solution
canonique (5.2) de l’équation de la chaleur sur R avec condition initiale v. Alors, la fonction
d’énergie € : ]10,00[ — R de cette solution, définie par

E(t) = /Ru(x,t)2 dx = //R2 g2t(z —y) dv(y) dv(z) (5.6)

Bien sur, ce Théoreme n’est pas autre chose qu’une reformulation du Théoreme 4.2 dans le
langage de I’équation de la chaleur. L’hypothese essentielle ici est que la condition initiale est
positive.

est J-concave.

6 Enoncés analogues sur le cercle

Pour tous t > 0 et = réel, notons

H(z,t) = Hy(x) = Zexp[—t(:n + n)2]
(6.1)
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Pour ¢ fixé, la fonction H; : R — R est 1-périodique, et on peut donc aussi la considérer comme
une fonction T — R, ou T = R/Z. Sa valeur moyenne est /7 /t, et

0 < Hy(z) < Hy(0) = J(t/). (6.2)

On peut se demander ce que devient le Théoreme 4.4 en restriction aux mesures p qui sont
invariantes par les translations entieres. Une telle mesure p est entierement déterminée par
sa restriction & une période, par exemple Uintervalle [0, 1[, et peut donc étre vue comme une
mesure positive finie sur le cercle T = R/Z. En outre, dans ce cas, la transformée de Fourier fi
est une mesure portée par Z, qu’on peut identifier a une fonction sur Z. Finalement, on obtient
le résultat suivant:

Théoréme 6.1. Soit pu une mesure positive finie sur T = R/Z, paire, et i : Z — R une
fonction positive bornée paire, qui sont transformées de Fourier l'une de lautre. Alors, les
fonctions Hu, Gl : 0,00 — R définies par

sont liées par la relation
. 7T T
(Gt = /5 - (Hw) (%) (6.3)
et sont J-concaves.

Comme plus haut, on peut appliquer ce résultat aux mesures de la forme p = v s v, ot v est
une mesure positive finie sur le cercle, et il vient:

Théoréme 6.2. Pour toute mesure positive finie v sur T, la fonction

t — / Hi(y — z)dv(z) dv(y) (6.4)
T2
est J-concave.
Théoréeme 6.3. Pour tout n > 1 entier, et x1,x2,...,x, €éléments de T, la fonction
n n
t— > > Hyzy, — ) (6.5)
j=1k=1

est J-concave.

Comme précédemment, on peut reformuler ces résultats dans le langage de ’équation de la
chaleur. Pour tous t > 0 et x réel, définissons

1
ha(w) = == H (
t() V2t
Comme on le sait, ces fonctions h; : T — R constituent le “noyau de la chaleur” sur T, dans le
sens suivant. Si v est une mesure positive finie sur T, définissons pour tout ¢ > 0 la fonction
ug : T — R par uy = hy * v, et notons u : T x ]0,00[ — R la fonction telle que u(x,t) = w(x),
c’est-a-dire

1

z, 2—t> = 93(ra | 2rit) (6.6)

ul(, t) = u(w) = /T ol — ) du(y) = V;_ﬂ /T H(z —y, o) duly) (6.7)
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alors w est infiniment différentiable et vérifie ’équation de la chaleur (5.3) sur T x ]0,00[. En
outre, les fonctions u; sont positives, de moyenne ||v||, et convergent vers v quand ¢ — 0 au sens
des distributions. Il n’existe pas d’autre fonction vérifiant ces conditions, ce qui permet de dire
que (6.7) est la solution de I’équation de la chaleur sur T avec condition initiale v.

De la formule
= //T2 he(z — y)he(x — 2) dv(y) dv(2) (6.8)

on déduit que, pour tout ¢ > 0,

E(t) :/ut(a:)%ix://Tz dz/(y)dy(z){/ht(x—y)ht(x—z)dx}
//Tzht*ht —y)duly) du(z //Tzhgtz— ) dv(y) dv(2)
_ \/E//TH z—y,—)du(y)du(z)

m &) dintw) = ﬁ () ()

ot on a posé 1 = v(7) x v, D’apres le Théoreme 6.1 ou le Théoreme 6.2, la fonction Hy est
J-concave, et d’apres la Proposition 3.4, il en est de méme pour la fonction €. Nous avons ainsi
établi le

(6.9)

Théoréme 6.4. Soit v une mesure positive finie sur T, et u : T x ]0,00[ — R la solution
(6.7) de l’équation de la chaleur sur T avec condition initiale v. Alors, la fonction d’énergie
€ :]0,00] — R de cette solution, définie par

&) = /Tu(x,t)2 dx = //T2 hot(z — y) dv(y) dv(z) (6.10)

est J-concave.

Granularité. Soit v une mesure positive finie sur T. On définit sa granularité gran(u) de l'une
des manieres suivantes:

gran(u) = (V) x 1) {0} = (v @ v)(A)

// 1a(z,y) dv(z) dv(y) = /Tv{w}d’/(x) (6.11)
= Z y{x}

z€eT

ot A = {(z,y) € T? : z = y} est la diagonale dans T2, et 1A sa fonction caractéristique. Bien
str, la granularité est nulle si et seulement si la mesure est sans atome.

Cette quantité apparait dans le bien connu lemme de Wiener, qui affirme que

2n+1 k;n |’9(k‘)‘2 — gran(y) (6.12)

quand n — oco. Cela se voit facilement, en notant d’abord que ‘19(/4:)|2 = [(k), ou pu = v(5) x
puis en écrivant

1 L
o+ 1 k;nﬂ(k‘) = /1an(w) dp(w) = //TZ Dy(y — x)dv(x) dv(y) (6.13)
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ou D, est (essentiellement) le noyau de Dirichlet

1
2n+1

n

Z exp(2mikx) =

sin(2n + )7z

Dy (z) = —_—
(z) (2n+ 1)sinmz

(6.14)
Quand n — oo, les fonctions D,, convergent simplement vers 1;p, sur le cercle, et de fagon
dominée, ce qui donne le résultat (6.12).

Des arguments similaires donnent le comportement asymptotique de la fonction d’énergie (6.10)
quand t — 0 et t — oco. Pour ¢ petit, les fonctions V4t - hgy convergent simplement vers iy
sur le cercle, et de fagon dominée, donc /47t - €(t) — gran(v) quand t — 0. Pour ¢ grand, les
fonctions hgy convergent uniformément vers 1, donc &(t) — ||v||* quand t — co. Ces estimations
asymptotiques, combinées avec la propriété de J-concavité, conduisent a une minoration globale
de la fonction d’énergie:

Théoréeme 6.5. Pour toute mesure de probabilité v sur T de granularité non nulle, la fonction
d’énergie (6.10) vérifie

£t) > J[(gé%)z] (6.15)

pour tout t > 0.

Démonstration. Posons g = gran(v) > 0, et soit ¢ > 0 quelconque. La fonction d’énergie € est
J-concave, par le Théoreme 6.4, et il en résulte, par la Proposition 3.3, que

o )> mm{ f<(;3> ’ j&)}

J (At
pour tous A, s,u > 0 vérifiant s < t < u. En faisant tendre s — 0 et u — 00, on obtient

f(&g) > min{g\/g, 1} (6.17)

quels que soient A, ¢ > 0. Enfin, en prenant A = 47/¢2, on obtient I'inégalité cherchée. O

(6.16)

On démontre de méme le résultat suivant, plus général:
Théoréme 6.6. Soit v une mesure de probabilité sur T, et € la fonction d’énergie (6.10). On
suppose qu’il existe X\, s > 0 tels que E(s) = J(As). Alors E(t) = J(At) pour tout t > s.
Pour tout entier n > 1, et tous x1,...,z, éléments de T, la mesure
dirac(zy) + - - - + dirac(zy,)
n

UV =

est de granularité au moins 1/n, avec égalité si les points sont distincts. En appliquant le
Théoreme 6.5 a cette mesure, on obtient le résultat suivant, qui est une reformulation du
théoreme de Cohn et Kumar [CK1] affirmant 'optimalité universelle du réseau Z en dimension
un:

Théoréme 6.7 (Cohn-Kumar). Pour tout n > 1 entier, et x1,...,x, éléments de T, on a
n n
SO haylag —aj) > nJ(dmnt) Z Zh%(— - —> (6.18)
j=1k=1 j=1k=1

quel que soit t > 0.

En effet, si on considére 'arrangement 1-périodique de points de R dont la projection sur T
est I'ensemble {x1,...,2,} (ou plutét le multi-ensemble, si on autorise certains des z; a étre
égaux), son énergie d’interaction gaussienne est, & normalisation pres, » ik hot(x, — x5) ;5 et le
résultat ci-dessus affirme que cette énergie est minimale quand les points x; sont régulierement
espacés sur T, c’est-a-dire quand leurs préimages sur R forment un réseau (ici, de densité n).
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7 Démonstration du théoreme principal

7.1 Les fonctions R,
Pour tous s > 0 et x réel, définissons
R, (z) = exp(—msz?) (=2t + (1 — w(s))wsz? + p(s)). (7.1)
De maniere générale, la transformée de Fourier d’une fonction (de x) de la forme
exp(—msz?) (A(nsz?)? + B(nsaz®) + C)
ou A, B, C sont des constantes, est la fonction

s V2 exp(—na?/s) (A (xa?)s)? + B'(7a?/s) + C")

avec e
B'=-3A-B (7.2)
C'=3A+1iB+C
On a donc
o) = 57 e ( ) [(T2)" 4 2+ w) () + (4 - Jets) + 0(9)]
=3 1/2exp<_7T_x2> [_ %2>2 n (1 _w(s_l)) %2 —I—p(s_l)] (7 3)

d’apres (2.31) et (2.32). En particulier, la fonction R; est égale a sa transformée de Fourier.

D’autre part, j’affirme que les fonctions R satisfont

Z Rs(n) = ZnRs(n) = Z Rl(n) = ZnR;(n) =0. (7.4)

nez nez nez nez

Les identités >, nRs(n) = >, R.(n) = 0 découlent immédiatement de la parité des fonctions
Rs. En outre, grace aux formules (2.4) on peut écrire

Z Rs(n) = —n%s? Z n*exp(—msn?) + (1 — w(s))ms Z n? exp(—msn?)

ne”L nez nez

+ p(s) Z exp(—msn?) (75)

neZ
= —s2J"(s) + (w(s) — 1)sJ'(s) + p(5) I (s)
= —J2(s) + w(s) I (s) + p(s).T(s)

et cette derniere expression est nulle d’apres (2.29). Enfin, on a

Rl (z) = 2nsw exp(—msz?) [r2s%2 + (w(s) — 3)msz® + (1 — w(s) — p(s))] (7.6)
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et donc

Z nRL(n) = Z exp(—msn?) [Zw?’sgnﬁ + 27252 (w(s) — 3)n?

nez nez +27ms(1 —w(s) — p(s))nﬂ
= 271353 Z nS exp(—msn?) + 2r%s%(w(s) — 3) Z nt exp(—msn?)
nez nez (7'7)
+271s(1 — w(s) — p(s)) Z n? exp(—msn?)
neZ

= —25370)(5) + 25%(w(s) — 3) TP (s) — 25(1 — w(s) — p(s))J D (s)
= —2JB1(s) + 20(s) JE(s) 4 2p(s) JM (s)

et cette derniére expression est nulle d’apres (2.30).

J’utiliserai également les fonctions Uy, qui sont une forme “normalisée” des R,
Ry(x) _ Ry(x)
Rs(0)  p(s)
si bien que Us(0) = 1.

Revenons a la démonstration du Théoreme 4.1. Soit p une mesure positive finie sur R vérifiant
la condition (4.1). On note que la fonction

1-— 1
= exp(—msz?) [1 + 1= wls) msx? — —— w28t (7.8)

o) o(5)

Us(z) =

S(t) = (Gu)(t) = / exp(—t2?) dy(z)

R

ne dépend que de la partie paire de p, i.e. (p+ p{7))/2. On peut donc supposer sans perte de
généralité que u est paire (,u(_) = ), et donc de type positif, c’est-a-dire que sa transformée de
Fourier est réelle positive. D’autre part, § est infiniment différentiable, avec

§(0) = [ (=) esp(—ta?dua).  §'(0) = [ o' exp(~ta?) du(o)
(1) = 19'(0) = [ (~t%) exp(—t2®) du(o)
S2I(t) = t9'(t) + 2" (t) = /R(—ta:2 + 1224 exp(—ta?) du(z)
et par la Proposition 3.7, la J-concavité de § revient & dire que, pour tous ¢, s > 0,
5P(t) < w(s) - §M(E) + p(s) - St

c’est-a-dire
/R(—t%A‘ + tz*(1 — w(s)) + p(s)) exp(—tz?) du(z) > 0 (7.9)

ou encore, en posant « = \/t/ws,
/Rs(aaz) du(z) = 0 (7.10)
R

pour tous s, « > 0. Mais bien sir, vu 'invariance d’échelle du probléme, il suffit de traiter le cas
a = 1. En résumé, nous avons démontré que le Théoreme 4.1 est équivalent a I’énoncé suivant:

Théoréme 7.1. Soit u une mesure positive finie sur R, de type positif. Pour tout s > 0,

/RRS(:U) du(z) > 0. (7.11)
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7.2 Stabilité au sens de Ruelle

Dans son article [Rul], puis dans son livre [Ru2], David Ruelle cherche & minorer 1'énergie
potentielle de n particules classiques dans R” ayant des interactions deux a deux, c’est-a-dire

la quantité
DY Blay — ) (7.12)

j=1k=1

ou ® : R — R est la fonction représentant l'interaction, qu’on peut supposer paire sans perte
de généralité, et xq,...,z, des points quelconques dans R”. (Voir aussi [FR] pour le contexte
et les travaux antérieurs.)

Ruelle dit que le potentiel ® est stable si I’expression ci-dessus est positive pour tout choix des
points z; (et de n) dans R”. (Plus précisément, il montre qu’une notion classique de stabilité,
qu’il attribue & Onsager, est équivalente & cette condition.) Et il observe que tout potentiel de
la forme ®; + @9, ot ®; est positif et Py de type positif, est stable. La réciproque’ est fausse:
il existe des potentiels stables qui ne peuvent pas s’écrire comme somme d’un potentiel positif
et d’un potentiel de type positif [ANP, LS1, LS2].

Beaucoup d’énoncés du présent article (les Théoremes 4.2, 4.3, 6.2, 6.3) reviennent a affirmer
que certains potentiels sur R ou T sont stables au sens de Ruelle. Notamment, le Théoreme 4.3
(qui est un cas particulier du Théoréme 4.1, avec pu = (=) % v) revient a dire que

> ) Rolalak — ) = 0 (7.13)

j=1k=1

quels que soient x1,...,z, dans R et s,a > 0, c’est-a-dire que les fonctions R sont stables au
sens de Ruelle (sur R). Les Théoremes 4.1 et 7.1 sont, semble-t-il, des énoncés plus forts. Comme
on le verra, ils se prétent trés bien a l’'idée de Ruelle de décomposer le potentiel d’interaction,
ici Rg.

Soit ® : R — R un potentiel stable au sens de Ruelle. En prenant les x; régulicrement espacés

dans l'expression (7.12), c’est-a-dire z; = jA (j =1,...,n) pour un certain A > 0, on obtient
0<D Y dAk—4) = Y (n—|€) ®(LN)
j=1k=1 t=—n

pour tout n, et donc
YAS0 ) ®(z) >0 (7.14)
TENL

si la fonction @ décroit suffisamment vite a Dinfini (disons ®(z) = O( ]a:\_l_e) pour un certain
€ > 0) pour garantir que ces sommes convergent absolument.

Disons qu’un potentiel ® est stable sur les réseaux s'il satisfait la condition (7.14). Comme on
vient de le voir, la stabilité au sens de Ruelle implique la stabilité sur les réseaux. En général, la
réciproque n’est pas vraie; mais elle peut étre vraie pour des potentiels d’une forme particuliere,
et le Théoreme 4.3 peut se reformuler de cette maniere. De fagon précise:

Théoréme 7.2. Un potentiel de la forme ®(z) = e~ (—a? + Az? + B), ou A et B sont des
constantes réelles, est stable au sens de Ruelle (sur R) si et seulement si il est stable sur les
réseaut.

'Dans son livre [Ru2], Ruelle constate que ce critére est “tres efficace” pour prouver la stabilité, et pose la
question de la réciproque en note de bas de page.
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Démonstration. Dire que ® est stable sur les réseaux revient a dire que pour tout x > 0, on a

0< Z ®(ny/mz) = Z e_’T’LQQC(—7T27”L4:172 + Amn’z + B)
nez neL
= —22J"(x) — AzJ'(z) + BJ(z)
= —JO() + (1 = A)JM () + BJO(z)
c’est-a-dire

JP < (1= A)JM 4 BJOL

D’apres (2.41), cette inégalité équivaut a B > p(s), ou s est I'unique nombre réel strictement
positif tel que w(s) =1 — A. Mais alors, pour tout z > 0,

R() = e [t (o ()] < o [+ A2+ B = 0(e)

et la fonction R, est stable au sens de Ruelle, donc ¢ aussi. ]

Il est important, dans cet énoncé, que le coefficient de x* soit négatif (au sens large). Il n’y a

pas d’énoncé similaire quand le coefficient de z# est strictement positif; en particulier:
Proposition 7.3. Le potentiel ®(z) = e~ (z* — 322) est stable sur les réseaus, mais n’est pas

2
stable au sens de Ruelle.

Démonstration. Un calcul similaire au précédent montre que la stabilité de ® sur les réseaux
équivaut a J12 + %J[U > 0, et cela a été établi dans le Lemme 2.1.

Mais ® n’est pas stable au sens de Ruelle, car ®(+x) < —®(0) pour certaines valeurs de z. [

Voici Paspect de certains de ces potentiels Rs (pour s = 0.7,1,1.4):

0.8 \
0.6 V‘J /7‘ 2‘ ":‘ ,‘\ ",‘
0.4 o b =

/ \ \ S
/ X ; \
) | / I
S | ; v
D L A\
0.2 f . ‘
I Vi v
i g -
/ -
L \ L
L \
D [
S v
S [
0 s Vo
QRSN i N Ry
e RN
N / \
/

-0.2

0.4

-0.6

Pour s petit, plus précisément quand w(s) + p(s) > 1, ce qui correspond a s < 0.83034492. ..,
la fonction Rs a un maximum global a l'origine: l'interaction est répulsive a petite distance
(jusqu’a 1 environ) et attractive ensuite. Dans le cas contraire, la fonction Rs a un minimum
local a l'origine: l'interaction est attractive aux petites et aux grandes distances, et répulsive
aux distances intermédiaires.
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7.3 Une décomposition du Théoréeme 7.1

Equation de Laplace discréte. Soit L : RZ — R? opérateur aux différences finies qui, & une
fonction ¢ : Z — R, associe la fonction L¢ : Z — R définie par

(L9)(n) =2¢(n) — ¢p(n—1) — ¢(n +1) (7.15)
pour tout n € Z. On vérifie facilement le résultat suivant:

Lemme 7.4. Soit 1 : Z — R une fonction telle que

> nt(n)| < oo (7.16)

neL

D () =Y nip(n) =0. (7.17)

neZ nel

et vérifiant

Alors, il existe exactement une fonction ¢ : Z — R telle que ¢(n) — 0 quand |n| — oo et
vérifiant 'équation Lo = 1. Cette fonction est donnée par

me n+m) me (n—m (7.18)

m>0 m>0

On note que si la fonction 1 est paire, ou impaire, alors il en est de méme pour ¢.

En particulier, d’aprés (7.4), on peut appliquer ce lemme aux fonctions U et U. restreintes
aux entiers: il existe pour tout s > 0 une fonction paire ¢g s : Z — R et une fonction impaire
$1,5 : Z — R qui tendent (rapidement) vers 0 & U'infini, pour lesquelles Us = L¢g s et U, = Loy 5,
c’est-a-dire

Us(n) = 2¢0,s(n) - (250,5(774 - 1) — ¢075(n 1) (719)
U;(T'L) = 2¢1,s(n) - (Zsl,s(n - 1) — ¢175(n +1 (720)
pour tout entier n. Ces fonctions sont données par
Gos(n) == mUs(n+m) (7.21)
m>0
$15(n) == mU(n+m) (7.22)
m>0
et vérifient notamment
$0,5(0) = 3 + ¢os(1),  ¢1,5(0) =0, (7.23)

car 1 = Ug(0) = 2¢0,5(0) — ¢o,s(—1) — o s(1) = 2[(;50,3(0) —¢07s(1)] puisque ¢g s est paire, tandis
que I'imparité de ¢ s entraine évidemment la deuxieme égalité.

Interpolation de Vaaler. On définit les fonctions Iy, [; : R — R par

Iy(z) = sinc?(rx) = Slﬁ% = /_ 11(1 — |t|) exp(2ritz) dt (7.24)
_ /0 Y91 — 1) cos(2nt) di (7.95)
et
Ii(z) = 2 Io(z) = sin’(mz) _ / ) exp(2mita) dt (7.26)
_ / L sin(2rta) dt (7.27)
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Ce sont des fonctions entiéres, en particulier C!, bornées sur R ainsi que leurs dérivées, avec

1 sin=0,
Io(n) = Ij(n) = dopn = {

0 sinon,

pour tout entier relatif n.

Soit U : R — R une fonction C' tendant suffisamment rapidement vers 0 & I'infini, ainsi que sa
dérivée; par exemple, telle que

S Um)| +|U'(n)] < 0o

nel

Alors on peut définir la fonction V' : R — R par

V(z)=Y_ Um) Iz —n)+U'(n)Ii(z —n) (7.28)
nez
sin?(mx n "(n
- 7r(2 ) > (xU_( 73)2 + g_(qz (7.29)

nel

qui est de classe C!, et vérifie V(n) = U(n) et V'(n) = U'(n) pour tout n entier relatif. Je
dirai que la fonction V' est ["interpolante de Vaaler de U. Ce procédé d’interpolation, introduit
par Vaaler [Vaal, est utilisé notamment par Cohn et Kumar [CK1] pour prouver I'optimalité
universelle de Z.

On démontrera le Théoréeme 7.1 & partir des deux résultats suivants. Pour tout s > 0, notons
Vs : R — R l'interpolante de Vaaler de la fonction Ug : R — R.

Proposition 7.5. Pour tout s > 1, la fonction Vi est de type positif.

Proposition 7.6. Pour tout s > 1, on a Us > V.

Les expériences numériques suggerent que ces deux énoncés sont valables pour s > 0 quelconque,
mais il me suffira de les avoir pour s > 1. Ces deux Propositions seront démontrées plus loin
dans le chapitre; pour le moment, voyons comment elles entrainent le Théoréeme 7.1.

Démonstration du Théoreme 7.1. Supposons qu’on puisse écrire Ry = ®1+ P9, ou @1, P35 : R —

R sont deux fonctions continues paires, avec ®1 positive et 5 de type positif. Une fonction de
type positif est toujours bornée, donc ®; et ®5 sont bornées.

Il est évident que [ ®qp > 0. D’autre part, par le théoréme de Bochner, il existe une mesure
positive finie & sur R dont ®5 est la transformée de Fourier:

Ba(a) = [ exp(~2rizy) dé(y) (7.30)
et par conséquent
[ @@ aut@) = [ esp(-2mioy) duta) o) = [ a0 @
puisque [i est réelle positive, et donc finalement f Ry > 0.

Il reste a trouver une telle décomposition. Pour s > 1, on peut écrire Us = (Us — V) + Vs, on
le premier terme est positif et le second de type positif, ce qui donne (& un facteur positif pres)
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la décomposition cherchée pour R;. En outre, on vérifie facilement que la fonction Vj, et donc
aussi ®; et Pq, sont intégrables? par la mesure de Lebesgue sur R.

Pour s < 1, écrivons d’abord s~ /2R, /s = ®1+ P2 avec Py, P2 comme ci-dessus. En appliquant

la transformation de Fourier a cette égalité, avec (7.3), on obtient Ry = <I>1 + <I>2, ou les fonctions
d; et ©o sont paires et continues, avec o positive et ®1 de type positif. O

7.4 Démonstration de la Proposition 7.5
Lemme 7.7. Pour tous s > 1 et x > 1.02, on a

Us(z)| < 3(ms — Dzt exp(rs(1 — z2)) (7.32)
|Ui(x)| < ms(ms — 1)a® exp(rs(1 — 2?)) . (7.33)

Démonstration. Fixons s > 1, et écrivons Uy(z) = e~ ™% P(z) avec P(z) = 1+ Az? — Bat, on
A=7s(1—w(s))/p(s) et B= (ws)?/p(s). Par le Lemme 2.8, on a

0< AL B 3(ms—1)€™. (7.34)
On en déduit que

1+ Az <1+ $(ms—1) €™ x? < 0.5202 (s — 1) e™x?
Br* < (ns —1)e™at
car 0.0202(m — 1)e™ > 1, ce qui donne |P(z)| < 4(ms — 1) e™a?, et établit I'inégalité (7.32).

D’autre part, on a Ul(x) = e~ Q(x), avec

Q(x) = —2msz P(z) + P'(x)
= 2msx(1 + Az® — Bax') + 2Az — 4Ba?
= 2z[—ns — A(msz® — 1) + Ba?(wsaz® — 2)]

et par conséquent

Q(x)/2
—Q(x)/2

ce qui donne |Q(z)/2z| < 3ms(ws — 1) €™z, et établit 'inégalité (7.33). O

Bz?(msz® — 2) < sms(ms — 1) et

T <
< s+ A(rsa® — 1) < ws + sms(ms — 1) e™2? < 0.52027s(mws — 1) e™ 2

Lemme 7.8. Pour tous s >1etx > 1.5, on a

U/ (x) > —2ns(ms — 1)t (nsz? — 4) ems(1=2?) (7.35)
8
9. 30 T n(1—?)
270 (m — 1) p (7.36)

2Cela résulte notamment de la derniere formule dans (7.50), car les fonctions Lo et Li sont intégrables sur R
et les coefficients ¢, s(n) sont sommables.
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Démonstration. Ecrivons comme plus haut Us(z) = e~ ™%* P(z) avec P(z) = 1 4+ Az? — Ba*.
On a alors U’ (z) = Q(z) e~ ™", avec

Q(z) = (—2ms + 4n2s°2%)P(z) — dnszP'(x) + P"(z)
= (—27s + 4n?s%2?) + A (2 — 10msz? + 4n2s%x?) — Ba?(12 — 18msx? + 4n?s?at)
> —Bax?(—16msz? + 4n’s’z?) = —B - dnsa’ (msx? — 4)

ce qui donne, avec (7.34), la premiere inégalité du lemme.

Cette inégalité, combinée avec wsx? — 4 < w2s?2t/(wsx? + 4), nous donne

8

T 2
U (x) > —2r%s3(ms — 1)m+4 ™ U= — 97388 (s)

ol on a posé
ms—1 2
d(s) = 53 eT('S(l—IE )
() wsr2 + 4

(pour un z > 1.5 donné). La fonction ® est décroissante sur l'intervalle [1,00], en effet

d'(s) 3 T nz? 9
— = — 1—
D(s) s+7rs—1 7T$$2—|—4+7T( z)
3 m(z? +4) )

=2 1—
s T s s gy L)
T 22+4
< — —5 1—a?
3+7T—17TZ'2+4+7T( z’)

et cette derniére expression est manifestement décroissante en x (les trois termes le sont), et
atteint donc son maximum pour x = 1.5, a savoir,

T 1.52+4 5
3 1—1.5%) =-0.0986...<0.
i il ) <

On a donc ®(s) < ®(1) et par suite

—1
1) > ora() = —aetat L rrost

ma? 44
qui est la deuxieme inégalité annoncée. O
Lemme 7.9. Pour tous s > 1 et x > 1.22, on a
Us(z)| < (7 — Do exp(n(1l — 2%)) . (7.37)

Démonstration. De l'inégalité

log(ﬂs_l) Sﬂs_l—lz T (s—1) <7(s—1)(z? = 1)

Tm—1 T™—1 Tm—1
on déduit (n( 2))
s — 1 exp(m(l —x
< — (2?2 1)) =
m—1 exp(n(s = 1)(z ) exp(ms(1 — 22))
ce qui, combiné avec (7.32), donne la majoration cherchée. O
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Lemme 7.10. Pour tous s > 1 etx > 2, on a

|Us ()| < 32(r — 1)z 253 exp(n(4 — s — 3z)) (7.38)
|Ui(z)] < 64m(m — Dz 's™? exp(n(4 — s — 3z)) (7.39)
et d’autre part
|Us(1) + 3| <0.032¢77 /5 (7.40)
|UL(1)] < 0.81e7™/s2. (7.41)

Démonstration. De l'inégalité

10g< s —1 _47‘(’—3

—1
s >—|—3log(s)< —143(s—1)=
-1 m—1 m—1

<2n(s —1) < w(s —1)(2* — 2)

(s —1)

on déduit
exp(m(2 — s — 2?))

exp(ms(l — 22))

ms 1 s3 <exp(m(s —1)(z? —2)) =

ce qui, combiné avec les inégalités (7.32) et (7.33), nous donne

T—1

S —Da'sPexp(r(2 — s — 7)) (7.42)
m(r — 1)a’s 2 exp(n(2 — s — 27)). (7.43)
D’autre part, on a
6log(z/2) <6(z/2—-1)=3(zr—-2)<7(x—2)<7w(z—2)(z—1)
et par conséquent 6 exp(r(4— s — 32)
51 < exp(r(e — 2w —1)) = SO

ce qui, combiné avec (7.42) et (7.43), établit les inégalités (7.38) et (7.39) du lemme.
Ensuite, la formule (7.4) affirme que
0= 3Us(0) + Us(1) + Us(2) + Us(3) +
=UL(1) +2U%L(2) + 3U.L(3) +

On en déduit, avec les inégalités (7.38) et (7.39), que

1 < Z |Us(n)| < Z 8(m — 1)s 3em(1=s=3n)

n>2 n>2
Z or(4=3n) _ 6_;8
n>2 5
avec e—QW
Co = 8(r — 1)7——= = 0.031996995.

ce qui démontre (7.40), et d’autre part,

UL <) n|Uin)| <) 6dn(r — 1)s ™47
n>2 n>2

n(4—3n) _ e
Ze 32

n>2
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avec
—27

C1 = 6dm(m — 1) T——= = 0.804172201....

ce qui démontre (7.41). O

Lemme 7.11. Pour tous s> 1etn>1, on a

0.5 (n)| < 397 e~ ™(5F3n) (7.44)
|p1.5(n)] < 996631 /(n 1) (7.45)

Démonstration. D’apres la formule (7.21) et les estimations du lemme précédent, on a

|po,s(n)| < Z |Us(n +m)| Zm 8(r — 1)er(d—s—3n=3m)

m>0 m>0
= 8(mr — 1)ems73n0) Z m(e=3™)m1 = Cpem(5+3n)
m>0
avec ( . i
e
Co = = 396.52749 .
0= ( —e 37r)2

ce qui démontre (7.44). D’autre part, d’apres (7.22),

7r(4 s—3n—3m)

|p1,5(n)| < Z m|Ué(n+m Z m - 647 (m — 1)

m>0 m>0 ntm
A . m(l—s—3n) 3 ) o e—7r(s+3n)
< _ —3mym—1 _
< Bdm(m ) n+1 m(e™) Y
m>0
avec 6 ( 0
m(m—1)e™
=i = .8229. ..
Cq (A=) 9965.8229

ce qui démontre (7.45). O

Soient Loy, L1 : R — R les fonctions définies par Ly(x) = 2Ix(z) — Ix(x — 1) — Ix(z + 1), pour
k = 0,1, c’est-a-dire que

Lo(z) = 2Io(z) — Io(z — 1) — Io(z + 1)
sin?(7z) [ 2 1 1
T e @12 (@t (7.46)
2sin?(rx) (1 — 322)
T n222(1— 12)2

et
Ll(l’) = 2]1((5) — [1(33 — 1) — [1((5 + 1)
 sin?(wz) 1 2 1 1
T2 lr oa-1 ozl (7.47)
_ 2sin®(wx)
- om2z(1 — 2?)
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Des décompositions de Fourier de Iy, I, on déduit celles de L, L :

1
Lo(z) = / (1 — [t]) [2e?mite — 2mitla=1) _ 2mitla+1)] gy

— / ’t’ 2mitx [2 o e—27rit o e27rit] dt
(7.48)
= / 4 sin?( (1 — |t]) exp(2mitx) dt
:/ 8sin?(7t) (1 — t) cos(2mtx) dt
0
et
I _ ! sgn(?) 9p2mite 2mit(z—1) 2mit(z+1)] g
1(517)— —IW[E —e —e ]t
— /1 ngn(t) e27rit:c [2 _ e—27rz't _ e27rit] dt
i
= , m (7.49)
= / sen(t) sin?(7t) exp(2mitz) dt
—-1 e
1
= [ 4x'sin®(nt) sin(2ntz) dt .
0
On peut alors écrire
Z Z U®) (n) Iy(z —n)
n€Z 0<k<1
=> > [2¢k5(n) = drs(n—1) = G s(n+1)] Iu(z — n)
n€Z 0<k<1 (7.50)
=3 > frsln) [2I(z —n) — In(z —n—1) — y(z — n+1)]
neZ 0<k<1
= Z Z Pr,s(n) L(z —n)
n€eZ 0<k<1
et pour tout entier n, on a
¢0,s(n)Lo(z —n) + ¢1,sL1(z —n)
1
) . 2 (7.51)
= / sin®(rt) ") [4(1 — [t1)d0.5(n) + = sen(t) ér.s(n) | dt
-1
ce qui donne la décomposition de Fourier de Vi,
1
Vi(x) = / sin?(7t) exp(2witz) E(t) dt (7.52)
-1
ou on a posé
. 2 .
B(#) = 3 4(1 ~ )0 (m)e > + = sgn(t) gr,o(n)e >
ner (7.53)

=4(1—t]) |:¢OS +2Z¢05 ) cos(2mtn) ——sgn Z¢ls ) sin(27tn)

n>1 n>1
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Montrer que V; est de type positif revient a montrer que la fonction E est positive sur l'intervalle
[—1,1]. Pour cela, insérons les majorations |cos(27tn)| < 1 et |sin(2rtn)| < 27n(1 — [¢|) dans
la formule ci-dessus, ce qui donne

E(t) >4(1-1t]) [%8 ) =2 |gos(n !—2Zn!¢1,5(n)y] (7.54)

n>1 n>1

Notons Cs Pexpression entre crochets. En utilisant (7.23) et le Lemme 7.11, on obtient

Cy> - —397e 4 2 Z 397 T(1+3n) _ 9 Z 9966~ "(1+31)
n>1 n=1 (755)

2072
ﬂ] =0.42633... >0
1 —e 37

1
Z 3
1
s—e [397 +

ce qui termine la preuve de la Proposition 7.5.

7.5 Démonstration de la Proposition 7.6

Fixons s > 1. Comme les fonctions U et Vi sont paires, il suffit de prouver I'inégalité Ug(x) >
Vs(z) pour z positif. On distinguera trois cas, selon que Ientier le plus proche de x est zéro,
un, ou au moins deux.

A. Etude du cas 0 < x < 1/2.
Lemme 7.12. Pour tous s > 1 et x € [0,1/2], on a Us(z) > 1.
Démonstration. Ecrivons Us(z) = e~™% (1 + Asa? — Bea*). On doit montrer que
Vt €[0,1/4] 14 Agt — Bgt? > exp(mst). (7.56)

Or, le membre de gauche est une fonction concave en t, et le membre de droite une fonction
convexe en t. Il suffit donc, pour vérifier I'inégalité sur Uintervalle [0,1/4], de la vérifier aux
extrémités de I'intervalle. En 0 c’est évident, et il reste a montrer que

1+ As/4 — Bs/16 > exp(ms/4). (7.57)

Les coefficients “inconnus” A, et Bs peuvent s’exprimer a Paide de Us(1) et U.(1), comme suit.
Des égalités

Us(1) =e ™ (1+ A5 — Bs)
Ui(1) =2 ™ [A; — 2B; — ws(1+ Ay — By)]

on déduit

Ag — By = ™ U,(1) —
Ay — 2B, = mse™Uy(1) + 3e™UL(1)

et finalement

Ag = (2 —7s)e™ Us(1) — Le™ UL(1) —
(2 =™ D1) 47 V() =2 _—
Bs = (1 —ms)e™ Us(1) — 5™ Ug(1) —
Par conséquent,
16 4+ 4A, — By = (T — 3ms)e™ Uy(1) — 2™ UL(1) + 9 (7.59)
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et on sait, par le Lemme 7.10, que Ug(1) < —1 4 0.032¢™™* et U(1) < 0.81e~™*, donc

16 4+ 4A, — By > (T — 3ms)(—e™ +0.032) — 3 0.81 +9
> (3m — 7)(3€™ — 0.032) + 7.785

> 3(3m —T)e™ + 1.7

et il suffit donc de vérifier que

(BT —T)e™ +7.7>16 e/t

pour tout s > 1. Pour cela, posons zg = ™% et = ¢™/*; alors
32
4 4 3
xt—xy =2 4dxy - (x —x0) 2 T—x
0 = 4ap - (v —20) 25— (2 — 7o)

et on en déduit facilement l'inégalité (7.60).

Lemme 7.13. Pour tous s > 1 et x € [0,1/2], on a Vs(z) < Iy(z).

Démonstration. Ecrivons

sin?(mz n "(n
Vile) — hoa) = 25 50 P SR
nez*
_ sin®(mz) 1 1 , 1 1
2 {Us(l)[(x—l)2+(x+l)2] +U5(1){m_a;+1]

Us(n) . Ui(n)
* Z (x —n)? + xr—n
L’inégalité (z — 1)72 + (z + 1)72 > 2 combinée avec le Lemme 7.10 donne

1 1
Us(1) [(:g e T @t

] < —1+0.064e™™ < —0.997

(7.60)

(7.61)

(7.62)

e . . 5N —1 .
Pour les autres termes, on utilisera la majoration grossiére |z £n| " < 2, avec les autres esti-

mations du Lemme 7.10. D’abord,

' 1 1 , B
B S <324¢77 <0,
U8(1)|:$—1 x—|-1} \4|Us(1)‘ < 3.24e 0.141
et pour tout n > 2 on a
Uy (n)] < 8(x — 1)e37 17
‘Us/(n)‘ < 327(m — 1)637r(1—n)
donc o~ o
n n
s s o ,
2 @—nZ "a-n S > 8|Us(n)| +4|Uj(n)|
In|>2 "o
<Y {64(m — 1) + 1287 (7 — 1)} 371
n>2
e—37r

L’expression entre accolades dans (7.61) est donc majorée par
—0.997 4+ 0.141 4+ 0.081 = —0.775 < 0

ce qui démontre que Vi(z) < Ip(z).
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Les deux lemmes ci-dessus impliquent évidemment que Us(z) > Vi(z) si z € [0,1/2].
B. Etude du cas 1/2 < x < 3/2.

On a donné plus haut des formules pour calculer les coefficients Ag et By a laide de Ug(1) et
U.(1): cela revient & écrire la fonction Uy sous la forme

Us(z) = e ™% (2 — 1)2 + Uy (1) - Yos(2) + UL(L) - Yi(2) (7.65)
ou les fonctions Yp s, Y7 s : R — R sont définies par
Yo,s(x) = ems(1-7%) 32 [(7s — 1)2® + 2 — 7s] (7.66)
Yis(x) = %e”s(l_xz)a:2(a:2 -1) (7.67)
et vérifient Yp (1) = Y/ (1) = L et Y (1) = Y1 5(1) = 0.
J'utiliserai plutot ’écriture
Us(z) = Ul (2) + (Us(1) + 1) - Yo () + UL(1) - Y1 4(2) (7.68)
ou la fonction U} est définie par
Uz () = e (2 = 1) — 3¥0,(2)
= ¢ (22 —1)2 + %e“s(l_x2)$2 [rs =2+ (1— ws)x2] (7.69)
= e (1 + Af2? — Brah)

avec

Ar = L(rs —2)e™ — 2
T i . (7.70)
B} = 35(ms —1)e 1

Comme Ug(1)+1/2 et UL(1) sont proches de zéro, par le Lemme 7.10, il faut imaginer la fonction
U comme une approximation de Uy, qui vérifie les relations exactes US(0) =1, Ur(1) = —1/2
et (UF) (1) =0, et les coefficients A} et BY comme des approximations de Ay et Bs.

Définissons g9 = Us(1) + 1/2 et 1 = U.(1), et écrivons

Us(xz) = U (x) + eoYo,s(x) +e1Y1 ()
Vi(z) = $Lo(z) + Ro + eo[Lo(z — 1) + Ip(z + 1)] +e1[L1(z — 1) — L1(z + 1)]
Ro = Z Us(n)Io(z — n) + Ul(n)1(x —n)
n>2
sin?(mx Us(n Ul(n
- 77(2 )Z(x—(n))z—i_:n—(?i
n>2
et donc
Us(z) — Vs(z) =T +e0T0 + 1T (7.71)

ou on a posé
T =U(z) — $Lo(z) — Ry

To = Y078(1') — Io(x — 1) - [()(x + 1) (772)
71 = YLS(I') — Il(a: — 1) + [1($ + 1) .

L’inégalité (7.64) est toujours valable et entraine

Ry < 0.081(z — 1)%. (7.73)
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Lemme 7.14. Pour tout x réel fizé, U} (x) dépend de maniére croissante de s pour s > 1. En
particulier, Uy (x) = Uy (x) pour tout s > 1.

Démonstration. Pour tous x réel et s > 0, on a

%8(%) — gl (2 —1)? + ng(l — a;2)e7r5(1_x2) [rs —24 (1 - 7rs)a:2]
+ %$26”S(1_m2)(7r — ma?)
— gl (22 —1)% + g:ﬁ(l — xz)e”s(l_”cz)(ﬂs 1)1 —z?)
= ma?(2? — 1)26_7“”2 [—14 €™ (ns — 1)]
et I'expression entre crochets est positive pour s > 1, d’ou le résultat. O

Lemme 7.15. La fonction U vérifie

vz € [1,1] Uf(z) > —3 + (z — 1)*(—23.12% + 33.6z — 4.9) (7.74)

vz € [1, 3] Uf(z) > -3 + (z — 1)%(7.232® — 26.28z + 24.8) . (7.75)
Démonstration. J'utiliserai I'identité

/j(t —1)(at® + bt +c)dt = (z I21)2 (3a)2? + (2a + 4b)z + (a + 2b + 6¢) (7.76)

valable pour tous a, b, ¢ réels.

Pour tout x réel et s > 0, on a

LU(:;;:U) = —2nsp e T (22 —1)2 +4z(2? — 1)e ™"

2
+eme ™ (2?2 — 1) (2 — s+ ms(ms — 1)2?] (7.77)
= z(2? — 1)e ™ [4 —27ms(2? — 1) + ™ {2 — 7s + mws(ms — 1)a:2}}
et en particulier

(U (z) = z(2? — 1)6_”2 [4 —on(x? — 1)+ €"(2—7) +e"n(m — 1)x2]

=z(2? — 1)6_”2 [4 +2r+e"(2—m) +w{e"(r—1) — 2}:172] (7.78)
= (z — 1) ®(x)
ou on a posé
®(x) = z(z + 1)e ™" [4 +or 42— )+ w{eT(m—1) - 2}9;2} . (7.79)
On observe numériquement (et on pourrait prouver rigoureusement) que ® vérifie
vz € [1,1] O(z) > —92.42% + 147z — 43.4 (7.80)
Vee [1,3]  ®(z) > 28.922° — 93.37 + 75.88. (7.81)

Il en résulte que, si 1/2 <z < 1,

i)~ Ui 1) = [ O (t) dt = / (6 - 1)B(r) di
> /x(t —1)(—92.4¢% + 147t — 43.4) dt
1

= (z —1)%(—23.12% + 33.62 — 4.9)
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et sil<az<3/2,

Uta) - Ui) = [ Wiy @de= [ e - vo
> / m(t —1)(28.92t% — 93.3t + 75.88) dt
1
= (v — 1)%(7.232% — 26.28x + 24.8)

ce qu’il fallait démontrer. O

Lemme 7.16. La fonction Ly vérifie

vz e [3,1]  Lo(z) < =1+ (z — 1)*(—6.662° + 9.2z + 2.52) (7.82)
vrze [1,3]  Lo(z) < -1+ (z —1)*(0.62° — 6.56z + 11.2). (7.83)
Démonstration. Comme Lj(1) = 0, on peut écrire Ly(z) = (x — 1)®(z) pour une certaine

fonction entiere ®. Il n’est pas possible de donner ici une expression de ® aussi explicite que
dans le lemme précédent, mais on peut écrire

B(z) = /01 LU+ t(z — 1)) dt (7.84)

et de la représentation intégrale de Fourier de Iy ou Lg, on déduit que la fonction Lég) est
uniformément bornée sur R, ce qui fournit des constantes de Lipschitz explicites sur les fonctions
L§ et ®. D’autre part, le calcul numérique de ®(z) ne pose aucun probléeme si z # 1. Avec ces
informations, on observe numériquement (et on pourrait prouver rigoureusement) que ® vérifie

Ve e [1,1]  ®(z) < —26.642% + 40.922 — 4.16 (7.85)
Ve e [1,3]  ®(z) < 2.42” — 20.887 + 28.96 (7.86)

et en utilisant la formule (7.76) comme dans le lemme précédent, on obtient les inégalités
annoncées sur L. O

En regroupant les trois lemmes précédents avec 'inégalité (7.73), on obtient

7> (x —1)%(—-19.772% + 29z — 6.241) si 3 <z < 1, (7.87)
“ (@ - 1)%(6.9322 — 23z +19.119)  sil<a < 3.

Lemme 7.17. Soit s > 1 quelconque. Pour tout x € [%, 1], on a

2 3 2 3
[You(2) = 1] < (&= 1)?- Z(rs) exp(zﬂs) (7.88)

et pour tout T € [1, %], on a
2 9 2

Yo s(x) =1 < (z—1)%- 5(713) . (7.89)

Démonstration. On a déja vu que Yy (1) = 1. Ensuite, la dérivée de la fonction

Yo s(z) = ems(1=7%) 32 [(7s — 1)2® + 2 — 7s]
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est donnée par

0

5 Yos(z) = 2070

—ms(ms — 1)t + (7%s® — 2)2° + 2 — 7]

[
= 2x e7rs(1_902)(x2 —1)[~ns(ns — 1)z? + s — 2]
=2(1 — 2)®q(x)Po(x)

ou on a posé

O (2) = x(z + 1)1+
By(z) = ws(ms — 1)z> +2 — 7s.

La fonction ®1 est positive et décroissante sur l'intervalle [%, %], tandis que la fonction ®5 est
positive et croissante sur ce méme intervalle.

Et donc, si 1/2 <z < 1,

0 3 3
T Yos@)| <2)z =1 1(1/2)®2(1) < 2]z — 1] - 2 exp<—7rs) (75)2
or 4 4
tandis que si 1 < z < 3/2,
0 3 2
S-Y0u(2)| <2 — 1] 81 (1)@ (3/2) < 2]a —1] -2 <§7rs)
x
et on en déduit, par intégration, les inégalités cherchées. O

De la représentation (7.25) de la fonction Iy on déduit |1 (x)| < 272 /3 pour tout z réel, et donc

2
Io(e = 1) = 1] < F-(@ =1

2
Io(z+1) — 0] < = (x — 1)2

3
et avec le lemme ci-dessus, on en déduit que si 1/2 < z < 1,

|To = |(Yo,s(2) = 1) = (To(x — 1) = 1) — Jo(w + 1)
3 3 27
< tem 7 [ben(les) + 2]
2 22 ns[3 1 2
< (x—1)"7m°s%e [— exp(——ﬂs) + s exp(—ﬂs)]
4 4 3
3 2
< (z — 1)2m252em [Ze—wm I ge—n}
et comme |go| < 0.032e7™5 /53,
3 2
leoTo| < (z — 1)% - 003272 [Ze_”/4 + ge_”] <(x—1)%0.12
et de méme, si 1 <z < 3/2,
9 272 31
To| < (z —1)2 [iﬁs? + %] < (a— 1Pt

et donc 31
c0T0] < (z —1)%-0.03272 ¢ " < (z —1)%-0.08 .
6
Pour résumer, on a
(z—1)2-0.12 si

’ 7.90
(r—1)2.0.08 si (7.90)

leoTo| < {
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Lemme 7.18. Soit s > 1 quelconque. Pour tout x € [%, 1], on a

YVis(z) z—-1<0 (7.91)
0< (x—1)—Yig(x) < 2e™ Moz —1)2 (7.92)
et pour tout xr € [1, %], on a
0<Yi4x) <z-—-1 (7.93)
0< (z—1)—Yi4(z) < 2ms(x — 1)? (7.94)
[Dlém]onstmtion. Notons d’abord que, par la concavité de la fonction logarithme sur 'intervalle
7-1], on a

vte [L1] log(t) > glog(2) (t—1).

Puis, écrivons ,
Vi) = 3070222 — 1) = (¢ — 1)@ (x)

ou ® est la fonction
®(z) = 2em0-722(2 4 1)

e
qui est strictement positive sur l'intervalle [% %] et vérifie ®(1) =

Supposons d’abord 1/2 < z < 1. Alors x + 1 > 2z, donc ®(z) > e’rs(l_IQ)x?’, et

log ®(z) > 7s(1 — 2%) + 3 log(z?)
> 7s(1 — 2?) 4+ 4log(2) - (z° — 1)
= (ms —4log?2)-(1—2*) >0

car 4log2 < 7. Donc ®(z) > 1, ce qui établit (7.91).

D’autre part, on a ,
' (z) = lem(l_x )x[3x +2 — 2msa®(z + 1))

et on vérifie facilement que cette quantité est négative pour z > 1, donc ® est décroissante sur
Pintervalle [ ) g] ce qui entraine 0 < ®(x) < 1 sur cet intervalle, et établit (7.93).

En outre, pour tout z € [2, g] on a la minoration
& (2) > —msa®(x + 1)em (1= (7.95)
Donc, si 1/2<x <1,on a
' (z) > —orsz2ems(1-?) > 2™ !

et par conséquent, sur cet intervalle,

ce qui démontre (7.92).

D’autre part, on vérifie facilement que le membre de droite dans (7.95) est une fonction croissante
de x sur I'intervalle [1, g] donc, si 1 <z < 3/2,

' (z) > —27s

et par conséquent, sur cet intervalle,
X
d(x) = B(1) +/ O'(t)dt > 1—2ms(z —1)
1

ce qui démontre (7.94). O
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De la représentation (7.27) de la fonction I1 on déduit |I{(z)| < 47/3 pour tout x réel, et donc

2

e 1)~ (1] < a1
|L(x+1)—0] < 2?W(x —1)?

et avec le lemme ci-dessus, on en déduit que si 1/2 < x < 1,

71| = |(V1s(2) = (2 = 1)) = (In(z = 1) = (& = 1)) + L1 (2 + 1)

4 4
< (z—1)2 {267“_1 + ?ﬂ] = (z —1)%"™ |:2€_1 + ?ﬂe_”]
4
< (z—1)%™ {26_1 + ge_“}

et comme |e1| < 0.81e7 ™% /52,

4
71| < (2 —1)% - 0.81 [2e—1 n ge—”} <(z—1)%-0.75

et de méme, si 1 <z < 3/2,

4 10
|T1] < (z —1)? [27?3 + ?77] < (z— 1)271'8?

et donc 10
1Ty < (z—1)2 - 0.81e™™ Tﬂ <(z—1)2.0.37 .

Enfin, observons que pour tout > 1 on a

L2
sin®(mz) 1 1 1 50

Lz =1) = hz+1) = 72 r—1 x4+1J7

et donc
OSIl(a:—i-l)SIl(a;—l)Sa:—l.

En particulier, Y] 4(z) et I1(x — 1) — I (z 4 1) sont tous deux éléments de l'intervalle [0,z — 1],
ce qui entraine
|T1| = ‘Yl,s(x) —(L1(z—1)— Li(x+ 1))‘ <z-1

et
le1T1] < (2 —1)-0.8le™™ < (z—1)-0.036 .

Il résulte de tout cela que

(x—1)2-075 sig<z<l,
le1 T << (2 —1)2-0.37 sil<a< 14, (7.96)
(x—1)-0.036 sild<z<3.

Enfin, en combinant les inégalités (7.87), (7.90) et (7.96), on voit que Us(x) — Vs(z) = T +
£0To + €171 est positif pour tout x dans l'intervalle [1/2,3/2].

C. Etude du cas N —1/2 <z < N +1/2, avec N > 2 entier.
Lemme 7.19. Pour tous m,x réels vérifiant x > 1, m > 2 et |x —m| > 1/2, on a

2 =1

m+1"

0? —m?| > (7.97)
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Démonstration. Pour m fixé, la fonction ¢ : x — (22 —m) /(2% — 1) est croissante sur l'intervalle

]1,00][. Donc, si x < m —1/2,

1—4m -1
< -1 - S
o@) < om=2) = a3 S
etsiz>m+1/2,
1+4m 1
2 1 == =
o) 2 ¢(m + 3) Am2+4m -3~ m+1
ce qui prouve le résultat.
Pour n entier naturel et x réel, définissons
Ton(x) = Io(x — n) — 2Ih(x) + Io(z + n)
_ sin?(wz) [ 1 2 1
2 (z—n)? 22 (z+n)?
_ sin®(mz) 2n%(32% — n?)
-T2 22(2% — n?)?
et
Tin(z) = Iz —n) = 2nlo(z) — Li(z +n)
_sin®(mz) 1 2n 1 ]
2 r—n 22 z+n
sin?(7z) 2n3

2 22(22 — n?)

Les relations (7.4) permettent d’écrire la fonction V; sous la forme

= Us(n) Tom(@) + Ul(n) Tyn(x)

n>1

et on a le résultat suivant.

Lemme 7.20. Pour tout entier n > 2, et tout réel x tel que |x —n| <

|Vi() = 5Lo(x) = Us(n) Ton(x) = Ug(n) Tyn(@)] <

Démonstration. En notant € I'expression sous la valeur absolue,

sin? (mx)
m2x2(x? —1)

-2
a1 , _ sin®(7mx)
&= 1Tp1(z) + ;U m) Tom(2) + U(m) Tim(z) = ——5—
m;ﬁn
ol on a posé
2m? (322 2 ,
Am = s(m) $2($2 — m2)2 s Bm = Us(m) 33‘2
a lexception de
322 — 1)
A= U+ 2
1 (U( ) 2) 22(x2 — 1)
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(7.98)

(7.99)

(7.100)
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Comme |U,(1) + %‘ <0.032e™, et 322 — 1 < 4.6(x? —1) car x > 1.5, on a
2(322 —1) _ 2-4.6-0.032e77 0.013
A =|Us(1) + 3 < <
|As| = [Us(1) + 5 22(22 — 1)2 22(22 — 1) 22(22 — 1)

et |UL(1)] < 0.81e™™ donc
2 2.-081e™™ 0.071

‘Bl‘ = |Ué(1)| a:2(a:2 — 1) < 332(952 _ 1) < x2(x2 _ 1) '

Bornons maintenant As et Bg en supposant que ces termes apparaissent dans la somme (7.102),
c’est-a-dire n # 2, ce qui implique x > 2.5 et par suite 22 — 4 > %(3:2 —1). Alors,
322 -4 3(2% 1) B 49/3 1 7/3
(x2_4)2\(x2_4)2\w2_1’ _

d’olt
8(3z% —4) _ 392 1
< & ‘Us(z)’

\A2’:’Us(2)’m\ 3 221
16 uz, 1

|U:(2)] 2@ 1)

Bo| = |U/(2)] =———— <
’ 2’ ‘Us( )| $2(£2_4) 3
Avec les majorations |Us(t)] < 8(m — 1)e370=8) et |U(t)| < 327(m — 1)e*™(17Y) | valables pour

tout ¢t > 2 d’apres le Lemme 7.10, on en déduit
0.83
Ao+ |Bol € ————
| 2| | 2|\$2($2—1)
De méme, pour tout m > 3 autre que n, on a \x — m\ = 1/2 et par conséquent 22 —m?| >
(z +m)/2. En outre, on a 32> — m?| < 3|z? — m?| + 2m? et donc

372 — m? 2m? 4m?
gé?ﬁ—kLé?ﬁk T <a+dm
|22 — m2| |22 — m?2| r+m

et d’autre part |22 — m?| > (# — 1)/(m + 1) par le Lemme 7.19, donc

2m? 322 — m?| 8m2(m + 1)2

Am = |Us < |Us TL2/.2 1\
Al = IUatm)| = S < U]~
2m3 2m3(m + 1)
| Bm| = |Us(m)] 22— < |Ug(m)] P —1)
et ( 4 4,37 (1-m)
2(m +1) (m + 1)%e’mimm
< ! — L < 2
A + Bl < [4]Us(m)] + [U2(m) | D S )T
et finalement o
Z | A | + | Bm| < NCYSC TS
= x?(x? - 1)
m#n
ou
C=64(r" = 1) Y (m+1)*e¥ 0™ = 9.465... x 107 < 0.001
m>3

En rassemblant toutes les inégalités ci-dessus, on obtient
0.013 + 0.071 4 0.83 4- 0.001 0.915
A B,,| < =
Z [ Am| + | B 22(z2 — 1) 22(z2 — 1)

m>=1
m#n

et donc |€| < sin?(wz)/m22%(2® — 1).
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Lemme 7.21. Pour tout nombre réel h vérifiant |h| < 1/4, on a

|To2(2 + h) — 1| < 3.68h2
IT12(2+h) —h| <2407 .

Démonstration. Ecrivons x = 2+ h, et Tp2(z) = Ao(z) + Bo(x), avec

sin?(7z) 1 sin?(mz) [ 2 1
Ap(r) = 2 o2 Io(z —2), Bo(z)= — | =T T2

Comme |I{J(t)| < 27?2 /3 pour tout ¢ réel, on a

Ao(w) — A0(2) — h4)(2)| = |Aofa) ~ 1] < 2

et d’autre part, pour tout z dans [1.75,2.25] on a
2 n 1 < 284
22 xz+2| 735
et donc 984
B < —h?

et finalement
72 N 284
3 735

Ecrivons maintenant 77 o(z) = A;(x) + Bi(x), avec

>h2 < 3.68h% .

Al (a;) =

.92 i02
sin®(mz) 1 ~ hAo(x) | Bl(x):_sm (ﬂx)[i 1 ]

2 x—2

On a d’une part
2

0
[A1(z) — b = |h] - [Ao(z) — 1] < EhQ
et d’autre part, pour tout z dans [1.75,2.25],

4+ 1 _ 1156
z2  x+2 735

donc 1156
B < h?
Bi(@)| <
et finalement )
T 1156
Ty o) — h <(— —)h2<2.4h2
Tia(@) = hl < (35 + 735

et le lemme est démontré.

Par les mémes arguments, on démontre le

Lemme 7.22. Pour tout entier n > 3 et tout réel h tel que |h| < 1/2, on a
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Revenons a l'inégalité Us(x) > Vs(z). Considérons d’abord le cas ou N > 3. Ceci entraine en
particulier que tout  dans [N —1/2, N + 1/2] satisfait > 5/2 et donc x? > 5z — 25/4, et par
le Lemme 7.8,

U () > —2r% (1 — 1):566”(1_”02) > —27% (1 — 1)a8em(29/4-52)
et le membre de droite est croissant en x, donc atteint son minimum pour x = N — 1/2; et
U (z) > —27% (1 — 1)(N — 1/2)0¢7(39/4-5N)
pour tout x dans [N — 1/2, N + 1/2]. Par conséquent,
NAU"(z) > —2n%(m — 1)N1067r(39/4—5N)
et le membre de droite est croissant en N, donc atteint son minimum pour N = 3, et
NUY(z) > —27% (7 — 1)310emGY4715) > _0.1716 (7.103)
et il en résulte que

Us(z) — Ug(N) — (x — N)U(z) = —0.0858 (”“’]_Viiv)z
pour tout x dans [N —1/2, N +1/2].
Posons maintenant ®(z) = Us(N)Tp n(x) + UL(N)T1 n(x), si bien que ®(N) = Ug(N) = V5(N)
et ®'(N)=UL(N) =V!(N). Du Lemme 7.22 il résulte que
|®(2) = Us(N) = (& = N)U{N)| = [Us(N)(Ton (2) = 1) + UN) (T n(2) — @+ N)|
< (@ = NP2[4U,(N)] + 3|UL) |
< (z— N)? [4 8(m — 1)e*™"N) 1 3. 397 (n — 1)e3ﬂ<1—N>]

(z = N)? 4 3n(1-N

e [32(7 — 1)(1 + 3m) N3 (1=N)]

et la derniere expression entre crochets est décroissante en N, donc atteint son minimum pour
N = 3, ce qui entraine

— N)?
|®(x) — Us(N) — (z — N)ULN)| < % [32(m — 1)(1 + 3m)3%e 0]
7.105
< 0.0004 =
D’autre part, on sait par le Lemme 7.20 que
1 sin?(7x) 2sin?(7rx)
V.- ® <=L - _
( (@) 2 ofz) + m2x?(x? — 1) w2 (x? —1)2
4(x — N)? (x — N)?
<) < o187
B U e
car [sinmz| > 2|z — N| et 2 < 7N/6. 1l en résulte que
— N)?
Vi) — Us(N) — ( — N)UL(N) < —0.2183 &= V) (7.106)

N4

et la comparaison avec (7.104) montre bien que Us(z) > Vi(z), quels que soient N et z vérifiant
|t — N| <1/2et N > 3.
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Il reste & examiner le cas N = 2, et pour cela je considererai d’abord le cas |z — 2| < 1/4. La
fonction ®, définie comme plus haut, vérifie ici

|®(x) = Us(2) — (x = 2)U(2)] = |Us(2)(To2(x) — 1) + Ug(2)(T12(2) — x +2)]
< (m—2)2[368|U( )| +2.4|UL(2) ”
< (2 —2)%[3.68 - 8(m — 1)e ™" + 2.4 - 321 (w — 1)e 7]
<(z—2)%-8(m —1)e737(3.68 + 2.4 - 47)
< 0.0468 (x — 2)?
pour tout x dans [1.75,2.25].

Ensuite, on a

4.608z — 9.382 si1.75 < x < 2,

U'(z) > —2n°(m — 1)3:66”(1_902) >
—2.422 4+ 10.8z — 12.166 si 2 <z < 2.25,

et on en déduit que

1
Us(z) — Ug(2) — (z — 2)UL(2) = (z — 2)? /0 U (2 +t(x —2))(1 —t)dt
> (z —2)%®,(x)

ou on a posé

0.768x — 1.619 si1.75 < x <2,
Py (z) = )
—0.22° +2 —1.283 si2 < x<2.25.
Enfin, on a comme précédemment
2sin?(mz) 9
(Vs = @)(2) < TR 12 (z —2)"Po() (7.107)

ol on a posé
2sinc?(w(x — 2))

@2(%) = — (:E2 — 1)2

ce qui entraine
Us(z) — Vi(z) > (v — 2)*[@1(z) — Po(x) — 0.0468]
et, comme on le vérifie numériquement, la fonction entre crochets est positive sur 'intervalle
[1.75,2.25]. Ceci établit I'inégalité Ug(z) > Vs(x) sur cet intervalle.
Il ne reste plus qu’a traiter le cas 1/4 < |z — 2| < 1/2. On a alors |22 — 4| > 15/16, et

32 —4| g. 8 | g, 8 1T
x2—4 | 2 —4| " |22 — 4] ~ 15
et par conséquent
.2 .2 2
sin”(mx) 16 sin®(mz) 8(3z°—4) 173
T = T = < — ,
| 172($)| 2 22 ’xg — 4‘ ) | 072(l‘)| 2 xQ(xQ _4)2 30 | 12( )|
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et

|2(2)| < [Us2)] - [To2(2)] + [U(2)] - [T 2(2))]

< [% U (2)] + |U§(2)|} T 2(z)|
< [%8(77 —1)e™%" + 32m(m — 1)6‘3“] T o ()]

sin?(7x) 16

= 8(m — 1)e™37(173/30 + 4n) e ER—T

sin?(mx)

<0042 ———7F7—— .
x? |z? — 4

L’inégalité (7.107) est par ailleurs toujours valable, et le Lemme 7.9 nous dit que

Us(z) > —%(77 - 1):1:46“(1_502)

donc finalement

2sin? () 0.042 sin?(7x)

1 4 m(1—2z2)
_ > (1 — o N e S
Us(z) — Vs(z) > 2(77 1)z"e + (2% — 1) 2] — 4]

et, comme on le vérifie numériquement, le membre de droite est positif sur le domaine 1/4 <
|z — 2] < 1/2. Ceci établit I'inégalité Us(z) > Vi(x) sur ce domaine, et termine la preuve de la
Proposition 7.6.
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