L a condition de Walters
Thierry Bousch!, Janvier 2000

Résumé. On étudie une condition de régularité introduite par Walters en 1978 pour le
formalisme thermodynamique. Nous montrons que cette condition est la “bonne” condition
de régularité a imposer pour une classe assez large de problemes, incluant aussi bien le
formalisme thermodynamique que 1’étude des mesures maximisantes, ainsi que la recherche
de formes normales modulo les cobords de fonctions continues.

Abstract. We discuss a regularity condition introduced by Walters in 1978 for the needs
of the thermodynamic formalism. We show that it is the “right” regularity condition to
require in a large class of problems, including the thermodynamic formalism as well as the
study of maximising measures, and the search of normal forms modulo coboundaries of
continuous functions.

Codes matiere AMS (1991) : 46N10, 49J27, 58F15

1. Hypotheses, notations et définitions

Dans tout cet article, (X, d) est un espace métrique compact muni d’une application conti-
nue surjective 7' : X — X. Soit C(X) l'ensemble des fonctions continues de X dans R.
Pour n > 0, on notera d,(z,y) = maxock<n d(T*z, TFy) et S, f = Zo<k<nf oT*. On
posera également Sy f = 0.

Rappelons que le systéeme dynamique (X,T') est dit transitif si pour toute paire U,V
d’ouverts non vides de X, il existe n € N tel que UNT "V # &. Une propriété équivalente
est Pexistence d’une “orbite dense”, c.a.d. d’un point x tel que w(z) = X.

On dira qu’une fonction f € C(X) est un cobord topologique sl existe u € C(X) telle
que f =uoT —wu. On dira simplement “cobord” pour abréger, dans tout cet article. On
notera Cob(X,T) ’ensemble des cobords, qui est évidemment un espace vectoriel réel, et
on dira que f,g € C(X) sont cohomologues si leur différence est un cobord.

Définition. On dira que f € C(X) vérifie la condition de Walters (ou simplement que f
est Walters) si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que

Vn>0 Vr,yeX dy(zr,y) <n = |Snf(z) —Snf(y)| <e

On notera Wal(X,T') ’ensemble des fonctions Walters. C’est évidemment un espace vec-
toriel réel, et on vérifie que la définition donnée ci-dessus ne dépend que de la topologie de
X ; ainsi, si deux systémes dynamiques (X, T") et (X', T") sont topologiquement conjugués,
alors Wal(X,T) et Wal(X’,T") sont isomorphes.
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Proposition. Tout cobord vérifie la condition de Walters.

La démonstration est évidente, mais ce résultat est tres important.

Cette proposition conduit naturellement a s’intéresser a la structure de 1’espace quotient
Wal(X,T)/Cob(X,T), c.a.d. lespace des classes de cohomologie, & chercher des éléments
remarquables (en un sens restant a définir) dans chaque classe de cohomologie.

Pour les systémes dynamiques dilatants ou hyperboliques (comme par exemple les
décalages de Bernoulli), il existe une condition suffisante simple pour vérifier que f est
Walters :

Définition-Proposition. On dira que f € C(X) est a variation sommable si son module

de continuité h vérifie )
h
/ ﬁds < o0
o S

En particulier, toute fonction hélderienne est a variation sommable. Si (X, T) est hyper-
bolique, alors toute fonction a variation sommable vérifie la condition de Walters.

En effet, deux orbites qui restent n-proches pendant un certain temps (avec 1 petit) sont
obligées de se rapprocher exponentiellement dans la partie centrale de l’orbite, ce qui
permet de majorer |S, f(z) — S, f(y)| par

2[1(n) + h(n/X) + h(n/X*) + -]

pour un certain A > 1, et cette quantité peut étre bornée indépendamment de n si f est a
variation sommable. Ainsi, toute fonction & variation sommable est dans Wal(X, T').

La condition de variation sommable est d’une simplicité séduisante, et d’ailleurs on la
rencontre fréquemment dans la littérature. Bien que d’une grande utilité pratique, la
condition de variation sommable présente le gros inconvénient de ne pas étre préservée
par I'ajout d’un cobord. Elle ne définit donc pas un espace naturel du point de vue des
problemes que nous allons considérer dans cet article.

La condition de Walters ne présente pas ce probleme car elle inclut naturellement les
cobords, et nous verrons au chapitre 5 que ’espace des fonctions Walters dispose d’une st-
ructure naturelle d’espace de Banach, du moins dans le cas d’'une dynamique hyperbolique.
Ce n’est, en revanche, ni une algebre, ni un espace de Riesz : le produit et le maximum de
deux fonctions Walters ne sont pas Walters en général.

Définition. On dira que la fonction h : RT — RT U{+o00} est un module de Walters pour
f si h est croissante, nulle et continue a droite en zéro, et telle que

Vs €RT Vn>0 VryeX  dn(z,y) <s= |Snf(z) — Snf(y)| < h(s)

Il est clair que f est Walters si et seulement si elle admet un module de Walters.

-2



2. Le lemme de Mané, version dilatante

Soit M l’ensemble des probabilités boréliennes sur X qui sont invariantes par 7. Cet
ensemble est convexe et compact pour la topologie de la convergence vague. Ainsi, étant
donné f € C(X), lapplication p — [ fu atteint son maximum sur M. Les probas
invariantes p pour lesquelles [ fu est maximum seront dites mazimisantes (pour f).

Il est clair que les mesures maximisantes, ainsi que la valeur du maximum, ne changent pas
quand on ajoute a f un cobord. D’autre part, le lemme sous-additif entraine facilement le
résultat classique suivant :

L max,ex Snf(z) — maxuem [ fu quand n— oco.

Il est impossible de préciser davantage la vitesse de convergence sans faire d’hypothese
supplémentaire sur la fonction f ou sur le systeme dynamique. On notera [ =

max,en [ f.

Dans le cadre des flots lagrangiens, R. Mané (voir [Man]) avait démontré que que sous
certaines hypotheses, f — 3 pouvait s’écrire comme un cobord sur le support des mesures
maximisantes ergodiques. Ensuite, A. Fathi a donné dans [Fat] une forme forte de cet
énoncé, permettant de majorer f— 3 par un cobord sur X entier, et avec une démonstration
bien plus simple que celle originale de Mané.

Le cadre de cet article est différent, mais 'idée de majorer f — (3 par un cobord est
habituellement attribuée a Mané, d’ou le nom générique de “lemme de Mané” pour tout
énoncé de ce type, encore qu’on puisse trouver des résultats analogues, et antérieurs aux
travaux de Mané et Fathi, dans la littérature consacrée au contréle optimal (voir par
exemple [CHL], théoreme 5.2, p. 98). Le théoréme suivant entre dans cette catégorie.
Avant de I’énoncer, il nous faut donner une définition.

Notons /(X)) I'ensemble des compacts non vides de X, muni de la distance de Hausdorff
dp. Nous allons définir une condition technique, la propriété de dilatation faible (Weak
Expansion) comme suit :

Définition. On dira que (X,d,T) vérifie la propriété de dilatation faible, ou propriété
(WE), si I'application T~ : K(X) — K(X) est 1-lipschitz pour la distance de Hausdorff.
Autrement dit :

Ve,be X FyeT 1) dz,y) <d(Tz,Ty)

Cette condition est extrémement peu contraignante ; elle inclut en particulier tous les
sous-décalages de type fini (quitte & modifier légerement la distance d), mais aussi des
applications aussi peu “dilatantes” que... les isométries de X (par exemple une rotation
irrationnelle sur un tore).

Théoréme. On suppose que le systéme dynamique (X,T') est transitif et vérifie la pro-
priété de dilatation faible (WE). Soit f € Wal(X,T) et 3 = max,eca [ fu. Alors il existe
u € C(X) telle que

WeX  uly)=—F+ max(f+u)(z)
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Remarques. Une formulation équivalente du théoréme ci-dessus (obtenue en posant h =
f+u—wuoT) consiste a dire que f est cohomologue & une fonction h telle que

Vye X max h(z) = (.

=y

En particulier h est Walters, et h < 3. Intégrant cette inégalité par une proba invariante
quelconque p, il vient [ fu = [hu < 3, Pégalité étant atteinte si et seulement si h = 3
presque partout, autrement dit :

p est f-maximisante <= supp(u) C h1(B)

On note en particulier que la propriété que u soit maximisante ou non ne dépend que de
son support. Plus précisément, on a le “principe de subordination” suivant : si p et v
sont deux probas invariantes telles que v soit maximisante et supp(u) C supp(v), alors p
est également maximisante. En particulier, Coelho a remarqué (voir [Coe|) que le support
d’une mesure maximisante ne peut jamais étre X tout entier, sauf si f est cohomologue
a une constante. Ces résultats reposent de facon essentielle sur le “lemme de Mané” ci-
dessus, et donc sur 'hypothese que f est Walters ; sans cette hypothese, on peut mettre
en défaut le principe de subordination (voir la remarque au chapitre 8).

Le lemme de Mané est également d’un grand intérét pratique pour la détermination ex-
plicite des probas maximisantes dans des exemples particuliers, notamment les polynémes
trigonométriques de degré un sur le cercle (voir [Bou]).

Preuve. Pour A € [0, 1], définissons L) comme l'opérateur (non linéaire) de C(X) dans
lui-méme défini par
7y € X [Laul(y) = max(f + Au)(2)

Cet opérateur est A-lipschitz pour la norme uniforme sur C(X). Pour A < 1, il est contrac-
tant ; soit uy € C(X) son unique point fixe. On veut déterminer le module de continuité
hy de la fonction uy, a savoir

mals) = maxus(z) = ua(y)

Soit s > 0, et zg,y0 € X deux points tels que d(zg,yo) < s. On peut construire par
récurrence une suite (z;);>0 prolongeant x, telle que

VieN x; =Txi11 et ux(z;) = (f + Aur)(ziy1)

D’autre part, d’apres la propriété (WE) on peut construire une suite (y;);>o prolongeant
Yo telle que
Vie N y; =Ty et dzs, y:) = d(2ig1, Yiv1)

Des inégalités uy(y;) = (f + Aux)(yi+1) on déduit

Vie N un(@i) —ua(ys) < f@) = Fyi) + AMua(@it1) — ua(yir)]

— 4 —



et par conséquent
ux(zo) — ux(¥o) Z Xf fys)]

Appliquant la transformation d’Abel au membre de droite, on obtient la majoration

Z N () = fy)] = X=X YA fla) — fw)

n>0 i=0
<sup > f(wi) — f(yi)
n20 2o

= sg% Snt1f(Tn) — Snt1f(yn)

< hw (s)
ou hy est un module de Walters pour f.

Ainsi, toutes les fonctions uy (pour 0 < A < 1) admettent hy comme module de continuité
commun. Toutefois cette estimation d’équicontinuité est seulement locale : hy(s) peut
étre infini pour s assez grand.

Si on veut démontrer que la famille u) est précompacte dans C'(X)/R, il nous reste a
majorer 1’oscillation de u) par une quantité indépendante de A\. Pour cela, notons que si
My = maxuy) , alors ’équation fonctionnelle sur u) implique

Ve e X (M)\—’LL)\)( ) <OSC(]C)+)\'(M)\—’U,>\)(CL')
< Osc(f) + (Mx —ux)(z)

Soit a > 0 tel que hw (o) < 1, et soit R un ensemble fini de boules fermées de rayon
a recouvrant X. Soient by, bs deux éléments de R. Comme T est transitive, il existe
(z,n) € X x N tel que = € by et T"x € by. De 'inégalité

(M) —u))(T"z) < nOsc(f) + (M — uy)(x)

on déduit

max  ux(s1) —ux(s2) < 2hw(a)+ nOsc(f)
(81,52)6]:)1 XbQ

En écrivant cette inégalité pour tous les couples (b1, bs) € R?, et notant N le maximum
de tous les entiers n apparaissant ci-dessus, on obtient

VA € [0,1] Oscuy < 2+ NOsc f

et les fonctions uy sont bien d’oscillation bornée. Par conséquent, la famille u} = uy —
minuy est précompacte dans C(X) et vérifie

Ve [0,1[ db, € R u;:—b)\+L)\u§\
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Si u € C(X) désigne une valeur d’adhérence quelconque des (uy) quand A — 1, alors on
aura v = —b + Lju, avec une certaine constante b € R.

Il reste a voir que cette constante b n’est autre que 8 = max,cm f fu. Pour cela, posons
h=f+4+u—wuoT ; cette fonction est cohomologue a f et vérifie

Vye X b = max h(x)
Tr=y
Comme h < b, on aura [ fu= [ hu b pour toute proba invariante p, donc G < b. Mais
d’autre part, le compact K = h~1(b) vérifie TK = X, et ceci implique que le compact
invariant K’ = ﬂn>0 T~™K est non vide. Il porte donc une proba invariante u, pour
laquelle h = b presque partout, d'out [ fu = [hp = b, et donc b < 5. On a donc bien
b = 3, et le théoreme est démontré.

3. Propriétés de la limite projective

J’aurai besoin du résultat topologique suivant, dont la démonstration (un peu délicate) est
donnée en annexe.

Proposition A. Soit 7 : X — Y une surjection continue entre deux espaces topologiques
compacts, et A = {(z,y) € X? : w(z) = 7(y) }. On suppose qu’on a une fonction u € C(A)
vérifiant la “relation de Chasles”

Vo,y,z € X m(x)=n(y) =n(z) = wulz,y)+uly,2)+u(z,z)=0
Alors il existe f € C(X) telle que ||f| ., = 3 ||ull o et

Viz,y) e A ulz,y) = f(z) - f(y).

Rappelons que la limite projective (aussi appelée eztension naturelle) du systéme dyna-
mique (X, T) est un autre systéme dynamique (X, 7) défini de la facon suivante : X est
Pensemble des suites (x;);cn telles que Vi T; = Tx;+1, muni de la topologie induite par
la topologie produit de X. L’ensemble X est donc un compact métrisable, que nous
munirons de la distance

d[(:ci), (yz)] =max 27 "d(zn, Yn)

neN

L’application T: X — X est définie par

T[(Cb'o,ml, . )} = (Tib'o,m(),ib'l, . )

Il est clair que T:X — X est une bijection, dont l’inverse est 'application de décalage,
et que le diagramme suivant est commutatif :

x 5L X
x I ox
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oit m: X — X est la projection définie par 7[(z;)] = xo.

En particulier, il existe une injection naturelle de C'(X) dans C(X), définie par f — fo,
et cette injection permet d’identifier C(X) & un sous-espace de C (X' ). Cependant, il n’est
pas clair que cette identification soit compatible avec la condition de Walters : peut-on dire
qu'une fonction f € C(X) est Walters sans préciser si le systéme dynamique sous-jacent
est (X,T) ou (X,T) ? La proposition suivante répond par Paffirmative, ce qui légitime
Pidentification Wal(X,T) = C(X) N Wal(X,T).

Proposition. Soit f € C(X). Alors f € Wal(X,T) <= for € Wal(X,T).

Preuve. L’implication = est une conséquence directe de la semi-conjugaison entre (X T)
et (X,T). Soit n > 0 et u,v € X quelconques, et f fom. Comme 7 est 1-lipschitz, on a

Vk e [0,n]  d(TFru, TFrv) = d(xT u, 7T%0) < d(T*u, T*v) < dy(u,v)
et donc d,,(mu, 7v) < dy,(u,v). Et d’autre part,

Suftu)= Y (fomoT™)(w) =} (foT")(mu)=Su(f)(mu)

0<k<n 0<k<n

Ceci entraine immédiatement que f € Wal(X,T) = f € Wal(X,T).
L’implication <= est plus délicate. Supposons que f € Wal(X,T). Soit ¢ > 0 quelconque.
On peut trouver un n > 0 tel que

Yn>0 Vu,veX dp(u,v) <= |Spf(u) — S f(v)] <e

Choisissons un entier p > 1 tel que 27Pdiam(X) < n. Et soit n; € ]0, 7] tel que

Vn € [0,p] Vzo,yo € X d(zo,y0) <M = |Snf(zo) — Snf(vo)| <€

Alors j’affirme que
Vn >0 Vre,yo € X  du(z0,%0) <m = |Snf(w0) — Snf(yo)| < 2¢

Vu la définition de 7, il suffit évidemment de démontrer cette inégalité pour n > p. Soient
z,y € X tels que 7z = xo et my = yo, et puis u = TP 1(z) et v = TP 1(y). Alors pour
tout s € N, on a

d(T%u, T°v) = d(T*TPLe, T5+P~1y)

_ 2—kd Ts—|—p—1—k Ts+p—1—k

max 2™ "d[n( z),m( v)]
< —k 3: —k rs+p—1—k rs+p—1—k :|
< max [I}clgi)c [27*diam(X)], Jnax 27%d[m(T x),m(T y)]

< max [2_pdiam(X), O%?Ep d(TS-l—p—l—kxo, Ts-i—p—l—kyo)}

< max [17, ds1p(To, yo)}



Par conséquent, pour tout n > p on a

dn—p—|—1 (’LL, U) < maX(na dn(wOa yO))
Ainsi d,, (20, y0) < m entraine d,,—p11(u,v) <7 et
> fTh - kayo‘ = ‘Sn—zﬂ-lf(u) - Sn—p—|—1f(v)’ Se€
p—1<k<n

ce qui, combiné avec

> [T —kayo) <e

0g<k<p—1

donne bien |S,, f(xo) — Snf(yo)| < 2¢. La fonction f est donc Walters, ce qui prouve la
réciproque, et termine la preuve de la proposition.

Signalons un résultat analogue mais plus facile, dont la démonstration est laissée au lecteur :
Proposition. Soit f € C(X). Alors f € Cob(X,T) <= fon € Cob(X,T).

Les deux propositions précédentes entrainent ’existence d’une application injective natu-
relle de Wal(X,T')/Cob(X,T) dans Wal(X,T)/Cob(X,T) ; le théoreme suivant affirme
que cette application est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Théoréme. Toute fonction f € Wal(X,T) est cohomologue & (au moins) une fonction de
la forme h o, avec h € Wal(X,T).

Preuve. Soit f € Wal(X,T). Comme dans la Proposition A, on note
A={(z,y) € X* : 7(z) = 7(y)}

Considérons la fonction u € C(A) définie par
Yz, y) €A u(z,y)=> fI"z— fIy
n=0

Notons d’abord que cette définition a un sens. En effet, si 7(z) = 7 (y) alors d(T"z, T"y) <
27" ldiam(X). Comme f est Walters, la série ci-dessus est de Cauchy et donc convergente
dans C(A) pour la topologie de la convergence uniforme. D’autre part, on a évidemment

Ve,y,z € X m(x) =7(y) =7(z) = u(z,y)+uly,z) +u(z,x) =0

En vertu de la Proposition A, on peut trouver une fonction v € C (X ) telle que u(zx,y) =
v(z) — v(y) pour tout (x,y) € A. Par ailleurs, u vérifie également 1’équation fonctionnelle

A A

V(z,y) € A u(z,y) = f(z) — f(y) +u(Tz,Ty)

-8 —



En termes de la fonction v, cela s’écrit

vrye X w(z) =a(y) = f2)+o(T2) —v(z) = f(y) +o(Ty) —o(y)

Autrement dit, la fonction h = fH+wvo T — v est constante sur les fibres de 7. Elle peut
donc s’écrire h = hom avec h € C (X). La fonction h est cohomologue a f donc Walters,
et donc h est Walters également. Le théoreme est démontré.

Coelho et Quas ont donné un analogue de ce théoreme pour les fonctions a variation
sommable quand (X,T) est un décalage de Bernoulli, voir [CQ] théoreme 2. Pour les
fonctions Holder, c’est un résultat tres classique dans la théorie des mesures de Gibbs, voir
en particulier [Sin].

4. Le lemme de Mané, version hyperbolique

Pour des systémes dynamiques inversibles, la propriété (WE) ne sera en général pas vérifiée
(parce que application T sera dilatante dans certaines directions seulement) et on utilisera
plutot la propriété suivante, analogue mais plus faible :

Définition. On dira que (X,T) vérifie la propriété de produit local faible, ou propriété
(WLP), si pour tout € > 0, on peut trouver n > 0 vérifiant la propriété suivante : quelles
que soient les orbites (z;)i<o et (Y:)i>o telles que d(zo,yo) < 7, il existe une orbite (z;)iez
telle que Vi < 0 d(x;,2;) <€ et Vi >0 d(y;,2;) <e.

Remarque. Dans la définition ci-dessus, on appelle “orbite” une famille indicée (x;);ca
d’éléments de X, ou A est une partie de Z, telle que Tx; = x;,1 pour tout i tel que i € A
et i+ 1€ A.

Théoréme. On suppose que (X, T) est transitif et vérifie la propriété de produit local
faible (WLP). Soit f € Wal(X,T), et 3 = max e [ fu. Alors il existe u € C(X) telle
que f < B4+uoT —u.

Une formulation équivalente est que f est cohomologue a une fonction (en l'occurence,
h = f4+u—wuoT) majorée par 8. On a, en particulier, le “principe de subordination”
discuté plus haut.

Preuve du théoréme. Quitte a translater f, on peut supposer 5 = 0. Dans ce cas, nous
avons vu que les sommes de Birkhoff vérifient % max S, f — 0 quand n — oo. Nous devons
tout d’abord affiner cette estimation.

Lemme. Sous les hypothéses du théoréme, avec 3 = 0, les sommes de Birkhoff sont
uniformément majorées : il existe une constante M € R telle que S,, f(x) < M pour tous
xre X etmeN.

Preuve du lemme. D’apres la condition de Walters, on peut trouver € > 0 tel que

Ve,ye X Vn>0 dn(z,y) <e = [Snf(x) — Snfly)| <1
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Ensuite, appliquant deux fois la propriété (WLP), on voit qu’il existe n > 0 vérifiant la
propriété suivante : quelles que soient les orbites (z;)a<i<b, (¥i)b<i<e €t (%i)e<i<a telles
que d(xp,yp) < N et d(ye, zc) < 7, il existe une orbite (¢;)q<i<q qui est e-proche de (z;),

(i) et (zi).
La transitivité de T et la compacité de X2 impliquent l’existence d’une partie finie £ de
X x N vérifiant

Ve,ye X 3F(z,4) €L d(z,z) <n et d(y,T"2) <n
Posons alors L = max{/: (z,£) € L} et K = min{S,f(z) : (2,£) € L}. Jaffirme que
Vee X Vn>0 Snf(z) <3 - K.

Pour cela, on va démontrer que pour tout (z,n) € X x N, on peut trouver (z’,n') € X xN
tel que n’ < 2n+ L et S, f(2') > 25, f(z) + K — 3. Il n’est pas difficile de voir que ceci
entraine l'affirmation ci-dessus (exercice).

Soit (z,n) € X x N. On peut trouver (y,£) € L tel que d(T"z,y) < n et d(z, T*) < n.
Par définition de 7, on peut recoller les trois orbites

(2, Tz,...T"z)
(v, Ty,...T*)
(x,Tx,...T"x)

en une orbite (¢;)o<i<ante telle que d,(z,t0) < €, de(y,tn) < € et dp(x,tnre) < €. Par
conséquent, on aura les inégalités

S () > Suf () 1

n+4—1

Y ft)=K-1
Qn:—:éil

> f(ti) = Saf(x) -1
i=n-+~L

et donc finalement Sa,1¢f(to) = 2S5, f(x) + K — 3, ainsi le couple (z',n') = (to,2n + £)
vérifie bien les propriétés requises. Ceci termine la preuve du lemme.

Revenons a la preuve du théoreme. Pour toute paire U,V d’ouverts de X, définissons
(U, V) =sup {S,f(z) :n >0,z € UT z €V}

Cette fonction est manifestement croissante en U et V, elle ne prend pas la valeur —oo a
cause de la transitivité de T', et elle est bornée supérieurement d’apres le lemme ci-dessus.
Définissons maintenant, pour tout (z,y) € X2,

u(z,y) =inf {@(U,V):2 €Uy eV, UetV ouverts}

Par construction, u est automatiquement une fonction semi-continue supérieurement de
X? dans RU {—oo} vérifiant S, f(x) < u(z, T™z) pour tous x € X et n > 0. En fait, il est
facile de se convaincre que u est la plus petite fonction s.c.s. vérifiant cette propriété.
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Lemme. On a u(z,y) + u(y, 2) < u(zx, z) pour tous z,y,z € X.

Preuwve du lemme. Soient x,y, z quelconques dans X. L’inégalité ci-dessus est évidente si
u(z,y) ou u(y, z) vaut —oo, et nous supposerons donc que ce n’est pas le cas.

Soit € > 0 et © > u(x, z) quelconques. Par définition de u, il existe 8y > 0 tel que
u(z, z) < a(B(z,26), B(z,26))) <O
D’autre part, d’apres la condition de Walters, on peut trouver 6 € |0, 0] tel que
Vpg€X VneN  du(p,q) <O = [Suf(p) — Suf(a)| <e

Et d’apres la propriété (WLP), il existe n € ]0,26] tel que pour toute paire d’orbites
(i) a<i<p, (Yi)b<i<e telles que d(xp, yp) < 1, il existe une orbite (2;)qa<i<e qui est f-proche
de (:L'l) et (yz)

Par définition de u, on peut trouver (s,n) € X x N tel que s € B(z,n/2), T"s € B(y,n/2),
Snf(s) = u(z,y) —€, et (t,p) € X x N tel que t € B(y,n/2), TPt € B(z,1m/2) et S, f(t) >
u(y, z) — €. Les deux orbites (s,T's,...T™s) et (¢t,Tt,...TPt) peuvent étre approchées a 0
prés par une orbite (o, Tay,...T™ Pa). On a en particulier d,,(s,a) < 6 et d,(¢t,T"a) < 6,
d’ou

et donc
Snapfla) = u(z,y) +u(y, z) — 4e
Mais d’autre part, on a o € B(z,n/2+60) C B(x,20)) et T"Pa € B(z,n/2+0) C B(z,260),
donc
Snpfla) < fc(B(:c, 200), B(z, 290))
et par suite
O > u(z,y) + u(y, z) — 4e

Faisant tendre ¢ — 0 et © — wu(x, 2) il vient finalement u(z, z) > u(x,y) + u(y, 2) et le
lemme est démontré.

Pour terminer la preuve du théoreme, nous aurons besoin du résultat suivant, dont la
preuve est donnée en annexe :
Proposition B. Soit X un espace topologique compact, et u : X2 — RU {—occ} une
fonction semi-continue supérieurement vérifiant
Vz,y,2 € X u(@,y) +uly, 2) < u(z, 2)
Alors il existe f € C(X) telle que ||f| ., = 3(maxu)™ et
Vz,y e X ulz,y) < flz) - f(y).

D’apres cette proposition, il existe une fonction g € C(X) telle que u(z,y) < g(y) — g(x)
pour tous x,y € X. Alors f(z) = S1f(z) < u(z,Tx) < g(Tx) — g(x) pour tout z € X et
le théoréme est démontré (pour 8 = 0).

Indiquons une conséquence importante de ce théoreme, a savoir, une caractérisation des
cobords :
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Théoréme. On suppose (X, T) transitif et vérifiant la propriété de produit local faible.
Soit f € C(X). Alors f est un cobord si et seulement si f est Walters et de moyenne nulle
pour toute proba invariante.

Preuve. Les deux conditions sont évidemment nécessaires ; montrons qu’elles sont suffi-
santes. Soit f € Wal(X,T) telle que [ fu = 0 pour tout 4 € M. On a donc 8 = 0 et
d’apres le théoreme précédent, il existe u € C(X) telle que f < uwoT — u. Appliquant le
meéme argument a la fonction —f, on trouve v € C(X) telle que —f < wvoT —wv. Ajoutant
ces deux inégalités, il vient (u + v) o T > u + v, ce qui n’est possible que si u + v est
constante, compte tenu de la transitivité de 7. On a donc f = uo T — u et le théoreme
est démontré.

Ce théoreéme étend un résultat classique de Livsic (voir [Liv]), qui étudie le cas ou f est
holderienne, et (X, T) est Axiome A et transitif.

Remarque. Les deux conditions nécessaires et suffisantes pour que f € Cob(X,T), a
savoir que (i) f soit Walters et (ii) de moyenne nulle pour toute proba invariante, sont
indépendantes en ce sens qu’aucune des deux n’implique ’autre. En particulier on peut
trouver des fonctions continues d’intégrale nulle pour toute proba invariante et qui ne sont
pas Walters, et donc ne sont pas des cobords (M. Zinsmeister, communication privée).

5. Normes sur ’espace des fonctions Walters
De fagon générale, Wal(X,T) n’admet pas de topologie naturelle. Dans ce chapitre, nous

allons voir comment le munir d’une structure d’espace de Banach, moyennant une hy-
pothese sur la dynamique.

Définition-Proposition. Si X n’est pas réduit a un point, alors il existe un plus grand
réel S > 0 vérifiant la propriété suivante : si (zg)rez €t (yx)rez sont deux orbites quel-
conques pour T', alors

sup d(zk,yx) < S = VKEZ xr =y
keZ

Cette constante sera appelée constante de séparation du systéme dynamique (X,T) et
notée sep(X,d,T). Si d’ est une autre distance définissant la méme topologie, alors

sep(X,d,T) >0 <= sep(X,d,T)>0.

Preuve. Soit T I’ensemble des S € R vérifiant la propriété de I’énoncé. On voit facilement
que Z est un sous-intervalle de R™ contenant 0, majoré par diam X, et contenant son
supremum ; on a donc bien Z = [0, S] pour un certain S € RT. Quant & I’équivalence

sep(X,d,T) >0 <= sep(X,d,T)>0,
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elle découle de I’équivalence des structures uniformes définies par d et d’ ; nous écrirons sim-
plement sep(X,T) > 0 avec un abus de notation évident, et nous dirons que la dynamique
(ou I'application) est séparante?.

Notons que cette propriété n’est pas affectée par le passage a la limite projective : (X , T)
est séparant si et seulement si (X,7') est séparant. Il en est de méme du passage a
I’application inverse, quand la dynamique est inversible.

Lemme. Soit (X,T') de constante de séparation S > 0. Alors pour tout s € |0, 5], il existe
une fonction 0, : N — R décroissante, tendant vers 0 et telle que, quelles que soient les
orbites (x;)a<i<b €t (Yi)a<i<p, ON ait

max, d(zp,yr) <s = Vk€[a,b] d(wg,yr) < 0s[min(k —a,b— k)]

Preuve. Définissons 6(n) comme le maximum de d(xg,yo) sur toutes les paires d’orbites
(i) —n<i<n €t (Yi)—n<i<n vérifiant la condition max_,<k<n d(xk, yx) < s. Il est facile de
voir que 6, vérifie bien les propriétés annoncées.

Corollaire. Soit (X,T) de constante de séparation S > 0, et f € Wal(X,T). Alors la
quantité

sup  max_ [Snf(x) — Snf(y)]

n>0 dn (az,y)gs

est finie pour tout s < S. En d’autres termes, tout élément de Wal(X,T') admet un module
de Walters hyy tel que hy (s) < oo pour tout s < S.

Proposition. On suppose que la constante de séparation S du systéme dynamique (X, T)
est non nulle. Alors Wal(X,T) muni de I'une quelconque des normes W définies par

Wi(f) =2[fll +sup max |S,f(z)— Snf(y)l

>0 dn(z,y)<s

avec s € 10, S|, est un espace de Banach. De plus, toutes ces normes sont équivalentes.

Preuve. Le lecteur vérifiera aisément que les W sont des normes sur Wal(X, T') et qu’elles
en font un espace complet. D’autre part, la majoration Wy < W; quand s < t implique
Wy ~ Wy en vertu du théoreme de Banach. Ainsi, toutes ces normes définissent la méme
topologie, que nous appellerons la topologie de Walters.

Dans toute la suite, Wal(X,T') sera supposé muni de cette topologie (sous réserve que
la dynamique soit séparante). Voici un premier résultat tres simple, et vrai en toute
généralité, justifiant I'introduction de cette topologie :

Proposition. On suppose que la dynamique est séparante. Alors I'opérateur de cobord
uruoT —u est continu de C'(X) dans Wal(X,T).

Une telle dynamique est habituellement appelée expansive ; mais ce terme est source de
confusions, et sa définition varie d’un auteur a Pautre (selon que la dynamique est supposée
bijective ou non).
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6. Un cas particulier, le décalage de Bernoulli

Ici nous considérons X = AN, ol A est un alphabet fini, muni de la distance d(a,b) = 277,
ou n est le plus petit indice tel que a,, # b,, et 0 : X — X est 'application de décalage.
Cette dynamique est transitive, séparante, et (WE) pour la distance d. La constante de
séparation vaut sep(X,d,o) = diam X = 1.

Soit £ lopérateur de transfert particulier défini par

weX  [Efly) = ﬁiA 3 o) = ﬁiAZﬂay)

or=y GGA

et notons V\/'aljS (X, T) 'ensemble des f € Wal(X,T) tels que £f = 0. Pour abréger, nous
omettrons 'indice £ dans la suite.

Théoreme. L’application

[C(AM)/R] x Wall(AN,0) xR — Wal(AN, o)
(u, f,b) — (uooc—u)+ f+b

est un isomorphisme d’espaces de Banach. En particulier, on a la décomposition en somme
directe topologique

Wal(AY, 0) = Cob(AN, 0) ® Wal' (AN, o) ® R
et opérateur de cobord envoie isomorphiquement C(AY)/R sur Cob(AY, o).
Corollaire. L’espace quotient Wal(AN, o) /Cob(AYN, o) est isomorphe 4 Wal' (AN, o) & R.

Preuve du théoréme. L’application est manifestement continue. Démontrons d’abord I’'in-
jectivité ; supposons uoo —u+ f +b =0, avec u € C(X), f € Wal'(X,T) et b € R. Soit
@ € M la proba invariante d’entropie maximale (qui est aussi la mesure de Bernoulli ou
toutes les lettres de A sont équiprobables). Comme uoo —u+ f est de moyenne nulle pour
u, on doit avoir b = 0. D’autre part, f et u o o sont orthogonales dans L?(u), et 'identité
wo o+ f = u implique donc, pour les normes L2,

2 2 2 2 2
[ull” = {lwoal|” + [LFII" = [lul” + I/

ce qui entraine que f est nulle et u constante. L’application est donc bien injective.

Démontrons maintenant la surjectivité. Soit f € Wal(X,T) ; on veut trouver u € C(X)
et b € R tels que E(f —b+u—uoo)=0. Cette équation s’écrit, de fagon équivalente,

WweX  uly)=—b+ ﬁiA SO (f + u)(ay)
acA
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Pour A € [0, 1], notons Ly l'opérateur de C(X) dans lui-méme défini par

Yy e X [Lul(y Z f+ Au)(ay)
aEA

Cet opérateur est A-lipschitz pour la norme uniforme ; notons w) son unique point fixe
pour A € [0, 1[. Posons H)(z,y) = ux(z) — ux(y). Alors pour tous z,y € X on a

Hy(z,y) Y Zf ax) — f(ay) + AHx(az, ay)
a€cA

< max flaz) — f(ay) + AHx(az, ay)

On en déduit

oo

Hy(z,y) < max )\"[f(ﬁn...é?ox)—f(@n...t%y)}

fe AN
A =0

= max ( Z A" Z f(On...00x) — f(On...00y)

fc AN

< max sup Z f(On...00z) — f(On...00y)

GGAN m=0 n=0

ol hy est un module de Walters pour f. On a vu au chapitre précédent qu’on pouvait
toujours supposer hy (1/2) < oco. La famille uy est donc équicontinue et d’oscillation
bornée pour A — 1 ; on peut donc en prendre une valeur d’adhérence dans C(X)/R, et
on obtient ainsi une fonction u € C(X) vérifiant u = —b+ Liu, ot b € R est une certaine
constante. Ceci prouve la surjectivité de 'opérateur donné dans 1’énoncé du théoreme, et
termine la preuve.

Remarque. Le théoreme ci-dessus n’est pas vraiment spécifique au décalage de Bernoulli ;
les seuls ingrédients nécessaires sont une dynamique dilatante, et un opérateur de transfert
& préservant les constantes (afin que l'opérateur dual £’ préserve une proba invariante).
Par exemple, dans le cas du cercle T! muni de I’application de doublement de I’angle, on
prendrait Popérateur £ défini par £f : y — %ZQm:y f(x) et on aurait un théoreme de
décomposition parfaitement analogue.

Les énoncés qui vont suivre, au contraire, sont tres spécifiques au décalage de Bernoulli,
puisqu’ils concernent 1’ensemble LC(X) des fonctions localement constantes sur X. Nous
allons nous attacher a démontrer que ce sous-espace est dense, et qu’une propriété analogue
est vraie dans la limite projective.

Donnons pour commencer un résultat classique du folklore, sur lequel nous reviendrons au
chapitre 8.
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Proposition. Soit u € C(AY). Alors u € LO(AY) <= uoo —u € LO(AY).

Preuve. Posons f = uo o — u, supposée localement constante; elle admet donc un module
de Walters hy avec hy (1/2) < oo et hy(s) = 0 pour s assez petit. De 1’équation
fonctionnelle

Vye X u(y)zﬁiA S (u+ @)

ocxr=y

on déduit facilement
Ve,ye X Ju(z) — u(y)| < hw [d(z,y)/2]

et donc u est localement constante, ce qui prouve la proposition.

Voici une maniere simple de construire des approximations localement constantes d’une
fonction continue f € C(X) donnée : soit « une lettre distinguée de lalphabet A, et
définissons pour n € N ’application 7, : X — X comme suit :

Tn(ToZ1 . . Tp-1ZTpTpy1...) = (ox1... Tp_1aa...)

Alors les applications f,, = f o7, sont localement constantes et convergent vers f pour

la topologie de la convergence uniforme. En topologie de Walters, on a un résultat plus
faible :

Théoreme. On suppose que f vérifie la condition de Walters. Alors les fonctions f,, =
f o7, convergent au sens de Cesaro vers f en topologie de Walters.

Preuve. Soit f € Wal(AY, o) de module de Walters hyy avec hy (1/2) < oco. Posons
0, = hw (27™) pour n > 1 ; cette suite tend vers zéro. Nous devons démontrer que

n—1

1

ﬁka — f  (Walters)
k=0

Posons g, = Z;;( f — fr) pour n > 1. La norme de Walters de g,, vaut

W n =2 n Sm n _Sm n
1/2(9n) = 2|9 IIC,oJr:ll;l?1 dm(gcr,li));l/Ql gn(z) 9n(y)]

Le premier terme ne pose pas de difficulté : ||f — f,| ., = o(1) donc ||g,||,, = o(n). Pour
estimer le second terme, donnons-nous z,y € AN tels que d,,(z,y) < 1/2 pour un certain
m > 1 (en d’autres termes, les m premieres lettres de x et y sont identiques). Posons
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p = min(m,n). Alors

Smgn(m) - Smgn(y) = Z(f - fk)(agx) - (f - fk)(o-zy)

{=0 k=0
m—p—1n—1

= f(o‘z) — f(o'y)
\ (=0 k=0 |

A
m—1 n—1
+ f(o'x) — f(muotx) — f(oy) + f(Tro'y)
f:m—p k=0 )

%4

La quantité A =n Y P~ f(o'z) — f(o'y) est nulle si m < p (c.a.d. m < n), et sinon on
alAl <nhwy(27P) = n0 Dans les deux cas, on a |A] < nb,,.

Pour estimer B, on posera & = o™ P(x), § = 0™ P(y), Ts = 75T et s = 75§. On note que

dy(Z,7) < 1/2. Alors

B = ZZ]‘“ o'%) — f(o'Thie @) — F(o'9) + f(0 Thre §)

S fe%) - flo'E) — Fe'9) + F(o'5)

s=0 ¢=(s—n+1)T

~~

B(s)

Distinguons lescas s <p—1et s > p. Si s <p—1, alors

$)| <> flo'z) - + > F(eEs) — £o"5s)
=0 =0

< 2hw (2°77) = 20,_,

Si au contraire s > p, alors

p—1 p—1
Be)<| Y [T+ D f0' )~ fo5)
L=(s—n+1)* L=(s—n+1)*

<2hw(2P7175) = 20,1y

On en déduit que
n+p—2 n+p—2

p—1

BI<Y IB(s)|+ > |B Zzep o+ Z 20, s
s=0 s=p
p

n—1
<D 20,4+ ) 20, < 4205
s=1 s=1 s=1
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ce qui nous donne la majoration

n
S, -8 < nb,+4)» 0
50 (5) S0 < 4430

et finalement

s=1

Le membre de droite est un o(n) quand n — oo, donc les f,, convergent effectivement vers
f au sens de Cesaro dans la topologie de Walters, et le théoreme est démontré.

Remarque. On notera l’analogie entre le théoreme ci-dessus et le théoreme de Fejér sur les
séries de Fourier. Si on se donne une fonction f € C(T!) continue sur le cercle, et qu’on
note f, = f *x D, les sommes partielles de la série de Fourier, alors les f,, tendent vers f
en norme L2, mais pour la norme uniforme on a seulement convergence au sens de Cesaro.
En fait, le théoreme de Banach-Steinhaus (combiné au caractére non borné des noyaux de
Dirichlet D,,) permet de voir que pour f générique dans C(X), la suite f, sera non bornée
et donc a fortiori ne tendra pas vers f en norme uniforme (voir [Rud| probleme 5.11).

Par des arguments tout a fait similaires, on peut démontrer que quand f est Walters, les
f o T, ne convergent pas vers f en général (en topologie de Walters). En effet, soit =,
I'opérateur de Wal(AY, o) dans lui-méme défini par =, f = foT,. En regardant ’action de
=, sur les cobords, il est facile de voir que cette suite d’opérateurs n’est pas uniformément
bornée. Ceci entraine, en vertu du théoreme de Banach-Steinhaus, que pour f générique
dans Wal(AY, o), la suite foT, sera non bornée en norme de Walters, et donc ne convergera
pas vers f. En ce sens, le théoréme que nous venons de démontrer (convergence au sens
de Cesaro) n’est pas vraiment améliorable.

Corollaire. LC(AY) et LC(AZ) sont denses dans Wal(AY, o) et Wal(AZ, o) respective-
ment. En particulier, Wal(AY, o) et Wal(AZ, o) sont séparables.

Preuve du corollaire. Le théoréme précédent implique évidemment la densité de LO(AN)
dans Wal(AY, o), et d’autre part, la décomposition

Wal(AZ, o) = Wal(A"Y, o) 4+ Cob(A%, o)
(démontrée au chapitre 3) entraine la densité de LC(A%) dans Wal(A%, o). Comme LC(AY)

et LC(A?) sont de dimension dénombrable, il en découle la séparabilité de Wal(AN, o) et
Wal(AZ, o).
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7. Un théoréme de Walters

Dans le fameux article [Wal] ou est définie la condition qui porte maintenant son nom,
Walters démontre notamment le résultat suivant, que nous énoncerons dans le cas du
décalage de Bernoulli :

Théoréme (Walters). Soit X = AN, o1 A est un alphabet fini, muni de I’application
de décalage o, et f € Wal(X, o). Alors il existe une fonction h cohomologue a f et une

constante P telles que
Vy e X Z M@ = P

or=y

La constante P qui apparait ici n’est autre que la pression topologique de f (ou de h). La

démonstration classique, due a Walters, consiste a démontrer que 'opérateur de transfert
de Ruelle £ : C(X) — C(X), défini par

VweX  [LU|(y) = Y /PU(x)

oxr=y

admet une fonction propre continue, a valeurs strictement positives. En effet, si U = e*
est une telle fonction propre, de valeur propre e, alors on a

Vy e X el = Zexp(f+u—uoa)(m)
oxr=y
et donc h = f + u — u o o répond bien au probleme posé.
Walters prouve l’existence d’une direction propre en construisant dans C(X) un cone
convexe invariant par £, dont 'ensemble des directions est compact. Dans [KMS], Kondah

et al. utilisent une autre approche, basée sur une suite de cones emboités, et le caractere
contractant de £ pour leurs métriques de Birkhoft.

Ici je propose une troisieme démonstration de ce théoreme, dans l'esprit des autres
démonstrations du présent article, et dont la principale originalité est de ne pas reposer
sur l'itération (méme implicite) de 'opérateur de transfert : la construction de la direction
propre de L se fait grace a des approximants non linéaires de L.

Preuve. Pour A\ € [0,1], définissons 'opérateur non linéaire T : C(X) — C(X) comme
suit :
Vye X  exp[Taul(y) = Y exp(f+u)(y) = ) exp(f + lu)(ay)
or=y a€A

Cet opérateur est clairement A-lipschitz pour la norme uniforme ; soit w) son point fixe,
pour A € [0,1[. Posons H)(z,y) = ux(z) — ux(y). Alors, pour tous z,y € X on a

expuy(x) = Z exp(f + Auy)(ax)

acA

= Z exp(f + Auy)(ay) exp [f(ax) — flay) + A|ux(az) — ux(ay)]]

acA

< expua(y) - max exp|f(az) — f(ay) + Alur(az) — ua (ay)]

—19 —



et donc

Hy(z,y) < max flaz) — f(ay) + AHx(az, ay)

On en déduit, comme précédemment

Ici encore, les fonctions u) sont équicontinues et d’oscillation bornée quand A\ — 1. En
prenant une valeur d’adhérence dans C'(X)/R, on obtient une fonction u € C'(X) telle que
u = —P + Tyu pour une certaine constante P € R. Alors la fonction h = f +u —uo o est
une solution au probléeme posé, et le théoreme de Walters est démontré.

Remarque. La tres grande similarité entre cette démonstration du théoreme de Walters,
le lemme de Mafié donné au chapitre 2, et le théoréme de décomposition de Wal(AN, o)
donné au chapitre 6 n’est pas fortuite ; ces deux derniers énoncés peuvent étre vus comme
des formes limites du théoréeme de Walters, aux basses températures (f > 1) et aux hautes
températures (f < 1) respectivement.

8. Verrouillage des mesures maximisantes sur les orbites périodiques

De nombreux auteurs ont observé indépendamment sur des exemples (voir [Je2], [HO]
et [Bou]) que dans le cas d’une dynamique dilatante ou hyperbolique, les mesures maxi-
misantes avaient une forte tendance a se “caler” sur des orbites périodiques de petites
périodes.

Ces observations soulevent un certain nombre de questions distinctes. Premierement

)
la question de l'unicité de la mesure maximisante ; il semblerait que pour une fonction
générique, il n’existe qu'une seule mesure maximisante, pourquoi ?

La seconde question est celle du verrouillage proprement dit : les observations suggerent
que quand p est une orbite périodique, ’ensemble des f pour laquelle i est maximisante est
un domaine d’intérieur non vide (intentionellement, je ne précise pas la topologie pour le
moment). Au contraire, quand p n’est pas une orbite périodique, ce domaine est d’intérieur
vide, pourquoi ?

La troisieme question est de savoir si les intérieurs des “domaines de verrouillage” ci-
dessus sont denses dans 1’espace fonctionnel considéré ; nous appellerons cette propriété la
propriété de “verrouillage générique”.

Ces questions ont été abordées dans [CLT] et [YH] dans le cas d’une application dilatante
sur le cercle, et d’une application Axiome A sur une variété compacte, respectivement.
Rappelons brievement leurs principaux résultats. Contreras et al. considerent 1’espace
C'*(X) des fonctions continues f vérifiant

Ve>0 In>0 dz,y)<n = |f(y) - f(2)] <ed(z,y)”
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muni de la topologie C® (ainsi C'*(X) est un sous-espace fermé de codimension infinie de
C*(X)) alors que Yuan et Hunt se placent dans I’espace fonctionnel C*(X), plus commun?.
Dans les deux articles, le verrouillage sur les orbites périodiques est démontré “a la main” :
pour chaque orbite périodique u, on construit une fonction f atteignant son maximum
précisément sur l'orbite, et on démontre que toute fonction assez voisine de f admet encore
1 comme mesure maximisante. C’est ensuite que les deux articles divergent. Au prix d’une
démonstration particulierement difficile, et qui ne semble pas simplifiable, Yuan et Hunt
arrivent a démontrer qu’il ne peut pas y avoir verrouillage sur une orbite non périodique
dans C“(X), et ils n’obtiennent pas la propriété de verrouillage générique. De leur c6té,
Contreras et al. obtiennent sans difficulté aucune la propriété de verrouillage générique
dans C'*(X), et comme sous-produit I’impossibilité du verrouillage sur une orbite non

périodique.

C’est ainsi qu’on se rend compte que C'*(X) et C*(X) sont en fait des espaces extrémement
différents et que, a tous points de vue, ’espace C’!O‘(X ) est celui qui a les meilleures
propriétés, en particulier du point de vue de I’approximation. Il est séparable, ses éléments
sont approximables par convolution, et les opérations du treillis f V g = max(f,g) et
f A g = min(f,g) sont continues dans C'*(X). Toutes ces propriétés sont fausses dans
C*(X). Le mauvais comportement de C*(X) du point de vue de l'approximation est
certainement ce qui explique 'extréme difficulté du probleme étudié par Yuan et Hunt.

Ici nous étudierons ces questions dans ’espace Wal(X, T'), dans le cas particulier ou (X, T)
est un décalage de Bernoulli. Nous montrerons comment le verrouillage sur les orbites
périodiques, et plus généralement sur les sous-décalages de type fini, est une conséquence
de la condition de Walters. Puis nous ferons apparaitre le verrouillage générique comme
conséquence d’un théoreme d’approximation dans Wal(X,T').

Pour f continue (ou davantage) on notera Mpax(f) 'ensemble des probas invariantes qui
maximisent 'intégrale de f.

La premiere observation est que le phénomeéne de verrouillage n’existe pas dans C(X) :
une mesure maximisante, périodique ou non, peut étre “cassée” par des perturbations
arbitrairement petites en norme uniforme :
Lemme. Pour p € M quelconque, I’ensemble

{fe C(AY) : p est f-maximisante }
est un fermé d’intérieur vide dans C(AY).
Preuve. Soit p € M et f € C(X) telle que p soit f-maximisante. Il existe une suite

(tn)n>1 de probas invariantes, tendant vaguement vers p et étrangeres a p, si bien que
| — pn| (X) = 2. On peut donc trouver une suite g, de fonctions continues telles que

Je suggere de baptiser petit espace de Holder et grand espace de Holder d’exposant « les
espaces C'®(X) et C%(X) respectivement.
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: +
lgnll, < 1 et [gn(pn —p) = 1. Posons maintenant o, = 1/n + (f fp— ,um)) , et
fn = f + angn. Cette suite tend vers f, mais

/fnun /fnu /f +an/gn(un—u)
/f p) + an

>1/n
donc u n’est pas maximisante pour f, , ce qui prouve le lemme.

Proposition. Pour f générique dans C(AY), il existe une unique proba invariante maxi-
misante, et ce n’est pas une orbite périodique.

Preuve. Nous allons d’abord démontrer que pour f générique dans C(X), la mesure
maximisante est unique. La démonstration donnée ci-dessous n’est guere spécifique a
C(X) et se généralise facilement & d’autres espaces fonctionnels.

Soit (e;);en une famille dénombrable d’éléments de C(X), telle que I’espace vectoriel en-
gendré soit dense dans C(X). Alors deux probas pu,v seront égales si et seulement si
[ eip = [ e;v pour tout i € N, et donc

Q= {f € C(X) : Mmax(f) n’est pas un singleton }
={feC(X):3p,vE Muax(f) INneEN [e,(p—v)>0}

= U U{fEC(X)IHM,VEMmaX(f) fen(,u—y) 21/7n}

m=1n=0
Ceci montre que €2 est un F, et il reste a prouver que les
Qo ={f € C(X): Ip,v € Mpax(f fen >1/m}

sont d’intérieur vide. Pour cela, il suffit de remarquer que si f € 2, ,, alors on aura
f+ren & Q. pour r > 0 suffisamment petit; c¢’est une conséquence immédiate du lemme
géométrique suivant, appliqué au compact

Z{(ffu,fenu) :MEM}

Lemme. Soit K un compact non vide de R?, et pour tout » > 0, notons K, I’ensemble
des points (z,y) € K pour lesquels x + ry est maximum. Alors le diamétre de K, tend
vers zéro quand r — 0.

Preuve du lemme. Soit x s 'abscisse maximum d’un point de K, et yps le plus grand réel
tel que (a7, ynr) € K; on notera M ce point. Posons maintenant

LT:{(m’y)GRQW(ZJ—ZJM)2$M—$2O}
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On a manifestement K, C K N L, ; mais les K N L, forment une famille décroissante
de compacts quand r décroit, dont l'intersection est réduite au singleton {M} ; ainsi
diam(K N L) — 0, et par conséquent diam K, — 0, ce qui prouve le lemme.

On a donc bien, génériquement, unicité de la mesure maximisante.

D’autre part, pour toute orbite périodique p, l'ensemble des f € C(X) tels que p €
M pax(f) est un fermé d’intérieur vide, et 1’ensemble des orbites périodiques est de car-
dinal dénombrable, donc I’ensemble des f € C(X) admettant une mesure maximisante
périodique constitue un F, d’intérieur vide. Ceci termine la preuve de la proposition.

Remarque. La proposition ci-dessus ne permet pas d’apprécier pleinement toute la patho-
logie de la situation générique dans C'(AY). En fait, par des arguments analogues & ceux
donnés dans le lemme, on peut démontrer que I’ensemble des f € C(AY) admettant une
proba maximisante dont le support évite un ouvert donné est d’intérieur vide ; en d’autres
termes, la proba maximisante est génériquement de support plein dans AN ! Inutile de dire
que dans ces conditions, le “principe de subordination” ne s’applique plus.

Avant d’entrer dans 1’étude du comportement générique dans Wal(X, o), donnons un prin-
cipe général qui permet de simplifier légerement les énoncés. Nous le donnons ici dans le
cadre de Wal(X, o) mais le lecteur vérifiera qu’il s’applique aussi bien dans C(X).

Lemme. Soit M; une partie convexe et fermée de M (pour la topologie vague). Alors
les ensembles

{f € Wal(AY,0) : Munax (/) "My £ @} et
{f € Wal(4",0) : Muax(f) C Mu}

ont méme intérieur dans Wal(AY, o).

Preuve. Notons U et V les deux ensembles ci-dessus. On a U D V donc U° D V°.
Inversement, soit f € U°, et supposons qu'il existe pg € Mmpax(f) tel que po ¢ Ms.
D’apres Hahn-Banach (voir par exemple [AB] corollaire 5.59), il existe hg € C(X) telle
que [ hopo =2 et [ hop < 0 pour tout 4 € M;. Comme Wal(X, o) est dense dans C(X)
pour la topologie uniforme, on peut choisir h € Wal(X, o) telle que ||h — hol|, < 1/2, et
donc

Yu e My /h/i0>1+/h,u

Par conséquent, pour tout r > 0 on a

Ve My /(f+7’h)uo > r+/(f+rh)u

donc Myax(f+rh)NM; = & pour des r arbitrairement petits, ce qui contredit ’hypotheése
que f est dans 'intérieur de U. Nous avons ainsi prouvé que U° C V et donc U° C V°, et
le lemme est démontré.
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Proposition. Soit f € Wal(AY, o) localement constante. Alors Mpax(f) est 'ensemble
des probas invariantes portées par un certain sous-décalage de type fini. En outre, pour
tout g suffisamment proche de f en topologie de Walters, on aura Max(9) C Mmax(f)-

Corollaire. Soit K un compact invariant non vide ; K est supposé localement maximal
dans AN, c’est-a-dire admettant un voisinage U tel que K = ﬂn>0 o~ "U. On note Mg
Pensemble des p € M tels que supp u C K. Alors I’ensemble

{f € Wal(AY, o) : Mynax(f) C Mk}
est d’intérieur non vide dans Wal(AY, 7).

Preuve de la proposition. Commengons par la deuxiéme partie de I’énoncé (“en outre...”).
Considérons une suite f,, € Wal(X, o) tendant vers f en topologie de Walters. Il est facile
de voir que les f, admettent un module de Walters commun Ay, avec hy (1/2) < oo (ceci
traduit la précompacité de ’ensemble des f,, en topologie de Walters). D’apres le lemme
de Mané, il existe des fonctions u,, € C(X) telles que

Vye X un(y) = —Bn + ggi}’;(fn + un ) ()

avec (3, — (. De cette équation fonctionnelle on déduit, comme au chapitre 6,

Vae,y € X un(z) — un(y)| < hw [d(z,y)/2]

Les u,, sont donc équicontinues et d’oscillation bornée. Par conséquent, il existe une suite
d’indices x(n) telle que la suite u,(,) converge en norme uniforme (modulo les constantes)
vers une certaine fonction continue u. Elle vérifie

Vy e X u(y) = =0 + max(f + u)(x)

or=y

et comme f est localement constante, ceci implique (par les mémes arguments que plus
haut) que u est localement constante. Posons alors h = f +u—uoo, et V = h=1(f).
L’ensemble V est ouvert et fermé, et

Munax(f) = {pn € M :supp p C V'}

De méme, posant h,, = f, + U, — u, 0o et V,, = h. }(3,), on obtient

Munax(fn) = {1 € M :supp u C V. }

La convergence uniforme h,,) — h implique que tout voisinage de V' contient les V()
pour n assez grand. Mais V' est un voisinage de lui-méme, donc V,(,) C V pour n assez
grand, et

Mmax(fn) C Mmax(f)
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pour une infinité de n. Ceci est vrai quelle que soit la suite (f;,) convergeant vers f, donc
I’ensemble

{g € Wal(X,0) : Muax(9) C Mumax(f)}

doit contenir f comme point intérieur. En passant, nous avons également prouvé que
M pmax(f) était 'ensemble des probas invariantes contenues dans K = ﬂn>0 c"VouV
est un certain ouvert fermé, c.a.d. un sous-décalage de type fini (ce résultat est classique,
voir par exemple [Zie]). La proposition est démontrée.

Preuve du corollaire. Par hypothese, K admet un voisinage U tel que K = ﬂn>0 o "U.
Quitte a restreindre U, on peut le supposer ouvert et fermé. Alors sa fonction ca-
ractéristique x(U) est localement constante et vérifie Myax [X(U )} = Mk, et on est
ramené au probleme précédent.

Remarque. Parmi les ensembles invariants localement maximaux, il y a en particulier les
orbites périodiques. Si K est une orbite périodique (au sens ensembliste), alors M g est
un singleton {v}, et on peut affirmer que

{f € Wal(A", 0) : Munax(f) = {}}

est d’intérieur non vide dans Wal(AN, o). Il y a donc bien “verrouillage” sur l’orbite
périodique v en topologie de Walters.

Théoréme. Soit P I’ensemble des orbites périodiques sur AY, considéré comme partie de
M. Alors il existe une famille (U,),cp d’ouverts non vides de Wal(AY, o), convexes, deux
a deux disjoints, dont I'union est dense, et tels que

YveP YfelU,  Muu(f)={}

En conséquence, pour f générique dans Wal(AY, o), il existe une unique proba invariante
maximisante, et c’est une orbite périodique.

Preuve. Pour tout v € P, définissons

V, = {f € Wal(AN,a) (v € Mmax(f)}

W, = {f € Wal(AY, o) : Mpax(f) = {v}}
On a vu plus haut que V,, et W,, ont méme intérieur, que nous noterons U,,. La proposition
précédente affirme que U, est non vide. L’ensemble V), est un fermé convexe, donc son

intérieur U, est convexe, et comme V,, est d’intérieur non vide on a V,, = U,,. Les U, sont
disjoints, puisqu’ils sont contenus dans les W, qui sont disjoints.

Pour montrer que les U, sont d’union dense, notons que

Uwe > UJm=Uvw

veP veP veP
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et il suffit donc de montrer que les V,, sont d’union dense.

Mais nous avons démontré plus haut que pour f localement constante, M. (f) est 'en-
semble des probas invariantes portées par un certain sous-décalage de type fini, et donc
contient au moins une orbite périodique. Ainsi

U v o coi

veP

Enfin, on a démontré au chapitre 6 que LC(AY) était dense dans Wal(AY, o) ; les V,, sont
donc bien d’union dense, et ceci termine la preuve du théoreme.

Annexe A. Démonstration des propositions A et B

On pourrait prouver ces deux propositions séparément, mais il est plus intéressant de faire
apparaitre la Proposition A comme un corollaire de la Proposition B.

En effet, soient 7 : X — Y, A et u comme dans la Proposition A, et soit @ : X2 — RU{—o0}
la fonction définie par

Vz,y € X m%m:{@gw iﬁ?zw@%

Alors @ vérifie les hypotheses de la Proposition B. Si celle-ci est vraie, alors on peut
trouver f € C(X) telle que u(z,y) < f(z) — f(y) pour tous z,y dans la méme fibre, et
|flloo = 3 maxu. En permutant les roles de z et y, et remarquant que u(y, z) = —u(z,y),
on voit que ceci entraine u(x,y) = f(x) — f(y) pour tous z,y dans la méme fibre, ce qui
prouve la Proposition A.

La démonstration suivante de la Proposition B est librement inspirée d’une idée d’Adrien
Douady, elle-méme librement inspirée des méthodes de Ernest Michael pour construire des
“selections continues”. Elle repose sur le lemme suivant.

Lemme. Soient X et u comme dans la Proposition B, et soit M > 0 une constante
majorant u. Alors on peut trouver f € C(X) tel que || f||,, < M/12 et maxu* < 5M/6,
ot la fonction u* est définie par u*(z,y) = u(x,y) — f(x) + f(y).

Regardons d’abord pourquoi ce lemme implique la Proposition B. Soit ug : X2 — RU{—o0}
vérifiant les hypotheses de la Proposition B, et M = (maxwug)™. D’apres le lemme, on peut
construire par récurrence uy, us . .. fonctions s.c.s. de X2 dans RU {—oo}, et fo, f1, f2- ..
fonctions continues de X dans R telles que

W EN s (2,5) = (@) — fulz) + Faly) pour tous 2,y
max u, < (5/6)" - M
[fnll < (5/6)" - M/12
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La suite F,, = ZZ;& fr converge donc uniformément vers un certain F' € C'(X). En faisant
tendre n — co dans 'inégalité

VneN Vex,ye X uo(z,y) — Frn(x) + Fr(y) = un(z,y) < (5/6)" M

il vient
Ve,y e X uo(z,y) — F(x) + F(y) < 0.

Ceci entraine en particulier maxug < 2 ||F'|| . D’autre part, on a

17| o annu 25/6 - M/12 = M/2

et donc || F||, = M/2, et la Proposition B est prouvée.

Preuve du lemme. Posons J = maxu < M (le maximum existe puisque u est s.c.s.). Le
résultat est évident pour J < 0 (il suffit de prendre f = 0) et nous supposerons donc
que J > 0. Définissons alors A = {(z,y) € X? : u(z,y) > 2J/3}, et soient A; = m A et
Ao = moA ses projections sur X. La semi-continuité supérieure de u garantit que A est
fermé dans X2, et donc A; et Ay sont fermés dans X.

Jaffirme que A; et Ay sont disjoints. En effet, supposons que y € Ay N Ay ; alors il
existerait =,z € X tels que u(z,y) > 2J/3 et u(y,z) > 2J/3, mais ceci entrainerait
u(z, z) = u(z,y) + u(y, z) = 4J/3 > J, en contradiction avec la définition de J.

Puisqu’ils sont disjoints, on peut trouver f € C'(X) telle que f|, = J/12 et fija, = —J/12,
et de norme || f|| = J/12.

Posons u*(z,y) = u(x,y)— f(z)+ f(y). Si (z,y) € A, alors u*(z,y) = u(x,y)—J/6 < 5J/6.
Si au contraire (x,y) ¢ A, alors u(z,y) < 2J/3 et par conséquent u*(x,y) < 2J/34+2||f|| =
5J/6. On a donc bien maxu* < 5J/6 et le lemme est prouvé.

Remerciements. L’auteur souhaite remercier O. M. Jenkinson pour ses commentaires et
suggestions sur la premiere version de cet article, ainsi que pour les nombreuses discussions
que nous avons eues sur ces problemes de mesures maximisantes.
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