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L’étude mathématique des résonances quantiques en régime semiclassique a maintenant une
vingtaine d’années, et les techniques développées ainsi que les résultats obtenus diffusent
largement dans d’autres domaines des EDP. On propose dans ce cours de passer en revue
quelques uns des résultats les plus frappant dans ce domaine, ou la mécanique quantique
s’interpréte souvent en termes de quantités classiques. On s’appuiera sur ’approche due a
A. Martinez de I’arsenal technique semiclassique développé principalement par B. Helffer
et J.Sjostrand. Enfin, suivant des travaux de N. Burq, on verra que des questions liées
au controle de 1’équation de Schrodinger peuvent se ramener aux mémes estimations de
résolvante pour 'opérateur de Schrodinger semiclassique, que celles vues pour ’étude des
résonances.

Ces notes de cours ne contiennent pas de matériel original. Pour ’essentiel, elles reposent
sur le livre d’André Martinez [20], sur celui de Mouez Dimassi et Johannes Sjostrand [6], et
sur des articles de W. Hunziker [16], et Nicolas Burq et Maciej Zworski [3]. Pour le résultat
sur la zone sans résonance en l’absence de trajectoire captéee, on suit les idées d’une preuve
communiquée par Christian Gérard. Enfin Jean-Frangois Bony a contribué a ’amélioration
de ces notes par de nombreuses suggestions.



Chapitre 1

Introduction

1.1 Eléments de mécanique quantique

1.1.1 Meécanique classique

La trajectoire R 5 ¢t — x(t) € R? dans 'espace & d dimensions, d’une particule ponctuelle
de masse m soumise a un champ de force F'(z) qu’on suppose indépendant du temps pour
simplifier, est décrite par la loi de Newton (ou Principe Fondamental de la Dynamique)

(1.1.1) ma” (t) = F(x(t)).

La dérivée 2'(t) est la vitesse de la particule & l'intant ¢, et z”(t) son accélération. De
maniere équivalente, I’équation ([1.1.1) peut s’écrire

(113 { 7t =€)
§(t) = “F(z(),

ou £(t) := ma'(t) est le moment de la particule. La courbe (z(t),£(t)) apparait alors comme
courbe intégrale du champ de vecteur hamiltonien H : R? x R? — R? x R? défini par

(1.1.3) H(z,&) = < gg) ) .

En raison des lois de transformation sous changement de coordonnées par exemple, il est
important de distinguer les variables x et £. On choisit de considérer H comme une fonction
sur T*R? plutot que sur R? x RY, & valeurs dans I’espace des vecteurs tangents T(T*R?) a
T*R%. Disons que cette distinction ne prend vraiment son sens que dans le cas ot I’espace
dans lequel se déplace la particule est une variété M plutot que RY.



Lorsque le champ de force dérive d'un potentiel, ie F(x) = —VV(z) pour une certaine
fonction V : R¢ — R assez réguliere, I’énergie de la particule, définie comme somme de son
énergie cinétique et de son énergie potentielle,

(11.4) plt) = 3£ + V(a (1),

est constante le long de la trajectoire t — exp(tH)(z,§) :
1
(1.15) O(t) = Le(t) - 0£() + YV (2(t)) - Dralt) = 0,

en utilisant ([1.1.2]).

On note aussi que le champ hamiltonien H s’obtient a partir de la fonction p : (z,§) —

1
%52 + V(x), et I'on écrit H = H), :

(1.1.6) H(z,&) = Hp(x,£) = 0cp(x,£)0r — Oup(,€) 0.

1.1.2 Meécanique quantique

Plusieurs expériences physiques ont conduit & des résultats que la mécanique classique ne
pouvait pas expliquer, et qui semblaient méme contradictoires entre eux. En particulier,
I’étude du rayonnement du corps noir, puis la mise en évidence de l'effet photoélectrique,
semblaient suggérer que la lumiere était constituée de particles individualisées, d’énergie
bien déterminée auxquelles on donna le nom de quanta. D’un autre co6té 'expérience des
fentes de Young, montrait que la lumiere avait un comportement d’onde, susceptible d’en-
gendrer des figures de type franges d’interférences.

E. Schrodinger, en raisonnant par analogie avec ’optique, proposa un modele qui permet de
prévoir avec une précision extraordinaire les résultats des expériences précédentes, et qui,
de ce fait, s’est imposé dans le monde de la physique des particules.

Onde plane et équation de Schrédinger

On appelle onde plane de vecteur d’onde k et de pulsation w la fonction
(1.1.7) o(t,x) = e'tkz=wh),

On note que, & t fixé, ¢(t,x) est constante sur tout (hyper-) plan perpendiculaire & k, et
I’on dit que 'onde plane se propage dans la direction de k.

Supposant que cette onde plane décrit une particule quantique d’impulsion &, le seul choix
raisonnable est de poser £ = ak pour une certaine constante réelle a.. Niels Bohr proposa

(1.1.8) & = hw = hv,



ou v = 27w est la fréquence de 'onde plane, et A = h/27, et ce choix s’est révélé judicieux.
On note aussi £ = hv = hw ’énergie de la particule, et avec ces notations, 'onde plane

(1.1.7) s’écrit

(1.1.9) o(t, x) = el&z=EO/h

Mais I’énergie cinétique E. de la particule doit étre E, = %, et I'on voit que

2 d
(1.1.10) Eoo(t,z) = —;—mAgb(t,x), A=Y o2

Jj=1

Si la particule est placée dans un potentiel V(x), son énergie totale E est la somme de

h
V et de son énergie cinétique. Notant que, par (1.1.9), E¢(t,z) = —0i¢(t,x), on obtient
i

I’équation de Schrodinger ;

h h?
(1.1.11) g(?tqb(t, x) = —%Agb(t,x) + V(x)o(t, z).
On voit apparaitre dans cette équation 'opérateur de Schrodinger :

h2
1.1.12 P(z,hDy) = —— A + V().
(1.1.12) (2,hD2) = — 3 A+ V()

Il s’agit d’un opérateur aux dérivées partielles que I'on peut obtenir en remplacant formel-

lement & par hD, = -0, dans l’énergie classique p(z,§).
7

Schrodinger postule alors que les particules quantiques sont associées aux solutions ¢(t, )
de I’équation de Schrodinger, qui vérifient la condition de normalisation, pour chaque ¢ fixé,

(1.113) (6,22 = [ 1ote,)Pdz = 1.

La fonction ¢(t, z) est appelée fonction d’onde de la particule, et la quantité |¢(t,x)|> peut
alors étre interprétée comme la densité de probabilité de présence de la particule. En d’autres

termes,
(1.1.14) I1a(2)p(t, Ml p2e) = ( / Lo(2)|(t, )| *dx) /2

est la probabilité de présence de la particule dans la région Q C R? & linstant ¢. Il faut
noter que l'onde plane ((1.1.9) n’est pas dans L2(R?), mais que toute fonction de L?(R%)
s’écrit comme superposition d’ondes planes (on parle de paquet d’ondes)

1 .
P(t,x) = W/w(g)ez(é'x—Et)/hdg

6



(ou t est fixé) : c’est le théoreme de Fourier-Plancherel. En particulier on peut considérer
l’onde plane comme ”limite” d’un paquet d’onde gaussien :

(1.1.15) g(t,z) = / i€/ =it/ h o~ (6=1)? 2 g

On est tout de suite confronté au probleme suivant : ’équation de Schrodinger (|1.1.11])
n’a pas de sens immédiat pour une fonction ¢(t,.) de L?(R?). On peut toujours considérer
que P(z,hD;)¢(t,.) est une distribution, mais I’égalité pose la question de savoir
si P(z,hD.)(t,.) est une fonction de L?(R9). C’est Von Neumann qui a mis au point au
début des années 1930 les notions mathématiques permettant de répondre correctement
a ces questions : la théorie spectrale des opérateurs non-bornés (d’ailleurs la théorie des
distributions de Laurent Schwartz est postérieure).

Puisque le potentiel V' est indépendant de t, il est raisonnable de chercher des solutions de
(1.1.11]) & variables séparées ¢ et x, c’est- a-dire sous la forme ¢(t, x) = a(t)u(z). On obtient
pour une certaine constante E € C,

(1.1.16) a(t) = e F et P(z, hDy)u(z) = Fu(x),

L’équation pour u apparait comme une équation aux valeurs propres pour l'opérateur P.
Cette équation est appelée équation de Schrodinger stationnaire, et c’est notre principal
sujet d’étude dans ce cours. Notons enfin que les énergies possibles d’une particule quan-
tique en régime stationnaire sont les valeurs propres de 'opérateur non-borné P sur L? (Rd).
Lorsque I’ensemble des valeurs propres est un ensemble discret, on obtient un quantifica-
tion des niveaux d’énergie compatible avec les expériences mettant en évidence l’aspect
corpusculaire des particules quantiques.

Observables et Principe d’Incertitude

On a été conduit a associer a la fonction énergie p(x,§) de la mécanique classique un
opérateur P(x,hD,), qu'on désigne sous le nom d’observable énergie quantique. De maniere
générale, on veut pouvoir associer une telle observable quantique a toute fonction raison-
nable de (z,¢). C’est procédé est appelé quantification, (ne pas confondre avec la quantifi-
cation des niveaux d’énergies évoquée plus haut), et on détaillera ce point dans le chapitre
consacré au calcul pseudodifférentiel. Il n’y a cependant pas une maniere unique de procéder,
la raison étant essentiellement que les observables quantiques associées a ¢(x,&) = z et
p(z, &) = € ne commutent pas. Nous allons voir que de ce fait découle d’ailleurs le célebre
principe d’incertitude de Heisenberg.

e L’obervable quantique associée a la fonction position g;(x, &) = x; est simplement 1'opéra-
teur X; de multiplication par x; (il faudrait préciser son domaine : pour u € L?, xju n’est
pas toujours dans L?). La position moyenne de la particule dans I’état ¢(t,z) est définie



par
(1.1.17) () = (@olt.a). ot 0)pe = [ alote. o) ds

C’est la moyenne de la fonction g; pour la mesure |¢(t, )|?dz.

e Conformément & ce que I'on lit pour 'onde plane ([1.1.7)), 'observable quantique associée
a la fonction impulsion p;(z, &) = §; est 'opérateur Z; = 70; (encore une fois, attention au
domaine). L’impulsion moyenne s’écrit d’ailleurs

<Ej>¢ = <ij8j¢(tvx)a¢(t7$)>L2 Z/ﬁam(t,x)cﬁ(t,x) dx

— [ AGEo NOFGE DO de
(1.1.18) = fafnfb( ) Fuo(t;-)),
ot Fy, est la transformation de Fourier semiclassique définie dans S'(R%) par

1 , 1 ,
- (27rh)d/2 /em{/hu(x)dwv f{lfu((p) = (27Th)d/2 /elx{/hv(é)dg

On a utilsé la formule de Parseval, et la relation

(1.1.19)  Fru(é)

h
(1.1.20) Fn(05u) = &Fn(u)(€).
Un calcul simple montre que le commutateur [X;,Z;] = X;5; — Z;X; des observables

quantiques de position et d’impulsion est I’opérateur ihl, ou I est I'identité de L2(Rd) :
(1.1.21) (X;,2;] = ihl.

Une formulation possible du principe d’incertitude est le résultat suivant :

Lemme 1.1.1 Soit A; et As deux observables quantiques (i.e. deux opérateurs autoad-
joints). Soit u € L? avec ||u| ;2 =1, et pour j = 1,2, §; = (<A32)u — ((Aj)0)?)V/? Iécart-type
de I'observable A; dans I'état w. Si [A1, Ag] = ihl on a

Lo h
0109 > — = —-
12 =9 " 4

Preuve: On peut supposer que (A;), = 0 en considérant les observables A; = A; — (A4;),1.
On a alors
0103 = [l Arull® | Azul? > [(Aru, Azu)|*.



Puisque A; est autoadjoint, on a
(Aru, Agu) = (u, A1 Asu)

1
= §<U, (A1Ag + AsAy)u) + =(u, (A1 A2 — A Aq)u)

1
2

1 h
= §<U, (AlAQ + AQAl)U> + 25.

De plus (A1 Az + Az Aq) est symétrique, donc le premier terme du membre de droite est réel,
et finalement
22 9 1 , h? _ R?
6165 > [{(Aru, Asu)|” = 1<U, (A1 + A2 Ay)u)” + T2
0

L’inégalité ci-dessus s’applique aux opérateurs X, et =, de position et d’impulsion : on
verra plus loin qu’il s’agit bien d’opérateurs autoadjoints. Pour ces opérateurs, on utilisera
le principe d’incertitude plutot sous la forme suivante (plus mathématique disons). Pour
u € L*(R?) on a

0
(1.1.22) S llullzz < llzjull [AD;ul

L’inégalité s’obtient d’ailleurs directement en calculant || Az ju+ hdjul|* pour X € R,
et en remarquant que ce trinome du second degré en \ a un signe constant. Le role principal
est encore joué par la relation [X;, =;] = ¢hl. Signalons enfin une autre écriture possible de
1.1.22)), plus proche de celle donnée par le Lemme : pour (zg,&p) € R? x R?, écrivant
1.1.20)) pour la fonction v(z) = €™ %u(x + x¢) et en utilisant le fait que la transformée de
Fourier semiclassique est une isométrie de L?(R?), on a

h
(1.1.23) 2 Iulzz < @ = wo)sull (€ = €0);Fnull-

Réftérences pour cette section : [18], [21], [4], [20], [23]. ..

1.2 L’oscillateur harmonique

Avec le laplacien (V' = 0), Popérateur de Schrodinger le plus simple et le plus célebre est
l'oscillateur harmonique. 11 s’agit de I'opérateur Ppg.(x, hD) = (hD)? + V(z), ou

d
(1.2.1) Vix) = Zujx? avec p; > 0 pour tout j =1...d.
j=1
Il sert souvent de modele qualitatif mais aussi quantitatif dans des situations plus délicates.
On rappelle d’abord rapidement quelques résultats tres faciles sur le spectre de P,z qui
font partie de la boite a outils semiclassique (cf. [I1],...).



1.2.1 Valeurs propres de l’'oscillateur harmonique

On met de coté pour 'instant la question du domaine de I'opérateur P, sur L? (]Rd), et 'on
commence par chercher ses valeurs propres, i.e. les E € R pour lesquels Ker(P,s. — E) # {0}
dans L?.

On procede par séparation des variables : étant donnée la forme particuliere du potentiel,
on peut chercher des solutions de I’équation Pu = Fu qui sont a variables séparées, i.e.
qui s’écrivent u(z1,x2,...xq) = ui(z1)uz(z2)...uq(xq). On obtient un systeme diagonal
d’équations différentielles pour les u; :

(1.2.2) — h28JZUj + ujx?uj = EjUj,

ou les E; doivent avoir pour somme E. On considere dans un premier temps chacune de ces
équations séparement, ou encore 1’équation

(1.2.3) Puu=Eu, Py, =—h*+ pz’.

1/4

x
Le changement de variable y(x) = pu ﬁ transforme d’ailleurs cette équation en

" . E
(1.2.4) —"(y) + yPo(y) = wv(y),

ou v(y) = u(z). On étudie donc 'opérateur différentiel @) sur R défini par
(1.2.5) Q(x,hD) = D? + 22,

et ’équation aux valeurs propres associée :

(1.2.6) Qu = Eu.

On peut bien sir résoudre cette équation avec des méthodes élémentaires : c’est 'objet de
I"’Exercice ci-dessous. Nous allons utiliser plutot les deux remarques suivantes :

e Pour u € C{°(R), on a (Qu,u) € R et méme (Qu,u) > |[ul|7,. En effet en intégrant par
parties, on obtient

(127)  (Qu,u) = /(D2 +2®)u(@)u(w)dz = || Dull* + [lzul® > 2| Dull lzull > [lull?,

ou la derniere inégalité n’est autre que le principe d’incertitude. Au passage on note que
(Qu,u) = (u, Qu) pour u € C°(R) : on dit que @) est un opérateur symétrique.

En utilisant la densité de C§°(R) dans L2, on en déduit que si u € L?(R) est solution de
(1.2.6) avec ||u|| = 1, on a nécessairement E € [1,4o00[. Notons que cette propriété n’est
vraie que pour les éléments u de L? qui s’écrivent comme limite de suites (u,) de C§°(R)

10



telles que Qu,, — Qu dans L? (voir plus loin la discussion sur le domaine de 1'opérateur
non-borné Pyg.).

e On peut écrire @ = LTL™ + 1, et méme Q = $(LTL™ + L~LT), ou LT et L™ sont les
opérateurs de création et d’annihilation respectivement :

(1.2.8) LT=-0,+z, L =0,+z.

La premieére relation s’obtient facilement, et la deuxieme est liée encore une fois au principe
d’incertitude a travers (1.1.21)) : £(L~ LT — L*L™) = 1. Remarquons aussi que L~ = (LT)*,
et que de ce fait (¢, LT L™¢) = |[L~¢||*> > 0. On retrouve donc I'inégalité (Qu,u) > |jul?.
Supposons maintenant que ug € L? soit un vecteur propre normalisé (||ug|/z2 = 1) de
lopérateur L™ L~ pour la valeur propre E > 0, i.e. LY L ur = Fug. On a alors

(1.2.9) EL up=L (L"L )ug = (L L")L ug = (LYL™ +2)L ug,

ce qui montre que L™ ug est un vecteur propre de LTL™ pour la valeur propre E — 2, sauf
si L=ug = 0. On a d’ailleurs ||L-ug||? = (up, LY L ug) = E.

Au total, LTL™ ne peut pas avoir de valeur propre qui n’est pas un entier pair, sinon
(L7)™up serait pour n assez grand une fonction propre correspondant & une valeur propre
négative. On peut renverser 'argument : I’équation L~ up = 0 admet une unique solution
dans L?, qui est

(1.2.10) up(x) = /42,

Du coup ug est un vecteur propre de L™ L~ pour la valeur propre 0. Ensuite @ip = LT uq est
un vecteur propre associé a la valeur propre 2, dont la norme vérifie

[G2]|* = (Ltuo, Ltug) = (uo, L™ LT ug) = (ug, (LYL™ + 2)ug) = 2.

On obtient donc un vecteur propre normalisé en posant ug(x) = %Iﬁuo. Par récurrence,

on conclut que 'ensemble des valeurs propres de LTL™ est 2N, et que la fonction propre
normalisée associée & E = 2n est
B 1

V2n(2n —2)(2n —4)...2

1
- on/2\/plrl/4

Up, (LJr)nuO (L+)n(efx2/2)‘

Finalement, puisque Q = LT L™ +1, le spectre ponctuel (i.e. 'ensemble des valeurs propres)
de opérateur @) est 'ensemble 2N + 1, et u,, est la fonction propre associée a £ = 2n + 1.

Revenons au cas général. Le spectre ponctuel de I'opérateur P, est donc I’ensemble o), =
{(2n + 1)h\/p,n € N}, et la fonction propre associée a E = (2n + 1)h,/ est la fonction

Yula) = cn<h>un<u1/4%>,

11



ot Cp(h) = h=1/4u1/3 est choisie pour que |1, = 1. On voit facilement que 1, s’écrit aussi
(1.2.11) (@) = R YA H, (/42 eV 2k,
Vh
ou H,, est un polynéme de degré n. Les H,, sont les polynomes de Hermite, et sont donnés
par la relation
H,(z)= 6$2/2($ — am)”(e—$2/2) _ (—1)n6$2/28;(6_$2/2).

On note le
Lemme 1.2.1 L’espace vectoriel Hy engendré par les 1, est dense dans L?(R).

Preuve: Hy est aussi engendré par D = {z xke*a’zﬂ, k € N}. Orsi ¢ € D+, on a pour
tout n € N et tout £ € R,

/ Z Zgw e /2 (x)dx = 0,

et donc, par convergence dominée, ,7-'71796_)5(6_’”2/21;(@) =0douvy =0. O

On considere enfin 1'oscillateur harmonique Py, dans R? défini par (1.2.1). Ce qui précede
permet de montrer d’abord que le spectre discret de P,;. contient I’ensemble

0 (Posc) = {\Ma) = Z \//Tj(2aj +1Dh,a € Nd}7

Jj=1
et que la fonction propre associée a A\(«) est

_ x x —_yd 22
ua(z,h) = h d/4(,u1...ud)l/SHn(u1/47%)...Hn(ul/47dﬁ)e Yjr VHZ}/2h

Il reste & montrer que P,4. n’a pas d’autre valeur propre : ¢’est une conséquence du fait que
les u, forment une partie dense de L?(R?) (on a vu que c’est le cas en dimension 1, et le
produit tensoriel L2(R) ® - --® L?(R) est dense dans L?(R%)). Finalement le spectre discret
de P,s. est bien I'ensemble o(P,s.) ci-dessus.

On montrera plus loin (cf. Section |1.4) que l'on a déterminé en fait tout le spectre de
l'oscillateur harmonique.

Exercice 1.2.2 On s’intéresse a I’équation différentielle
(Ey) —y' + 2’y =Ny

ou A\ est un parametre réel.
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1. On suppose dans cette question que A = 1.
(a) Montrer que
(=00 +2)(0s +2)y = —y" + (2* — 1)y
(b) Résoudre I'équation —z'+xz = 0, et en déduire 'expression générale des solutions
de (El)
2. On cherche une solution de (Ey) sous la forme y(z) = e=*"/?u(z).
(a) Montrer que u doit vérifier I'équation de Hermite

(Hy) ' —2zu+ (A= 1)u=0

(b) On cherche une solution de (H)) sous forme de série entiére u(x) = <, anx".
Quelle relation de récurrence doivent vérifier les a,, ?

(c) On note maintenant (a;) les suites vérifiant la relation de récurrence ci-dessus
et aar =1, af =0, et ay =0, a; = 1. Que se passe-t-il quand X\ = 2q + 1 pour
un certain ¢ € N ? Montrer dans tous les cas que les séries entiéres correspon-
dantes ont un rayon de convergence infini. On note uy et u_ les fonctions qu’elle
définissent.

3. On suppose ici que A\ ¢ 2N + 1. On va montrer que les solutions non-triviales de
(E»x) ne sont pas bornées a l'infini, et pour cela comparer les solutions de (H)) a
ga(z) = €***/2 pour un o € R™ bien choisi.

(a) Montrer que (u4,u_) est une base de I'espace des solutions de (Hy).

(b) On travaille avec uy : x — Y., <o a2,2%". Notant by, les coefficients du dévelop-
pement en série entiere de g, (x), monter que si o < 2, il existe un entier N > 0

tel que, pour tout n > N, a?ﬁ < bzbzﬁ.
n n

(c) Montrer alors que 'on peut supposer que les ay, sont tous postifs et que l'on a
dans ce cas

N N
u+(x) - Z a2n$2n > ga(x) - Z b2nx2na

puis que go(z) = O(uy(z)).

(d) Montrer enfin qu’aucune solution de (E,) n’est bornée sur R.

4. On suppose maintenant que A = 2q + 1, ¢ € N.

(a) Montrer que uy (resp. u_) tend vers 0 quand x tend vers +00 si q est pair (resp.
est impair). Quel est le comportement de 'autre solution (u— ou uy ) a l'infini ?

(b) On note P, la solution polynomiale de (Hzq41), normalisée de sorte que le co-
efficient du terme dominant soit 2%, et H, la solution correspondante H,(z) =
6_9”2/2Pq(33) de (Ezq+1) (fonction de Hermite). Montrer qu’il existe une constante
Cy telle que

Hy(z) = Cq(=0r + x)Hyg-1(x)

Calculer quelques uns des P, et comparer la courbe représentative des H, cor-
respondants avec celle de V.
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1.2.2 Approximation harmonique

L’analyse du spectre de 'oscillateur harmonique est en soi intéressante... mais on va montrer
aussi que le spectre d’opérateurs plus généraux peut se déduire de ’étude que 1’on vient de
faire. On consideére 'opérateur de Schrodinger P défini par

(1.2.12) P(x,hD) = —h*A +V(2),

avec un potentiel V qui vérifie les hypotheses suivantes
(H1) V € C*®(R?) et liminf|, o V(z) > 0.
(H2) V admet un minimum non-dégénéré en 0, i.e. VV(0) = 0, V2V (0) > 0.
On va montrer que 'opérateur P admet une valeur propre proche de I'état fondamental

(i.e. la plus petite valeur propre) de 'opérateur Py, que 'on obtient en remplagant V' par
son polynome de Taylor a 'ordre 2 en O :

(1.2.13) Po(z, hD) = (hD)* + L(V*V (0)z, 7).

Quitte a changer de variables, on peut considérer que Py est un oscillateur harmonique.
Il existe en effet une matrice orthogonale G telle que V2V (0) = GQG*, ou Q est une
matrice diagonale qu’on écrit @ = 2diag(u1, ..., tq), et le changement de variable y = Mz
transforme 'opérateur Py en l'oscillateur harmonique P, étudié plus haut. On supposera
donc que V2V (0) = 2diag(u1, - - - , fa)-

Soit x € C5°(] — 1, 1[) telle que 1|_1/31/9) < x < 1. On utilise la notation ¢; < ¢ lorsque
¢2 vaut 1 sur le support de ¢1. On pose

ol ug est I’état fondamental (i.e. la premiere fonction propre) de l'oscillateur harmonique :
d
ug(z, h) = Coh~He=®@/h - 4o (2) = Z ,ujxi.
j=1

On va montrer que la fonction u ainsi définie est une fonction propre approchée (on dit
aussi quasi-mode) de l'opérateur P, dans le sens ou méme si elle n’est pas nulle, la norme
L? de (P — X\o)u est petite (Ao est la premiere valeur propre de Py). En effet

Po(x)

. )Pug + [P, xeJuo = Xou + xe(P — Po)ug + [P, xe|uo,

Pu = x(

ou l'on a noté y.(z) = x(

[P7 XE]U‘O = (PX6 - XEP)UO = _h‘2A(X€)U’O — hVxe - hVug.
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On note d’abord que sur le support de Vx, et de Axe on ae/2 < |¢po(z)| < e. Par conséquent
on a
1P, xJuolz2 < Ce/jug)).

Puisque P — Py = V(z) — 3(V2V(0)z,z) = O(|z[3), il reste & estimer
10) =72 [ (e xlwye O <18 [ yffen0ay,
ce qui donne

I(P = Po)uol 12 = O(h*?) ug| .

Finalement, compte tenu aussi du fait que |Ju]| = (1 + O(e~"))||ug||, on obtient

I(P = Xo)ull 2 = O(R®/?)]Jul.

Maintenant on utilise une conséquence du théoréme spectral (cf. Proposition [1.4.23]). Pour
un opérateur autoadjoint P on a, pour tout u dans le domaine de P,

dist(z, o (P))[Jull < [[(P = 2)u].

Notons aussi que lorsque I'hypothese (H1) est vérifiée, le spectre de P est discret dans un
voisinage de 0. On a donc la

Proposition 1.2.3 On suppose que les hypothéses (H1) et (H2) sont vérifiées. Pour tout
C > 0, il existe hg > 0 tel que, pour tout h €]0, hg|, I'opérateur P = —h?A +V admet une
valeur propre dans I'intervalle |]\g — Ch®/2, \g + Ch®/2].

En particulier, on a obtenu une borne supérieure pour la plus petite valeur propre A\o(P)
de P :
Xo(P) < Ao + CR*/2.

Une stratégie possible pour obtenir une minoration consiste a interchanger les roles de
P et de P,s. dans le raisonnement précédent. L’ingrédient essentiel dans ce qui précede
est le caractere exponentiellement décroissant de la fonction propre de P,s.. Autrement
dit, pour obtenir une minoration de A\o(P), il faudrait montrer d’abord que la fonction
propre correspondante est elle aussi bien localisée. Ce genre de résultats s’obtient a l’aide
d’estimations appelées estimations d’Agmon, et que ’on verra plus loin dans ce cours.

Références pour cette section : [11], [7].

15



1.3 Diffusion quantique et résonances en dimension 1

On s’intéresse maintenant a I’équation de Schrodinger stationnaire dans le cas ou le poten-
tiel, qu’on supposera régulier, tend vers 0 a l’infini. On considere ici seulement le cas de la
dimension 1, ou les objets sont tres simples. On verra plus loin dans ce cours comment tout
cela se généralise.

Supposons qu’'une particule classique soit lancée depuis —oo : ou bien son énergie F est
supérieure au maximum Vg de V', et elle continue jusqu’ a +oo, ou bien £ < Vj et la
particule est renvoyée vers —oo. Dans le premier cas on dit que la particule est transmise,
et qu’elle est réflechie dans le second cas. Notons aussi que si £ = Vj, la particule classique
atteint un point d’équilibre instable.

Fia. 1.1 — Exemple de potentiel en dimension 1

Nous allons voir que dans le cas quantique, la situation est nettement plus intéressante.

1.3.1 Solutions de Jost et Matrice de diffusion
Solutions de Jost

On considere l'opérateur différentiel P = h2D? + V(x) sur R, ou le potentiel V est une
fonction C* a support compact pour simplifier. Soit £ € R* . En dehors du support de V,
toutes les solutions de I’équation

(1.3.1) Pu=Eu
s’écrivent sous la forme

(1.3.2) uw(z, B, h) = ai(E, h)ei\/Eﬂf/h +a_(E, h)e—i\/ﬁx/h

16



pour certaines constantes at € C qui déterminent entierement la solution w.

Définition 1.3.1 On appelle solutions de Jost a droite chacune des solutions ngt de I’équa-
tion Pu = Eu définies par la relation (m avec ax(E,h) = 1,ax(E,h) = 0 pour z > 0.
On appelle solutions de Jost a gauche chacune des solutions Jg:t de I'équation Pu = Fu
définies par la relation avec a4 (E,h) =1,a(E,h) =0 pour z < 0.

Remarque 1.3.2 Les solutions de Jost ne sont pas dans L? pour E € R (cest une
remarque importante !), donc 'interprétation en termes de particule quantique peut paraitre
hasardeuse. On peut cependant s’y racrocher en considérant des paquets d’ondes gaussiens
comme expliqué plus haut.

Puisque le wronskien W (u,v) = v'v —uv’ de J; et J, qui est constant, vaut 2iv/E/h # 0,
(Jng, J,; ) est une base de I'espace des solutions de 1) C’est le cas aussi de (J;’, J; ), et
on note 7 (E, h) la matrice de M3(C), appelée matrice de transmission, définie par

(1.3.3) ( ﬁ ) — T(E, h)< g )

g

En remarquant que (J;d)* = Jg_’d, on voit que la matrice 7 s’écrit

(1.3.4) T(E,h) = < :*((%,hh)) ;"((EE7,7L)) )

Ici on a utilisé la notation f*(z, E,h) = f(Z, E, h), et on doit noter que dans le cas ot f est
une fonction holomorphe de z et E, f* I'est aussi. Enfin puisque les wronskiens de Jg+ Jg
et de JCJ[, J; sont égaux, on trouve

(1.3.5) det T(E,h) =t(E,h)t"(E,h) —r(E,h)r*(E,h) = 1.
Pour E réel, on obtient bien str [t(E,h)|?> — |r(E,h)|?> = 1, ce qui entraine en particulier

que t(E, h) et t*(E, h) ne s’annulent pas pour E € R ..

Matrice de diffusion

On peut classer les solutions de Jost différemment, en fonction de la direction de leur vecteur
d’onde (cf. la description de 'onde plane). Les fonctions Jg+ et J; sont entrantes : elles se
dirigent vers la zone d’action du potentiel (1a ott V # 0), et J; et J, sont sortantes. L’idée
derriére la notion de diffusion est de relier les données sortantes aux données entrantes.
L’objet mathématique correspondant est la matrice de diffusion :
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Définition 1.3.3 On appelle matrice de diffusion (en anglais scattering) a énergie E la
matrice de My(C) définie par

1 1 —r*(E, h)
SED=zm (e 1)

La relation (|1.3.5) donne immédiatement

(1.3.6) det S(E, h) = m

Toujours pour £ € R, la matrice S(E, h) est donc unitaire, et son déterminant est un
nombre complexe de module 1, que 'on écrit

(1.3.7) det S(E, h) = 2®FEh)  Q(E, h) = — arg(t*(E, h)),

ou la fonction ©(F, h) est appelée phase de diffusion.

Remarque 1.3.4 Un calcul simple permet de montrer que si une solution u de I’équation

(1.3.1) s’écrit
w=prJf +6-J; = i +-Jy,

alors

(1.3.8) < o ) — S(E,h) ( gj ) .

Autrement dit si les solutions entrantes (.J, ; ,J; ) forment une base de I’espace des solutions,
les solutions sortantes (J , J ;) aussi, et S(E, h) est la matrice de passage de la base entrante
a la base sortante, ce qui correspond a ce que nous avons annoncé avant la Définition|1.3.3

On appelle coefficient de transmission et de reflexion respectivement les quantités

1 2 ‘T(E7h)’2

T(E,h) = ERh)P?=—— E.h) = E SS b ALAN
( ’h) |511( 7h)| ‘t*(E,h)P’ etR( ah) |821( 7h)| ‘t*(E,h)P

La relation (1.3.5)) donne encore R+ T = 1. Les nombres R et T' sont interprétés comme la
probabilité pour une particule rentrante par la gauche d’étre réfléchie ou transmise par la
barriere de potentiel, compte tenu de la relation :

1.J;—— = Sllg];r + 821:]!]_.

Disons un mot de la phase de diffusion (on n’y reviendra pas dans ce cours). Le théoréme
de Birman-Krein permet de relier cette quantité a une autre dont la compréhension est
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immédiate : la fonction de comptage pour les valeurs propres : c’est la fonction N définie
sur R par
N = #{E € o(P),E < A},

ott P = —h?A + V(z). Disons que si V(z) — 0 quand |z| — oo, alors le spectre de P dans
R* est discret, et la fonction N est bien définie sur R* . Le lien entre cette fonction et la
phase de diffusion passe par la fonction de décalage spectral (Spectral Shift Function ou
SSF en anglais). Il s’agit de la distribution tempérée définie, disons quand V' (x) tend vers
0 suffisamment vite & l'infini, par {(F, h) = 0 pour E << 0, et, pour f € S(R),

(1.3.9) (¢, f) = Te(f(P(z,hD)) - f(h*D?)).
Le théoréeme de Birman-Krein dit que, pour E > 0,
(1.3.10) O(E,h) =7&(E,h) modnZ,

D’autre part, la fonction £ peut étre vue comme une extension au spectre continu de la
fonction N. En effet pour £ < 0, on a

(1.3.11) N(E,h) = &(E, h),

ce qui donne le lien annoncé entre © et N.

1.3.2 Dilatation analytique et résonances

On suppose maintenant que le potentiel V' s’étend en une fonction holomorphe dans le
secteur 2 du plan complexe défini par

Q={zeC,|Imz| <IRex)},

pour un § > 0, ot on a noté (z) = (1 + |z|?)'/2. Bien siir, on ne peut plus se contenter de

potentiel V' a support compact sur R. On suppose que, pour un p > 1,
V(z) = O((z)"") dans Q.

La terminologie habituelle est de dire que V' est un potentiel a courte portée (il serait dit &
longue portée si ’on supposait seulement p > 0).

Puisque V' est analytique dans 2, les solutions de ’équation Pu = Eu sont holomorphes
dans 2. Sous ’hypothese de courte portée, on peut toujours définir des solutions de Jost :
la Définition [1.3.1| doit étre remplacée par

e:ti\/Ea:/h

J;t ~ eEiVEz/h , quand Rex — +oc.

, quand Rex — —o0, et ngt ~

Le fait important est que si z varie sur la droite complexe Re?, avec # > 0 assez petit
pour que cette droite soit dans €, alors la solution sortante J; (z) (resp. J; (z)) appartient
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a L2(RY) (resp. L2(R})) avec z = z¢e%, alors que les solution entrantes ne sont pas L.

Mieux, ce fait est encore vrai pour E € C avec 0 > arg £ > —26. Il suffit en effet de noter
que

Re(|E|Y/2eE/2ze') = yE|1/2xsin(%E +6).

Pour 4 € R et ¢ € C(R), on pose U,p(z) = et/?¢(xe’). U, s'étend en un opérateur
unitaire sur L?(R), avec U} = U_,,, et on note que

UuP(z, hD)U}; = e *(hD)? + V (etx).

Les coefficients de 'opérateur différentiel qui apparait au second membre admettent un
prolongement analytique en g pour |u| assez petit. On note Py le prolongement obtenu
pour p =16 avec 0 < 0 < 6.

Le théoréeme de Weyl permet d’affirmer que le spectre essentiel de Py est

Oess(Py) = 0653(6_2i0(hD)2) — ¢ 20RT,

Définition 1.3.5 Soit E € C avec —20y < arg(E) < 0. On dit que E est une résonance de
P s’il existe 6 €]0,0¢[ tel que arg(E) > —20 et E € 04;5.(FPy). L’ensemble des résonances de
P est noté T'(h).

Voici pour terminer le lien entre la matrice de diffusion et les résonances de P :

Proposition 1.3.6 Soit E € C, avec —20y < arg E < 0. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. E € T'(h).

2. L’equation Pu = Eu admet une solution purement sortante, i.e. Jd+ et J, sont pro-
portionnelles.

3. E est un pole de la matrice de diffusion, i.e. t*(E,h) = 0.

Supposons pour finir que E est une résonance de P, et notons u € L2(]Rd) la fonction
résonante correspondante , i.e. la fonction vérifiant Pyu = Eu pour un certain #, et qu’on
suppose normalisée : |[u|2 = 1. Alors ¢(t,z) = e *“F/hy(z) appartient & L? pour tout ¢,
mais

6@t )|l L2 (may = et EN,

Autrement dit I’énergie associée a ¢ décroit au cours du temps. Physiquement, on dit que
cette fonction ¢ correspond & une pseudo-particule de durée de vie 1/Im E. En particulier,
on s’attend a ce que les résonances proches de 'axe réel correspondent a des phénomenes
physiques observables.
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1.3.3 Quelques exemples

On peut trouver dans les livres de mécanique quantique (par exemple [7], [4], [18]...) plu-
sieurs exemples de calculs explicites de matrice de diffusion et de coefficients de transmission.
Bien str il s’agit a chaque fois de potentiels trés particuliers, pour lesquels les solutions de
I’équation de Schrodinger Pu = Eu sont connus a peu pres explicitement, disons en termes
de fonctions spéciales. On peut trouver des calculs explicites pour un potentiel général dans
2], 8], 9]

Un exemple calculable : la barriere carrée

On considere le potentiel V' défini par

(1.3.12) V(z) = { ?/0 :i i i M

On prend E > V. Le potentiel n’est pas régulier, et il n’y a pas de raison a priori que les
solutions de I’équation Pu = Fu le soient. On pourrait chercher les solutions distributions de
cette équation (Exercice!), mais I'on va se contenter des solutions dans H?(R), le domaine
de Popérateur de Schrodinger correspondant. On résoud d’abord ’équation sur | — oo, 0],
10, £[ puis ]¢, +ool, et 'on note que H2(R) C C*(R) (mais n’est pas inclus dans C?(R)). On
écrit alors les conditions de recollement en 0 et en ¢ pour la solution et sa dérivée.

Tous calculs faits (Exercice!), on trouve I'expression suivante pour le coefficient de trans-
mission :

AE(E — Vo) '
AE(E — Vo) + Vi sin?(YE10)

T —

Phase de diffusion pour le chameau

Pour illustrer ce qui précede, on reprend sans détails des résultas de [9] pour un potentiel
correspondant a la Figure présentant deux maximums de méme niveau V (supposés
non-dégénérés).

Le calcul de la (dérivée de la) phase de diffusion pour E réel proche de Vj donne la courbe
représentative de la Figure (1.3

On note des oscillations, sous la forme de pics d’abord tres étroits pour E << Vjp, puis
qui s’amortissent quand E devient supérieur a V{. Les pics correspondent a l’existence de
résonances dont la partie réelle est I'énergie pour laquelle le maximum a lieu. Plus les
résonances sont proches de ’axe réel, et plus le pic est haut et étroit. Pour £ << Vj, on
est dans la configuration du puits dans l'ile (on parle aussi de résonances de forme), et ’on
verra que les résonances correspondantes sont exponentiellement proches de ’axe réel.
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F1G. 1.2 — Le chameau : potentiel

do

h iy
dE

A

27 h

Pi+0: log(1/h)

A —

(Pr-+p2)log 1

P1L+Po lo

L
2 h

FiG. 1.3 — Le chameau : dérivée de la phase de diffusion
1.4 Eléments de théorie spectrale

Dans cette section H est un espace de Hilbert séparable sur C. On note (-,-) son produit
scalaire, qui par convention est antilinéaire par rapport a la seconde variable.
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1.4.1 Opérateurs non-bornés

Définition 1.4.1 Un opérateur sur ‘H (ou opérateur non-borné) est la donnée d’un sous-
espace vectoriel D de H, et d’une application linéaire A : D — H. L’espace D est le domaine
de l'opérateur A. On le note (D, A) et I'on parle de I'opérateur A, de domaine D(A) = D.
Si D' C D et Au = A'u pour tout u € D', on dit que (D, A) est une extension de (D', A’),
ce que l'on note (D', A’) C (D, A).

On dit qu'un opérateur (D, A) est borné lorsque la quantité
| Al = sup{[|Aull,u € D, [Jul| = 1}

est finie. Dans ce cas A est une application linéaire continue sur D, et lorsque D est dense
dans H, A s’étend de maniére unique un un opérateur borné sur H. On note L£(H) 'espace
des applications linéaires continues sur H.

Sauf mention explicite du contraire, on considerera toujours des opérateurs a domaine dense.

Opérateurs fermés

Le théoréme du graphe fermé affirme qu’un opérateur fermé de domaine H est borné.
Rappelons la

Définition 1.4.2 Soit (D, A) un opérateur, et G(A) = {(z, Ax),x € D} son graphe. On
dit que (D, A) est
1. fermé lorsque G est un sous-espace fermé de H x H.

2. fermable si G est un graphe, i.e.
(z,y) €G,(2,y) e G=y=1y.

On note alors (D, A) Popérateur dont le graphe est G. C'est une extension de (D, A).

La linéarité de A donne un critere simple pour montrer qu'un opérateur est fermable : il
suffit de vérifier que si (0,y) € G, alors y = 0.

L'opérateur (CS°(R?), A) n’est pas fermé : il existe u € H?(R?) \ C°(RY). Si (uy,) est une
suite de C$°(R?) qui tend vers u, alors Au, tend vers Au dans L? mais Au ¢ C°(R?). Par
contre opérateur (H?(R%), A) est fermé. En effet soit v € H? et (u,) une suite de H? qui
tend vers u dans L?. Si v est la limite de Au,, dans L?, on voit immédiatement que v = Au
dans S’(R%), puis que u € H? (utiliser la transformée de Fourier par exemple).L’opérateur
(C5°(RY), A) est fermable, et sa fermeture est (H2(R9), A) : il suffit de vérifier que dans H?,
(up) — 0 et —Awu, — v entrainent v = 0.
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Lemme 1.4.3 Un opérateur (D, A) est fermable si et seulement si il admet une extension
fermée.

Preuve: On a vu que si (D, A) est fermable, (D, A) en est une extension fermée. Supposons
qu'’il existe (D', A) fermé tel que (D, A) C (D', A’). Alors le graphe de A est inclus dans le

graphe de A’, et en prenant ’adhérence, G(A4) C G(4’), donc G(A) est un graphe. O

On note au passage que toute extension fermée de (D, A) est une extension de (75, fl).

Adjoint

Définition 1.4.4 L’adjoint d’un opérateur (D, A) est I'opérateur (D*, A*) dont le domaine
D* est I'ensemble des u € 'H tel que v — (u, Av) s’étend en une forme antilinéaire continue
sur H. D’aprés le théoréme de Riesz, il existe w € H tel que (u, Av) = (w,v) pour tout
v € H, et A* est I'opérateur qui a u € D* associe ce w.

Remarque 1.4.5 Puisque D est dense dans H, D* peut aussi étre décrit comme I’ensemble
des u € H pour lesquels il existe C'(u) > 0 tel que, pour tout v € D, |(u, Av)| < C(u)||v||. En
effet pour v € H et (vy,) C D telle que (v,) — v, la suite ({u, Av,)) est une suite de Cauchy
de C et notant ¢,,(v) sa limite, on voit facilement que {,, est une forme linéaire continue sur
H qui prolonge v € D +— (u, Av).

Par exemple I'adjoint de (D, A) = (C°(RY), A) est (H?(R%),A). En effet pour u € L2(R?),
et v € C(R?Y), on a (u,Av)y> = (Au,v), ou le dernier crochet désigne I’action de la
distribution Au sur la fonction ¥. Or v +— (Au, ) s’étend en une forme continue sur L? si
et seulement si Au € L2 Donc le domaine de I'adjoint de (D, A) est D' = {u € L? Au €
L?} = H?. Enfin pour u € H? et v € L? on a (Au,?) = (Au,v) 2 donc A*u = Auw.

Attention : rien ne dit a priori que ’ensemble D* défini ci-dessus est dense dans H. On a
cependant le

Lemme 1.4.6 Soit (D, A) un opérateur, et G son graphe. Si G* désigne le graphe de
l’adjoint de A, on a B
G* =IO, T (u,v) — (v, —u).

En particulier (D*, A*) est un opérateur fermé.

Preuve: Soit (u,v) € G*, i.e. u € D* et v = A*u. Pour (ug,vp) € J(G), il existe une suite
((up, vp))n C G telle que (vy, —up) = J(Un,vy) — (ug,vg). On a donc

((u,v), (ug, v0)YHxr = lim (u,v,) — (v,u,) = lim (u, Au,) — (A*u, uy,) =0,

n—oo
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ce qui montre que G* C [J(G)]*. Réciproquement, pour (u,v) € [J(G)]* et (ug,vp) € G on
a ((u,v), (vo, —ug)) = 0, donc (u, Aug) = (v, Aug), ce qui montre que u € D* et A*u = v. O

Proposition 1.4.7 L’espace D* est dense dans H si et seulement si (D, A) est fermable.
Dans ce cas I'adjoint de (D*, A*) est (D, A), ce que I'on note A** = A. De plus on a

Ker A* = (Im A)*.

Preuve: On note que (0,v9) € G < J(0,v) € J(G) & V(u,v) € G*, (J(0,v0), (u,v)) =0,

S
ce qui donne (0,v9) € G < Yu € D*, (vo,u) = 0. Donc (0,v9) € G si et seulement si
vg € (D*)*, et D* est dense si et seulement si G est fermable.

Soit u € Ker A* et w € Im A. 1l existe v € D tel que Av = w, donc (u,w) = (u, Av) =
(A*u,v) = 0, donc u € (Im A)*. Réciproquement, si v € (Im A)*, il existe (v,), € D* tel
que v, — v. Pour u € D on a 0 = (Au,v) = lim, o (Au, v,) = lim,,—, oo (u, A*vy,). Puisque
A* est fermé on a (u, A*v) =0, puis A*v = 0 par densité de D.

Enfin pour (D, A) fermable, et compte tenu du fait que J? = —1, le Lemme donne
(G*)* =G. O

Notons enfin que si (Dy, A1) C (D2, Az) alors (D3, A3) C (DF, A7).

Opérateurs symétriques et autoadjoints
Définition 1.4.8 On dit qu’un opérateur (D, A) est symétrique lorsque

Vu,v € D, (Au,v) = (u, Av).

Par exemple (C5°(R?), A) est symétrique, tout comme (C§°(R?), —A+V (x)) lorsque V € L™
est une fonction a valeurs réelles.

Tout opérateur symétrique est fermable. D’autre part, lorsque (D, A) est symétrique, son
adjoint (D*, A*) est une extension de sa fermeture (D, A).

Définition 1.4.9 On dit qu’un opérateur (forcément symétrique et fermé) (D, A) est au-
toadjoint lorsque (D*, A*) = (D, A).

Pour les opérateurs symétriques qui ne sont pas fermés, on a la

Définition 1.4.10 On dit qu’un opérateur symétrique (D, A) est essentiellement autoad-
joint lorsque (D, A) est autoadjoint.
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L'opérateur (H2(R%), A) est auto-adjoint. On a vu en effet que (C5°(R?), A) est fermable,
de fermeture (H?(RY),A). De plus (C°(RY), A)* = (H?(RY),A), donc (H?(RY),A)* =
(C°(RY), A)** = (H*(R?), A). Du coup (C5°(R%), A) est essentiellement autoadjoint.

Lemme 1.4.11 Si I'opérateur symétrique (D, A) est essentiellement autoadjoint, alors il
admet une unique extension autoadjointe.

Preuve: Si (D', A’) est une extension autoadjointe de (D, A), on a nécessairement (D, A) C
(D', A’) puisque(D’, A) est fermé, puis I'égalité en passant & I’adjoint. |

Proposition 1.4.12 Soit (D, A) un opérateur symétrique. S’il existe z € C tel que Im(A +
z) et Im(A + Z) sont denses dans ‘H, alors A est essentiellement autoadjoint.

Preuve: Soit v € D*, et & = A*u. Puisque Im(A + Z) est dense dans H, il existe une suite
(vp) de D telle que (A + Z)v, — @+ Zu. Pour ¢ € D on a alors

(u, (A+2)¢) = (u, Ap) +Z(u, ¢) = (i+Zu, ) = lim ((A+Z)vn, ¢) = lim (v, (A+2)9),

n—-+o0o n—-+0o

puisque A est symétrique et vy, ¢ € D. Puisque Im(A4 + z)_est dense dans Hi on en déduit
que u = lim(v,), puis que @ = lim(Av,), donc (u,a) € G(A) et (D*, A*) C (D, A). O

Par exemple l'oscillateur harmonique (C§°, Pos:) est essentiellement autoadjoint. Il s’agit
bien stir d'un opérateur symétrique, qui, tout comme (C5°, —A), n’est pas fermé. On se
contente de le montrer pour (D, Pps.), ou (cf. Lemme [1.2.1)),

D={x~ 2% 2 o€ N7},

On a vu que D est dense dans L2(R?), et que P,s.(D) = D. La proposition précédente (avec
z = #+i) montre que (D, Pys.) est essentiellement autoadjoint.

On peut montrer que le domaine de ’extension autoadjointe de I'oscillateur harmonique est

By = {u € L*Va,3 € N, la+ 6] <2,= xa(?fu € L%},

1.4.2 Spectre et résolvante
Spectre

Définition 1.4.13 Soit (D, A) un opérateur non-borné a domaine dense. On note p(A)
Pensemble des z € C tels que

1. (A—zI):D — H est injectif,
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2. H. = (A — 2I)(D) est dense dans H,
3. (A—zI)"t:H, — D est borné.

Définition 1.4.14 Le spectre o(A) de (D, A) est le complémentaire de p(A) dans C. Le
spectre ponctuel o,(A) de A est I'ensemble des z € C tels que Ker(A — zI) # {0}. Le
spectre continu o.(A) est I'ensemble des z € C tels que Ker(A — zI) = {0}, D’ est dense,
et (A—2I)~1: D' — D n’est pas borné. Enfin le spectre résiduel o,.(A) est 'ensemble des
z € C tels que Ker(A — zI) = {0} et D' n’est pas dense.

On a bien sur
o(A) =0,(A)Uo.(A) Uo,(A).

Lorsque (D, A) est un opérateur fermé, on peut voir que p(A) est 'ensemble des z € C tels
que (A — zI) : D — 'H soit bijectif, et d’inverse borné. En effet dans ce cas, si A € p(4),
(A — M\I)~! s’étend automatiquement en un opérateur borné sur H.

Remarque 1.4.15 Par le théoréme de I’application ouverte, le fait que (A —zI):H — H
soit bijectif entraine automatiquement que son inverse est borné. Pour A € L('H), I'ensemble
résolvant est donc I'ensemble des z € C tels que (A — zI) : H — H est bijectif.

Résolvante

On se limite maintenant aux opérateurs fermés.

Définition 1.4.16 Soit (D, A) un opérateur fermé. L’application
Ra:z€p(A)— (A—z)"t e L(H)

est appelé la résolvante de A.

Lemme 1.4.17 Soit (D, A) un opérateur fermé, et R4 sa résolvante. On a les propriétés
suivantes :

1. p(A*) = p(A), et Ra(z) = Rax(2),
2. Pour z,2" € p(A), Ra(z) — Ra(2') = (z — 2" )Ra(2)Ra(2).
3. Pour z,2" € p(A), Ra(2)Ra(z') = Ra(z')Ra(z).

Preuve: Le premier point découle directement de la relation Ker(A*) = Im(A)*, et du fait
que (A*)~!1 = (A71)*, ce que 'on peut prouver en utilisant le Lemme m
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Le deuxieme point s’appelle ” premiere formule de la résolvante”. Il suffit de calculer

(A=2)" = (=) A-2) (A=) =(A-2)7[ - (Z—Z)( -2
— (A=) M= (z—A+ A=) A=) = (A=)

Enfin le troisiéme point s’obtient en échangeant z et 2z’ dans (2). O

Proposition 1.4.18 L’ensemble p(A) est un ouvert de C, et R 4 est une application holo-
morphe, par exemple dans le sens ou, pour tout u,v € H, z — (Ra(z)u,v) est holomorphe.
Enfin pour z € p(A) on a

1

(141) Gt (2, o (4))

< [[Ra(2)]]-
Preuve: Soit zg € p(A). Pour z € p(A) la premiere formule de la résolvante itérée donne

n

Ra(z) =Y (2= 20)Ralz0) " + (2 = 20)" " Ra(20)" " Ra(2),

=0
e .
ce qui conduit a poser R(2z) = Z(z — 20)?Ra(2) ™! pour z € C tel que |z — 2| <
j=0
R a(20)||~%. On montre alors facilement que R (2) est inverse de (A — z) pour ces z 13,
ce qui prouve la proposition. O

On déduit de ’estimation ci-dessus le critére suivant :

Proposition 1.4.19 Soit (D, A) un opérateur fermé. z € C appartient au spectre de A s’il
existe une suite (¢,,) de D telle que ||| =1 et ||(A — 2)1y,|| — 0. La réciproque est vraie
si z est un point du bord du spectre.

Preuve: §’il existe une telle suite, z ne peut appartenir & p(A) : sinon on aurait
L=l = [Ra(2)(A = 2)¢n| < C(A = 2)¢n]| — 0,
ce qui est absurde.

Reciproquement supposons que z € 9o (A). Soit (z,) une suite de p(A) telle que dist(zy, z) =
. D’apres I'inégalité (|1 , il existe une suite ¢, telle que ||¢n] = 1 et [|R(zn)dnl| > n.

On pose ¢n = ¢n/HR(Zn)¢nH- Alors [|¢,]| — 0 et si iy = R(2)¢n on a [[¢h,| =1 et
(A - Z)wn - (A - Zn)wn + (zn - 2)% = ¢n + (zn - 2)%7

ce qui montre que ||(A — 2)¢y, || — 0. O
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Cas des opérateurs autoadjoints

On remarque d’abord que le spectre résiduel d’un opérateur autoadjoint est toujours vide.
En effet si Ker(A — 2I) = Ker(A* — zI) = {0}, alors (Im(A — 2))* = {0}. On a aussi la

Proposition 1.4.20 Soit (D, A) un opérateur fermé symétrique. A est autoadjoint si et
seulement si c(A) C R.

Preuve: Supposons que o(A) C R. Alors, par exemple, Im(A + i) = H, donc A est essen-
tiellement autoadjoint d’apres la Proposition Réciproquement si A est autoadjoint,
pour z € C\ R, (A — z) est injectif puisque si z = z + 4y € C, on a [(4A — 2)ul]? =
(A — 2)u|? + v?||ul|? > y?||ul|?. Puisque Im(A — 2)*+ = Ker(A — 2), on voit que Im(A — z
est dense dans H, et on a montré aussi que [[(A — 2)71|| < 1/|y|. Donc C\R C p(4). O

Puisque o(A) C R, tous les points du spectre d’un opérateur autoadjoint sont des points de
son bord. On a donc le critére suivant

Proposition 1.4.21 Soit (D, A) un opérateur autoadjoint. z € C appartient au spectre de
A si et seulement si il existe une suite (1,) de D telle que ||¢y|| =1 et ||[(A — )1, || — 0.

1.4.3 Le théoreme spectral pour les opérateurs autoadjoints
Famille spectrale

Définition 1.4.22 Une famille spectrale est une famille (Ey)xecr de projecteurs orthogo-
naux sur ‘H telle que

1. Pour tout u € H, Ehxu — 0 quand A — —o0, et Eyxu — u quand A — +00.
2. Pour tout \,u € R, ExE), = Enin(ap)-
3. Pour tout u € H, Exu — E),u quand A\ — )\g.

Voici un exemple de famille spectrale. Soit K € L£L(H) un opérateur compact et symétrique.
On sait qu’il existe une suite de sous-espaces Hy, de dimension finie deux & deux orthogonaux,
et une suite (\;)r bornée de réels telles que H = @renHy et pour u € Hy, Ku = Agu. On
note Il le projecteur orthogonal sur Hj, et Ey le projecteur orthogonal sur Gy = @, <\ H.
La famille F)\ est une famille spectrale : la propriété 1 découle du fait que la suite () est
bornée, et les propriétés 2 et 3 découlent de la définition de G,. On note que

lim Fyu = E) u— Iju.
)\ﬂ/\;
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En particulier, au sens des distributions, on a
O\ (Exu) = 0y, IT;u,

et donc

u:ZHku:/d(EAu), Ku:Z)\kau:/)\d(E)\u).

Dans le cas général, pour u,v € H on montre que A — (Eju,v) est une fonction croissante
a variation bornée. On peut donc lui associer une mesure de Stieljes, qu’on note d{Eyu, v).
Disons que pour une fonction continue sur R, [ f(A)d(E\u,v) s’obtient comme limite de
sommes Riemann, et c’est seulement pour intégrer les fonctions boreliennes que la notion
de mesure de Stieljes est utile.

Le résultat qui suit porte le nom de Théoreme Spectral.

Théoreme 1.4.23 Soit (D, A) un opérateur autoadjoint. Il existe une famille spectrale
(E))aer telle que D = {u € H, [ N2d(E\u,u) < oo}, et pour tout u,v € D,

(Au,v) = /)\d(EAu,w.

Le spectre de (D, A) peut étre caractérisé a partir sa famille spectrale. En utilisant la
Proposition [1.4.21} on peut montrer la

Proposition 1.4.24 Soit (D, A) un opérateur autoadjoint, et (E)) sa famille spectrale.
Ao € R appartient a o(A) si et seulement si, pour tout € > 0, E(]Ag — €, \o + €[) # 0. On a
noté E(ja,b]) = [V dEy = Ey — E,.

Voici un corollaire tres simple mais tres utile du théoreme spectral :

Proposition 1.4.25 Soit (D, A) un opérateur autoadjoint. Pour u € D et z € R, on a

(1.4.2) dist(z,0(A))||u|| < [|(A = 2)ul|.

Preuve: On a [|(A — 2)ul* = [(A — 2)2d(Exu, u). O

Pour z € p(A) et u = Ra(2)v avec ||v]| = 1, on obtient ||Ra(z) , et compte

1
< - -
I'= dist(z,0(A))
tenu de la Proposition [1.4.18
1
1.4.3 R - - .
(1.43) IRAON = o)
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On retrouve en particulier le fait que, pour un opérateur autoadjoint,

1
R < —
V2 € C\R,[RAG)] £ £

Remarque 1.4.26 On a vu que 'on pouvait intégrer des fonctions boréliennes contre la
mesure spectrale d(Exu,v). On note f(A) I'opérateur défini par

(1.4.4) <f(A)u,v>:/f(/\)d<E>\u,v).

Lorsque f(\) = (A—2)~! pour un z € p(A), on a bien f(A) = Ra(z). Plus généralement la
formule ci-dessus redonne f(A) dans tous les cas ol cette expression a un sens autre
(par exemple lorsque f est un polynéme,...).

Spectre discret, spectre essentiel

Définition 1.4.27 On appelle spectre discret d’un opérateur autoadjoint (D, A) I'ensemble
des valeurs propres \ de A qui sont isolés dans o(A) et de multiplicité (dim Ker(A— X)) finie.
On le note o4;5.(A), et on appelle spectre essentiel de A son complémentaire : oess(A) =

g(A)\ ogisc(A).

Le spectre discret est inclus dans le spectre ponctuel défini plus haut, mais I'inclusion inverse
est fausse en général. De méme, le spectre continu est inclus dans le spectre essentiel sans
que la réciproque ne soit toujours vraie.

On voit que A\g € 0ess(A) si et seulement si il existe € > 0 tel que le projecteur E(JAg —
€, Ao + €[) est de rang fini. De méme, Ay € 0css(A) si et seulement si pour tout € > 0, le
projecteur E(J\g — €, A9 + €]) n’est pas de rang fini.

On a vu par exemple que (H2(RY), —A) est autoadjoint. Sa famille spectrale est E\ =
.7-"_11529\}', et son spectre est inclus dans [0, +o0o[. On peut montrer aussi que

G(_A) = Uess(_A) = [0, +OO[,

par exemple en utilisant la notion de suite de Weyl :

Définition 1.4.28 Soit (D, A) un opérateur autoadjoint, et A\ € R. On dit qu’une suite
(un) de D est une suite de Weyl pour A et \ lorsque ||uy,|| = 1, u, tend vers 0 faiblement
et [[(A— Nuy| — 0.

L’intérét de cette définition réside dans la
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Proposition 1.4.29 )\ € R appartient au spectre essentiel de A si et seulement si il existe
une suite de Weyl pour A et A.

On peut vérifier que la suite (u,) définie ci-dessous est une suite de Weyl pour (H2(R%), —A)
et A lorsque A > 0 (cf. e.g. [14], Section 7.3]) :

_ _n2le—g02
un (@) = F b (e 0 X =g

1.4.4 Perturbation d’opérateurs autoadjoints

D’un point de vue tres général, on dit que 'opérateur A + B est une perturbation de
Popérateur A lorsque A + B a les mémes propriétés que A. On donne ici deux criteres
concernant les perturbations d’un opérateur autoadjoint A : le premier permet de dire que
A+ B est encore autoadjoint, et le second que le spectre essentiel de A+ B est le méme que
celui de A. Il faut remarquer que le spectre discret ne peut pas rester stable par perturbation,
aussi petite soit-elle.

Théoréme de Kato-Rellich

Définition 1.4.30 Soit (D4, A) et (Dp, B) deux opérateurs, avec Dy C Dp. On dit que B
est A-borné lorsque pour un a > 0, il existe b > 0 tel que, pour tout u € D4,

[Bull < af| Aul] + bl[ul|

La borne inférieure de I’ensemble des a > 0 pour lesquels cette propriété est vraie est appelée
borne relative de B pour A.

Lorsque A est autoadjoint, en appliquant le théoréeme du graphe fermé, on peut voir que
tout opérateur fermé B tel que Dy C Dp est A-borné. Ce qui suit repose sur le

Lemme 1.4.31 Soit (D4, A) un opérateur autoadjoint, et (Dp, B) un opérateur tel que
Da C Dp. B est A-borné si et seulement si il existe z € p(A) tel que BR4(z) est un
opérateur borné (c’est alors le cas pour tout z € p(A) grace a la premiere formule de la
résolvante). La borne relative a de B pour A est donnée par

= li B +iN)||.
a= lim |BRAGN)

Preuve: Supposons que BR 4(+i)) soit borné pour un A > 0. Par la premiere formule de la
résolvante c’est vrai pour tout A > 0, et on note ||[BRA(%£i))|| = a). On a immédiatement

[Bull < ax[[Aul| + Aax|[ul],
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ce qui montre que B est A-borné et que sa borne relative a vérifie pour tout A > 0 I'inégalité
a < ||BRa(£iN)]|, donc
a < liminf || BRs(£i)\)|.
A—+00

Réciproquement, supposons que B soit A-borné, de borne relative a. Pour € > 0, il existe
b > 0 tel que
|BRA(£iNu| < (a+ €)||AR a(EiN)ul| + b||Ra(E£iN)u]|.

Or par le théoréme spectral, on a [|[Ra(Eid)ul| < ||uf et

2
; 2 H
| AR A(iA)ul2 = / (B < .
Donc || BRa(£i)\)|| est un opérateur borné de norme inférieure a (a + €) + b/A. Ceci étant
vrai pour tout € > 0, on voit que limsup,_, , ., [| BRa(£i))|| < a. O

Voila enfin le Théoreme de Kato-Rellich.

Proposition 1.4.32 Soit (D4, A) un opérateur autoadjoint (resp. essentiellement autoad-
joint), et (Dp, B) un opérateur symétrique A-borné de borne relative inférieure a 1. Alors
(D4, A+ B) est autoadjoint (resp. essentiellement autoadjoint).

Preuve: Supposons (D4, A) autoadjoint. D’apres le lemme précédent, il existe A > 0 tel
que ||BRa(£iN)|| < 1, et donc I + BR4(£i\) est inversible. Or (A + B £i\) = (I +
BRA(£iX))(A £ iX), donc (A + B £1i)) est d’image dense. O

Théoreme de Weyl

Définition 1.4.33 Soit (D4, A) un opérateur fermé et (Dp, B) un opérateur tel que Dy C
Dp. On dit que B est A-compact lorsqu’il existe z € p(A) tel que BR4(z) est compact
(c’est alors le cas pour tout z € p(A) grace a la premiere formule de la résolvante).

Si B est A-compact, B est A-borné de borne relative 0. Cela découle du Lemme [T.4.31] et
de l'identité BRA(i\) = (BRA(7))((A+1)RA(i\)) : le premier opérateur est compact, et le
second tend vers 0 fortement quand A — 400 (par exemple avec le théoréeme spectral). Le
théoreme de Kato-Rellich peut donc s’appliquer dans ce cas.

Proposition 1.4.34 Théoreme de Weyl.
Si (Dy, A) est un opérateur autoadjoint, et (Dp, B) un opérateur symétrique A-compact,
alors (D, A+ B) est autoadjoint et

Uess(A + B) = Uess(A)-
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Remarque 1.4.35 Le théoreme de Weyl sert aussi sous la forme suivante : s’il existe
z € p(A+ B)Np(A) tel que Rarp(z) — Ra(z) est compact, alors oess(A + B) = 0ess(A).
Cet énoncé entraine le précédent compte tenu de la seconde identité de la résolvante :

Ra+p(z) = —Ra(2)BRat+B(2) = —Ra+p(2)BRA(2).

Preuve: On prouve le théoréme sous la forme énoncée dans la remarque. Soit A € oess(A +
B), A # z, et (uy,) une suite de Weyl pour A+ B et A. On va montrer que (v, = Ra(2)uy)
(apres normalisation) est une suite de Weyl pour A et A\. D’abord (v,,) tend faiblement vers
0, mais pas fortement (donc est normalisable) puisque

lim [jv,| = lim |Rass(2)un| = |A— 2|71 #0.
n—oo n—oo
De plus on a

(A=XNv, = (A=NRa(2)up =up+ (2 — NRa(2)u,
= Up+ (2= ANRarp(2)up — Kup = Ratrp(2)(A+ B — Nuy, — Kuy,
ou K = Ra1+p(2) —Ra(z) est compact par hypothese, ce qui montre que ||(A — A)v,|| — 0.

La réciproque s’obtient en échangeant les roles de A + B et A.

O

Ce théoréeme permet en particulier de montrer que si V' € LOO(]Rd) tend vers 0 a linfini,
alors le spectre essentiel de Iopérateur de Schrodinger P = —h2A +V est le méme que celui
de —h2A, ie. 0ess(P) = [0, 4+00[. On a en effet le

Lemme 1.4.36 Si V € L®(RY) tend vers 0 & I'infini, alors V est —A compact.

Preuve: 1l s’agit de montrer que V(—A +1)~! est compact. Puisque (—A+41)~! est continu
de H?(R?) dans L2, il suffit de montrer que V : H?(R?) — L?(RY) est un opérateur compact.
Soit (V) la suite d’opérateurs définis par

T

Vierwr oV ()ule), ¢ € CR(BO,1)).
Rappelons que pour ¢ € S(RY), application H*(R%) 3 u — ¢u € H*(R?) est compacte
pour t > s. Chaque V}, est donc un opérateur compact de H? dans L? puisque composé de la

multiplication par ¢, = ¢(;) € S, qui est compacte de H 2 dans L?, et de la multiplication
par V € L™ qui est continue de L? dans L?. Enfin on voit que

Vi = Vg2 < |81‘le]C [V ()],
x|>
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A A ¢

y=V(x)
spectre
continu

> _
\_/ X spectre

discret

F1G. 1.4 — Spectre d’un opérateur de Schrodinger quand V tend vers 0 & ’infini

ce qui montre que (Vi) tend fortement vers V' quand V tend vers 0 a l'infini. O

Résumons : lorsque V € L®°(R% R) et V(z) — 0 quand |z| — oo, (C§°, P = —h?A + V) est
un opérateur essentiellement autoadjoint. Son spectre essentiel est [0, +oo[, et P peut avoir
des valeurs propres négatives, isolées et de multiplicité finie. Le seul point d’accumulation
possible de ’ensemble des valeurs propres négative est 0.

Références pour cette section : [12],[5, Chapitres 8 et 9], [6], [19]
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Chapitre 2

Analyse semiclassique

2.1 Transformation de F.B.I. et Microsupport

Pour cette section, on suit de tres pres le livre d’A. Martinez [20, Chapitre 3].

2.1.1 Définition et exemples
Si u € L? est une fonction d’onde, on veut pouvoir décrire quantitativement v au voisinage

de la position z € R? et, en méme temps, au voisinage de I'impulsion ¢ € R?. On est bien
str limité par le principe d’incertitude. Voici I'outil essentiel de ce cours.

Définition 2.1.1 Soit u € S'(R?). On appelle transformée de Fourier-Bros-Iagolnitzer-
Sjéstrand la fonction Tu définie sur R*? par

Tu(z,&h) = aqn / e @M= 2hoy () dy = g (u, 10V 2Ry,

ot Qq.p = 2_d/2(7Th)_3d/4.

Remarque 2.1.2 La fonction Tu est C*® sur R?? : ¢’est un exercice de théorie des distri-
butions (cf. la preuve du Lemme[2.1.7 ci-dessous).

L’idée derriere cette définition est la suivante : on commence par localiser u pres de = en
considérant la fonction (plutét la distribution) v : y — e~ (@=9?/2hy(y). Notons d’ailleurs
que ||(y — z)v(y)| 2 = O(Vh). Ensuite Pon prend la transformée de Fourier de v au point
&. Le fait que l'on ait ainsi localisé aussi Fpu pres de la fréquence £ peut se lire sur le
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Lemme 2.1.3 Pour u € S'(RY) on a
Tu(z, &, h) = e M(T o F)(u)(€, —x, h).
Compte tenu de ce lemme, on a en effet Tu(z,§,h) = Fh,nﬂ,m(e_(g_”)Z/Qh}“hu(n)) et,
comme ci-dessus, ||(n — &)e=ED*/2h Fyu(n)|| = O(Vh).
Preuve: Par définition
T(Fru)(@, b: h) = augp(Fuu, O IV=@=02/20y _ oy 5 (@0 )b/h=(a=)2/2h))

et il s’agit donc de calculer

ila—y)b/h—(a—y)2/2hy _ L iy i(a—y)b/h—(a—y)?/2h
Fhy—n(e ) (@rh)i? /e e dy.
= VN Py + D),
efiy~a/hef(y+b)2/2h_
On trouve bien la relation annoncé en prenant a = £ et b = —x. O

Dans la démonstration précédente, et a de trées nombreuses reprises dans ce qui suit, on
utilise ’égalité

—Az2/2h L _e2onn
(2.1.1) Fhoe(e 2 /20y = a2° /20
qu’on peut obtenir par exemple en se ramenant a la dimension 1, et en considérant I’équation
différentielle ordinaire dont le membre de droite est solution.

Exemple 2.1.4 Transformée de FBI d’une gaussienne :
(2.1.2) T (e ™ /2 (2, &, h) = (4h) WA t/h=(2>+€)/4h,
On calcule en effet, en utilisant ,

T(e /™M) (2,6, h) = aan / i@ €/h~l(a—v)?/2h+4?)/2h g
= agpe /1 / @V he=W=5 My = (2mh) 20y e AT E, (7
_ (27rh)d/2ad he—x2/4hem~§/2h2—d/2€—§2/4h_

Exemple 2.1.5 Etats cohérents.
On appelle état cohérent centré en (x, &) la fonction de C*°(R?) définie par

O, 0 (2, h) = (20R) V2T (8,) (2!, €, h) = (wh)~ Wil —o)&/h=(a!=2)*/2h

Avec le Lemme ci-dessus, on voit aussi que
(2.1.3)
T(1)(w,&,h) = e (Fp(1)(, €, h) = (2mh) 2T (80) (€, =2, h) = B0, (&, D).
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2.1.2 Propriétés

Proposition 2.1.6 Si u € L?(R%), alors Tu € L*(R??), et [ Tull 22y = lull2(ray, e
T : L*(RY) — L?(R??) est une isométrie.

Preuve: Soit u € C§°. La fonction 7u est C*° donc localement intégrable, et pour M, N > 0
on calcule

1Lz <arjejenTul* = O‘?l,h/1|m|§M,|§|§N(33v§)TU($’§v h)Tu(x,&, h)dzdE.

Avec Fubini (la fonction qu’on integre est & support compact) on obtient || 1)< azj¢|< nTul2 =
a?l,h fmgM fn(x, h)dx avec

In(z,h) = (/£|<N ei(y’—y)f/hdf, e_[(z_y)2+(5‘_y,)21/2hu(y)u(y’))%y/

Or, quand N — +o0, fei(y'_y)'g/hyﬂg]vdf — (27h)45,_,s dans D'(R?xR?), donc fy(z,h) —
(27Th)dfe_(”"_y)2/h|u(y)|2dy. Finalement

lim aé’h/|<M fn(z, h)dx = (27Th)da§,h/|u(y)|2(/ e_(m_y)Z/hdx)dy,

N—+0oc0 lz|<M
et
lim  lim |1 Tull? = |Jul)?
i (L <arjg v Tull® = [lull,
ce qui acheve la preuve de la proposition. O

Pour u € L?(R%), on a donc u = T*Tu, o 7* est I'adjoint de 7 donné, pour v €
T(L*(RY)) c L?(RY) N C>(R?*) par

T*v(y,h) = ad,h/ei(xy)'g/h(xy)Q/%u(x,f)da:d&.

L’intégrale ci-dessus n’est pas absolument convergente, mais elle prend un sens lorsque ’'on
utilise Popérateur L(¢, hD,) = (€)72(1 + h¢ - D), notant que
(2.1.4) L(€, hDy) (e @=v)&/hy = eilz=u)&/h,

On peut alors écrire

T v(y,h) = ad,h/e_i(x_y)'g/h(tL(é, hDy)) e 0 2y (g, €)]dade.
ott (!L(&,hD;))% ! est un opérateur différentiel en la variable 2z dont les coefficients sont
O((€)~(4*1). Les intégrales de ce genre portent le nom d’intégrales oscillantes.

On s’intéresse maintenant & I'image 7 (L?(R%)) de L? par 7. On sait déja que 7 (L*(RY)) C
L2(R?Y) N C>®(R?4), en particulier que 7 : L*(R?) — L2(R?) n’est pas surjective. On a
d’abord le
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Lemme 2.1.7 Soit u € S'(R?). L’application Bu : C¢ — C définie par
Bu(z,h) = e(Imz)z/QhTu(Re z,—Imz, h)

est une fonction entiére.

Preuve: Notons z = x — €. Un calcul simple donne
Bu(z,h) = ap,q(uy, e*(zfy)2/2h),

et il s’agit de montrer que f : z — <uy,e*(zfy)2/2h) est Cl(R%gg)), et que Os:f(z) = 0.
Montrons par exemple que f est dérivable par rapport a . On a

f(:E + Sagi — f(:E,ﬁ) _ <Uy, g(ZL‘ + Sagayi — g(x7£7y)>’ g(m,f,y) _ ef(xfigfy)2/2h’

1
et 'on voit que —(g(z +s,£,y) — g(z,§,y)) converge dans S quand s — 0, évidemment vers

0:9(x,&,y), par exemple en écrivant

1
g(z+s,&y) — 9(2,&,y) — s0.9(x, &, y) = 82/0 (1—1)02g(x +ts, &, y)dt.

On montre de la méme maniere que f est dérivable par rapport a &, et, finalement,
0zBu(z, h) o, q(uy, 85(6_(Z_y)2/2h)> =0,
olt 95 = 5 (0, — i0¢) compte tenu de z = x — i. O

La transformation B est connue sous le nom de transformation de Bargmann (& une constante
preés disons). En écrivant que dzBu(z, h) = 0 on obtient la relation utile

(2.1.5) hD,T (u)(x,&,h) = (§ +ihDe)T (u)(x, €, h).

Pour la question qui nous occupe, on a montré que 7 (L?(R%)) C L? (Rd)ﬂe*g/%?{olﬁ,ig(Cd),
ol Holy—j¢ (C%) désigne I’ensemble des fonctions holomorphes de z = x — i€. Cette fois I'in-
clusion inverse est vraie, et on a la

Proposition 2.1.8 La transformation 7 : L*(R?) — L%*(R%*d) N 6*52/%7{019645(@6[) est
une bijection, et TT* : L?(R?*!) — L2(R??) est le projecteur orthogonal sur L?(R??) N
6*52/2}17{0196_,-5 (CY.

Preuve: au prochain episode. O

La transformation de FBI agissant sur S ou &’ aussi de bonnes propriétés :
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Proposition 2.1.9 L’application T : S(R?) — S(R??) est continue, de méme que I'appli-
cation T : S'(RY) — S'(R?%), et pour u € S'(RY), on a u = T*Tu.

Preuve: e On regarde d’abord le premier point : pour v € S(R?), on doit montrer que

Va, B € N*, 3N € N,3C05 > 0, |[(2,£)*0, ¢ Tu(@, & h)l|le < Cap Y [l2700u(@)] 1.
Iyl,16|<N
Le probleme est donc en particulier de manger les £. On utilise a nouveau l'opérateur
L(&,hDy) = (€)72(1 —i& - hDy) de (2.1.4)), et on écrit
Tu(a, &, h) = o / LN (e P (y) ) dy,

pour un certain entier /N a choisir, et I’on peut voir que pour ceratines constantes ¢, € C,
1

tr\INV —
("L)™ (&, hDy) = GE

> cu(hg) DL,

[nl<N

Du coup pour (1,2 € N? on a

010 Tu(w, & h) = ad,h/agQafl [ L) (e D Py () dy.

Or
O eI (e ()] =
! Z Cgii"yl‘(—l)lﬁl_m@l '@ Eh AN (1 — y)ﬁl—'yle—(x—y)Q/?hu(y))
1 <p1
et

OO V(LN (=m0 Py ()] =

O(l)h—(\ﬁl|+\62\+N)e—(x—y)2/2h<§>Iﬁll—N@: — y)IBLHIB =N Z |0Ju(y)|.
lyIsN

Enfin pour aq,as € N% on a

01 02 3?2351 [l &M )N (o= (@=u)*/2hyy(4)))] =

O(1)e~@=9)*/2h gyloalHIB=N (gylonl 5 _ o) IB1l+]52| =N Z 07 u(y),
lyI<N

et 'on conclut en chosissant N > |az|+| 61|, remarquant que ()1l < C'((y)lerl 4 (z—y)leal),
et que ||e=@9?*/2h (g _ WM ||, < oo pour tout M € N.

40



e La preuve de la continuité de 7 : S'(R?) — S’(R?) est plus facile : par dualité, il suffit
de montrer que 7* : S(R??) — S(R?) est continue. On écrit

Y 0T u(y, h) = / / Y0 [ 20y €,

et on obtient, en utilisant encore une fois 'inégalité (y)ll < C((z)lel + (z — y)lol), que

5200 u(y, )] = O] (€4 (@) 4y, €)] | oe 46) 1 () ™| ey

e On a montré que I'opérateur 7*7 envoie S’(R?) dans S’(R?), et la relation u = 7*7T u est
vraie pour u € S(R?). Elle est donc vraie pour u € S'(RY) . O

2.1.3 Microsupport

Définition 2.1.10 Soit wu;, une (famille de) distributions de S'(R%). On dit que (xg, &) €
R? x R? n’est pas dans le microsupport de uy,, lorsqu’il existe un voisinage V de (o, &), et
deux réels 6 > 0 et hg > 0 tels que

Vh €]0, hol,¥(x, &) € V, T (up)(x, &, h) = O(e™/M).

On note MS(uy,) le microsupport de uy,. C’est un fermé de R??.

Exemple 2.1.11 Puisque |7 (§)(x, &, h)| = ad7he_x2/2h, on a MS(6) = {0} x R%. On a aussi
MS(1) = R? x {0}, puisque, de maniére générale en utilisant le Lemme MS(Fru) =
R_;/2(MS(u)), ott Ry désigne la rotation d’angle 6 dans R4,

Exemple 2.1.12 Le microsupport de I'état cohérent @, ¢y est MS(®(, ¢)) = {(z,£)}. On
peut le montrer en commencant par la formule

(@ (0 B ) = =2 HEE A ita—a (€ 2
puis en notant que
T (B(a)) (@', &', h) = (27h) V(D (460, Bl 61))-

On en déduit d’ailleurs aussi que || @, ¢)l 12(re) = 1.
Remarque 2.1.13 Lorsque u ne dépend pas de h, la notion de microsupport de u est

fortement reliée a celle de front d’onde analytique d’une distribution, noté souvent W Fy
(cf. [24], [15],...). On peut montrer en effet que dans ce cas

MS(u) = WF,(u) U (suppu) x {0}).

Dans ce cours, on s’intéressera essentiellement au microsupport de solutions d’équations
h-pseudodifferentielles, et ce n’est pas cet aspect "régularité” qui importera.
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On termine cette présentation de la notion de microsupport par une remarque importante.
Dans les applications aux solutions d’EDP, on aura des informations plutét sur la norme
L? de Tu que sur sa norme L. Pour ce qui concerne le microsupport, c’est égal :

Proposition 2.1.14 Soit u € S'(RY). Le point (zg, &) € R? x R? n’est pas dans le micro-
support de u si et seulement si il existe un voisinage V de (x¢,&p), et deux réels § > 0 et
ho > 0 tels que, pour un p € [1,400],

(2.1.6) Vh €10, hol, || T (un)l| oy = O(e™*").

Preuve: Puisque la fonction z +— Bu(z, h) est holomorphe sur C¢, la fonction (z,¢)
Bu(z — i¢, h) est holomorphe sur C?¢. Compte tenu du Lemme on étend 7u en une
fonction holomorphe sur C?? en posant

Tu(w + iy, € +in,h) = Tu(z, ¢, h) = e/ Bu(z — i, h).
En écrivant z —i( = (x +n) +i(y — ), on trouve
(2.1.7) Tu(x +iy,& +in) = e(y2+"2)/2he_§'(y+i’7)/h’]'u(x +n,§ —vy).

Soit maintenant (xg, &) € R??. (x0,&) ¢ MS(u) si et seulement il existe un voisinage V' de

(0, &0) dans R? tel que (2.1.6) soit vraie pour p = oo. Grace a (2.1.7), c’est équivalent &
Pexistence d’un voisinage complexe W de (xq,&y) pour lequel

(2.1.8) Vh €]0, hol, |1 T (wn) || 1o o) = O(e™%/M).

En utilisant la formule de Cauchy, on voit que cette derniére assertion est équivalente &
la méme assertion pour n’importe quel p € [1,+o0[, et encore une fois grace a (2.1.7)), a
lassertion (2.1.6) ot V est un autre voisinage réel de (x¢, &p). O

2.2 Calcul h-pseudodifférentiel

On suit maintenant le livre de M.Dimassi et J.Sjostrand [6]. Comme dans la section
on veut associer & une observable classique a(x,£¢) € C>°(R??) un opérateur non borné sur
L?*(R%), ce procédé portant le nom de quantification. Comme on I'a dit, il y a plusieurs
fagons de faire. On va privilégier I'un des procédés, appelé quantification de Weyl, parce
qu’il associe un opérateur autoadjoint a tout symbole réel.
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2.2.1 Opérateurs de S dans &’

Définition 2.2.1 Soit a € S(R*) et ¢ € [0,1]. On note Opy, (a) l'opérateur défini sur
S(R?) par

(2.2.1) Opy, i(a)u(x, h) = (27r1h)d // ei(m_y)'"/ha(tx + (1 = t)y, n)u(y)dydn.

On peut voir facilement que Opy, ;(a)u € S(RY) lorsque u € S(R?). On a méme mieux :

Proposition 2.2.2 Soit a € S(R?*?). Pour tout t € [0,1], Opy,;(a) : S'(R?) — S(R?) est un
opérateur continu.

Preuve: 11 suffit de noter que Opy, ;(a)u(z, h) = (u(y), Ka(z,y, h)), avec K, donné par

1

Ka(xa Y h) = (27Th)d

/ei(xy)'”/ha(ta: + (1 —t)y,n)dn.
En écrivant K,(x,y,h) = a(tr + (1 —t)y,z —y), ot a(z,y) = (27Th)_d/2]:}:71]_>y(a(x,n)), on
voit que K, € S(R? x R?). Or pour ay, 31 € N4, z xo‘lﬁglKa(x, .) appartient & S(RY), et

’xalagl <u(y)7 Ka(xﬂ Y, h)>‘ = ’<u7 xalaglKa(xv )>‘

<C Z sup |y0‘2052$a1351Ka($;y)|,
sl B2|<N Y

pour un certain N € N et une constante C' > 0, ce qui prouve la proposition. O

Au passage on a établi le

Lemme 2.2.3 Soit T € S'(RY), f € S(R? x RY) et g : © + (T, f(x,.)). La fonction g
appartient & S(R?) et 'application f + g est continue de S(R??) dans S(R?).

On remarque maintenant que, toujours pour a € S(Rd X Rd) et pour u,v € S(Rd),

(2.2.2) (Opp, 1(a)u,v) = (u,Opy 1_4(a)v).

Lorsque a est a valeurs réelles en particulier, on voit que Opy,1/2(a) est un opérateur
symétrique.

Définition 2.2.4 Soit a € S(R? x R%). On appelle quantifié de Weyl de a, et on note
Op}, (a), ou plus simplement Op(a), I'opérateur Opy, 1 5(a) :

w 1 i(r—y)- T+
O (@utanh) = gy [ [ @V el myuty)dydn
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Remarque 2.2.5 Pour a = Rea + ilma & valeurs complexes, et u € S(RY), on a

Re(Opj) (a)u, u) = (Op}, (Rea)u,u), et Im(Op} (a)u,u) = (Opp (Ima)u, u).
On veut maintenant définir Opy, ;(a) pour un a le plus général possible.

Proposition 2.2.6 Soit a € S’'(R? x R?). Alors I'egalité défini un opérateur continu
de S(R?) dans S'(RY). Réciproquement, tout opérateur continu de S(R?) dans S'(R?) s’écrit
Opy, ¢(ar) pour un a; € S'(R? x R?), et ce pour tout t € [0,1].

Preuve: Pour a € S'(R% x R?), I'expression
(2.2.3) Ku(z,y,h) = @uh)~2F, 0 (a(tz + (1 = t)y.n))

définit un élément de S’(R??), et il s’agit de montrer que, pour u € S(R?), 2 — (K, (x,y, k), u(y))
définit un élément de S’(R?), ce qui est clair puisque

(Ka(z,y,h),u(y)), v(z)) = (Ka(z,y,h), v @ u(z,y)).
On prouve en méme temps la continuité.

Réciproquement, si A4 : S(R?) — S'(RY) est un opérateur continu, A envoie C5°(R%) dans
D'(R?). Le théoreme des noyaux de Schwartz dit qu’il existe K € D'(R%) tel que, pour
u,v € C§°(RY),

(Au,v) = (K,u ®v).

La continuité de A entraine que K € S’(R? x RY), et, compte tenu de (2.2.3), il suffit de
poser

ar(z,m) = (2mh)¥? / e WK (x4 (1 - t)y, o — ty)dy,

ce qui définit bien un élément de S'(R??). O

Exemple 2.2.7 Sia(z,§) = 3, <y ta(2){* un polynéme en § a coefficients C*°, Opy, ;(a)
est 'opérateur différentiel obtenu en remplacant & par hD, :

Opp,,1(a) = Z aa(z)(hDg),

la] <N

et I'on parle de quantification a droite pourt = 1. D’autre part Opy, o(a) = >4 <y (hDz)%aa (),
et I'on parle de quantification a gauche pour t = 0.
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Exemple 2.2.8 Soit a(z,£) = x - £. Pour u € S(R?) on a

d
Op(a)ulo) = (a3 [ 0+ (1= D
£

On trouve Opy,(a)u(x,h) = x - hDyu(x), Opyg(a)u(x,h) = hD, - zu(z) et Opy(a) =
%(x-th—{—th-x) :x-th—i%.

Exemple 2.2.9 Soit V € C®(R?) et p(z,£) = &2 + V(x). Pour u € S(RY) on a

Opn(pule. ) = gy [ [ A4 Vit (1= D)ty

= —h*Au(z) + V(z)u(x).

Dans ce cas, Opy, ;(p) ne dépend donc pas de t.

Exemple 2.2.10 On a vu que si x € C*(R?), et a(x,€) = x(z), Opy, 4(a) est I'opérateur de
muliplication par x. Si a(z,§) = x(§), Opy,.(a) est 'opérateur de convolution par Fit ) ¢
Opp 4 (@)ule, h) = F; ™ (x) * u(x).

Exemple 2.2.11 Observables linéaires.
Soit a € COO(]R%) une observable réelle et linéaire, i.e. que I’on peut écrire
(2.2.4) Uz, &) =a-z+a-& aveca,a € RL

On voit facilement que Opy, ;(¢) ne dépend pas de t, et donc que (S(RY), £(z,hD,)) est un
opérateur symétrique (c’est le quantifié de Weyl d’un symbole réel). 1l est méme essentiel-
lement autoadjoint. On peut aussi montrer que, pour t € R,

(225) eitOp(é)/h — Op(efitﬁ(m,ﬁ)/h)’

o1 le membre de gauche peut étre défini par le théoréme spectral. On peut aussi considérer
que et OO/ désigne la solution, unique dans C°(Ry, S(R?))NCY (R, L?(R%)), du probléme
de Cauchy
ihdyu(t) = Op(t)ut)
{ ’LL(O) =ug € S.

A partir de la formule (2.2.5)) par exemple, on peut montrer avec un peu de travail la

Proposition 2.2.12 Pour a,b € S(R??), on a
Opy,(a) o Opy, (b) = Opy(c),

45



ot ¢ € S(R??), qu’on note ¢ = a#b, est donné par

(2.2.6) c(x,&, h) = M7 P PEPe LI 2a (2, €)b(y, n)

ly=en=¢"

avec o(x,&y,n) =& -y —x-1.

De maniere plus explicite,
e/ho(Pe:DeiDuDn) 24 (3., €)b(y, n) =
1 -1 io(z' &y ') /2R A ol EINT (o o]
W}—Iu(aﬂ,&’,y’777’)—>(ac,y,£77)(eZ el )by ).

On a des formules similaires pour les quantifications avec ¢ # 1/2. Il est important de
remarquer que méme si a et b ne dépendent pas de h, a#b en dépend en général. Autrement
dit, si I'on veut avoir une classe d’opérateurs stable par composition, il faut nécessairement
considérer des observables qui dépendent de h.

2.2.2 Calcul symbolique

Définition 2.2.13 On dit qu’une fonction g € C>°(RP,R% ) est une fonction d’ordre lorsque,
pour tout o € NP 9%g(X) = O(g(X)).

Dans ce qui suit, on aura la plupart du temps X = (z,§) € R?¢, et on un utilisera essentiel-
lement des fonctions d’ordre de type g(z, &) = (£)"™ pour m € R, voire g(x, &) = ((x,§))™.

On vérifie facilement (formule de Leibniz) que si g1 et g2 sont des fonctions d’ordre, alors
g192 en est une, de méme que 1/g;.

Définition 2.2.14 Soit g une fonction d’ordre. On dit qu’une famille (ay) de fonctions
C>®(RP) appartient a Sp(g) lorsque pour tout o € NP il existe une constante C, > 0,
indépendante de h, telle que, pour tout h €]0, ho],

0% an(X)| < Cag(X)

Remarque 2.2.15 II est parfois utile de noter que a € Sp(g) est équivalent (grace a la
formule de Leibniz) a a/g € Sp(1).

Remarque 2.2.16 On peut aussi considérer I’ensemble Sp s5(g), avec 6 € [0,1/2], des fonc-
tions vérifiant

0% an(X)] < Cah™"1lg(X),

mais les résultats qui suivent (en particulier ceux concernant la composition des symboles)
sont plus difficiles a prouver dans ce cadre, et on n’en aura pas besoin.
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Les fontions de C5°(R”) sont des symbole dans Sp(1), et si V € Sy(1), p(z, &) = €2 + V()
appartient & Spy((£)?). Par contre un symbole ne peut pas étre trop oscillant quand h — 0,
ni trop croissant a l'infini : par exemple x +— e~ /2h ot 2+ €% ne sont pas des symboles
(pour aucun g).

Exemple 2.2.17 Soit (a;) une suite de fonctions C*°. En utilisant le Lemme de Borel, on
peut montrer qu’il existe aj, € S(g) telle que, pour tout N € N et tout o € NP, il existe
hn.o > 0 tel que, pour tout h €]0, hy o],

N

(2.2.7) 0% (an(X) = Y a;(X)W7) = BV O(9(X).
j=0

On note alors ap ~ 3~ a; (X)h.

Définition 2.2.18 On appelle symbole classique un élément de Sp(g) pour lequel il existe
une suite (a;) telle que ap ~ 3,5 a; (X)h. On note S%(g) I'ensemble des symboles clas-
siques.

On peut voir facilement que le produit de deux symboles a; € S(g1) et az € S(g2) est un
symbole de S(g1g2). Le produit de symboles classiques est aussi un symbole classique. Pour
ce qui concerne le quotient de symboles, on doit commencer par la

Définition 2.2.19 On dit qu’'un symbole ay, € Sp(g) est elliptique lorsqu’il existe hg > 0
et une constante C' > 0 indépendante de h, telle que, pour tout h €]0, hg,

an(X)] > Lg(X).

Dans le cas d’un symbole classique a ~ >0 ajhj , cette condition porte uniquement sur le
symbole principal ag. Cette définition se justifie par le résultat suivant, qui découle encore
de la formule de Leibniz.

Lemme 2.2.20 Sia € Sp(g) est elliptique, alors 1/a € Sp(g). De plus 1/a € S&(g) lorsque
a € S%(g).

On pense maintenant & la composition des opérateurs vue dans la Proposition [2.2.12

Proposition 2.2.21 Siai(z,£,h) € Sai(g1) et az(x, &, h) € Saq4(g2), alors a1#as défini par

(2.2.6) appartient & Soq(g192), et
hE i
al#a2($; 57 h) ~ Z 7(70—(D$7 Df? Dy: D"?))ka‘l(w7 E? h)ag(y, , h)‘yixqﬂzﬁ ’

k!'2
k>0
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Lorsque a; et ag sont des symboles classiques, I'expression ci-dessus peut-etre réordonnée
pour donner un développement asymptotique de ay#as. Plus précisément, si a(z,&,h) ~
Yoaj(z, N et b(x,ﬁ,h) ~ > bj(x,&)h? dans Sgil, et ¢ = a#b, alors ¢ € Sgil, et, notant
c(x,&,h) ~ > cj(x,&)h on a par exemple

]
(228) CO(xag) = aO(xvé)bO(xaf)a Cl(x7§) = apby + a1bp — 5{@0, bO}a
ou {a,b} désigne le crochet de Poisson de a et b :
{a, b} = 0¢a0,b — 0,a0:.

On remarque en particulier que a#b — b#a € hS24(g192), avec
h

(2.2.9) agtb — bita = {a,b} + h?S9a(g192)-

On termine par le

Lemme 2.2.22 Soit a € S%(g) un symbole elliptique. Il existe b € S%(1/g) tel que a#b =
1+ O(RN)Sp(g) pour tout N € N.

Preuve: On pose by = 1/ag € Sp(1/g). On a vu que a#by — 1 = ha; pour un a; € SE(1).
On cherche ensuite by € Sp(1) (indépendant de h) tel que a#(by + hby) — 1 € h2Sp(1),

ce qui revient a a#b; + a1 € hSp(1l), et l'on voit que by = _a;,o convient. En repétant

largument, on obtient par récurrence une suite (bj) avec b; € Sp(1/g) et telle que, pour
tout N € N,

N
a# (Y hb;) = W ey (h),
=0

avec ry(h) € Sp(1). Il reste & chosir b dans S$(1/g) tel que b ~ 2oi>0 hb;. O

2.2.3 Opérateurs h-pseudodifférentiels

Définition 2.2.23 On note ¥, (g) I'ensemble des opérateurs de la forme Op}' (ay), ot ap, €
C>(R?d) appartient & Say(g). On désigne les éléments de Wy (g) sous le nom d’opérateurs
h-pseudodifférentiels.

Remarque 2.2.24 Dans cette définition, le choix de la quantification de Weyl est sans
importance. On peut montrer en effet que pour tout t € [0, 1], il existe a;, € Sa2q(g) tel que
Opy, ¢(ar,n) = Opj (an). On obtient donc le méme ensemble d’opérateurs si I'on choisi une
autre quantification.
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Proposition 2.2.25 Si A € U,(g), alors A : S(R?) — S(R?) est un opérateur continu, de
méme que A : S'(RY) — S'(RY).

Le résultat qui suit est un peu pénible & démontrer, et on omet la preuve. C’est pourtant
la pierre angulaire du calcul pseudodifférentiel.

Proposition 2.2.26 Si A; = Op(al) S \I/h(gl) et Ay = Op(ag) S \Ifh(QQ), alors Aj o0 Ay €
‘I’h(glgg) et Ajo Ay = Op(al#ag).

Pour étre utilisables en mécanique quantique, les opérateurs h-pseudodifférentiels doivent
étre de bons opérateurs sur LQ(Rd). La proposition suivante est la variante semiclassique
du Théoreme de Calderon-Vaillancourt.

Proposition 2.2.27 Sia; € S(1), alors Op(a) € L(L?*(R%)). De plus il existe une constante
C > 0 indépendante de h telle que, pour tout h €]0, 1],

10p(a)ull 2 < Cllul| 2.

A partir de ce résultat et du théoréme de composition, on voit facilement que si p(z,§) =
€24V (x) appartient & Saq((€)?) (par exemple lorsque V' € Sy(1)), lopérateur de Schrédinger
P(z,hDz) = (hD)?>+V (x) est un opérateur borné de H?(R?) dans L?(R?). En effet, posant
q(,€) = (&) *p(@,&), on a g € Sz4(1) et

P = Op(p) = Op(q) Op((¢)*) + hR,
avec Op(q) et R € W,(1) continus de L? dans L? et Op((£)?) continu de H? dans L2.

En raisonnant de la méme maniére, on peut montrer (Exercice!) que le domaine de I'ex-
tension autoadjointe de 'oscillateur harmonique est

By = {u € H*(RY), V]a| <2, 2% € L?}.

Voici une autre application de ce qui précede. Si aj, € S%(g) est elliptique, on voit que
Op(a) Op(1/a) = 1+ hOp(ry), ot Op(ry) € V(1) est un opérateur borné sur L2(R%).
On peut faire beaucoup mieux : en utilisant le symbole b donné dans le Lemme [2.2.22
on obtient Op(a)Op(b) = 1+ R, avec ||R| zz2) = O(h). Autrement dit, on a trouvé un
presqu’inverse & droite pour Op(a) qui est aussi un opérateur h-pseudodifférentiel : on parle
de paramétrixe (a droite) pour Op(a). Bien sur on peut construire de la méme maniére une
paramétrixe & gauche, et on réalise que la différence entre les deux paramétrixes est O(h>°).
On peut alors trouver un inverse pour Op(a) en multipliant Op(b) par la série de Neumann

>k RF.
On termine par le résultat suivant, ou I'on observe que la transformation de FBI transporte

un opérateur h-pseudodifférentiel sur R% en un opérateur h-pseudodifférentiel explicite sur
R2¢. Cette proposition est & rapprocher du théoreme d’Egorov.
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Proposition 2.2.28 Soit p € Sy4(1). On a la relation

T 0 Opp(p) = Oppy(p) o 7,
ou p € Syq(1) est défini par

Pz, 2", &) = ple — &7, a27)

Preuve: On écrit la preuve pour t = 1/2 seulement, le cas de ¢t quelconque se traitant
exactement de la méme maniere. En écrivant avec des intégrales oscillantes, on a

0Py (7) (Tw)(z, €. h)
1 i(z—y)-r* i(E—m)-£* SU"‘ + % %
i [ et e Y S e Tulyn Wy dy do” de

~ (2rh 2 2 7
(
— (20“;;’)1% /ei(ry)-z*/hﬂ'(&n)-&*/hei(yZ)-n/h(yZ)z/th(x+y £, 2 u(z)dz dy dn da* de*
™
Qdh i(y—2=€")n/h gy Gile—y)a® [h &€ [ho—(y—2)/2h, (T TY s .
27rh2d// dn,e p( 5 & 2" u(z))dz dy dx
_ _Ydh /el(xy)-x*/h615-(y/2)/he(y 2)? /2hp( LR Vu(2)dz dy da*
(2mh)d 2

ol la derniere égalité vient de fei(y_z_f*)'"/hdn = (27Th)d55/:(y_z). On effectue le change-
ment de variable y — ¢ = x — y + 2z, et 'on obtient

Opy 1 (B)(Tu) (2, €, h)

_Qah [ iy —zyat /b ey )b~ (e—y)2/2h Y T2
(2rh) / ¢ ¢ c PC5—

= agp, / & @/~ @)% 2h Op (p)u(y/, h)dy',

2 )u(2)dz dy’ da*

et 'on reconnait sur cette derniere expression 7 (Op(p)u)(z, &, h). O

2.3 Estimations microlocales a poids exponentiels

2.3.1 Enoncé et preuve

Dans cette section on démontre un résultat d’André Martinez, qui s’avere étre un outil tres
efficace dans les sections suivantes. Sur le plan historique, on trouve un énoncé assez proche
dans [10], ou les auteurs font aussi référence & un Lemme de Cordoba-Fefferman. On suit
la preuve proposée dans le livre [20], qui est due principalement & S. Nakamura.

On énonce d’abord le résultat principal :
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Proposition 2.3.1 Soit p € Sa4(1), une fonction (indépendante de h) qui s’étend holomor-
phiquement dans la bande B = {(z,¢) € C*,|Imz| < a,|Im¢&| < b} pour certains a,b > 0.
On suppose de plus que 8;“513(96,5) =0(1) dans B.

Soit aussi ¢ € Sz4(1) une fonction a valeurs réelles, telle que sup(, ¢ [0x9(z,§)| < b et
SUDP(g,¢) ‘aﬁw(%f)’ <a.

Alors, pour toute fonction f € Sgq(1), il existe hg > 0, un symbole q € ngi(l) et un
opérateur R(h) € L(L*(R??)) tels que

L. Q(xa§7 h) ~ ZjZO q](.%',g)hj, avec

2. IR g(z2reay = O(h),
3. Pour tous u,v € L*(R%),

(2.3.1) (fe?MT OpY (p)u, /" Tv) = ((q(x, &, h) + R(h))e? " Tu, /" Tv).

On découpe la preuve de la proposition en deux lemmes.

Lemme 2.3.2 Soit Q = Op(q) € ¥¢,, (1) avec q ~ 250 qjh?, et ¢ € Saq(1) une fonction
& valeurs réelles. Il existe § € Saq(1) et R(h) € L(L*(R?)), de norme O(h*) tels que, pour
tout u,v € L?(R%),

(Qe¥/"Tu, /" Ty = ((G(x, &, h) + R(R))e*/"Tu, e?/MTv),

avec (j(l‘,ﬁ, h) ~ Z]ZO QJhJ € S?d(l)y et QO(xug) = QO(:C7§7€ - 851#(33,5),8:01#)

Preuve: On note r(x,&,2%,&") = qo(x,§,2%,£%) — qo(x, &, & — Ocp (2, ), 0:90(x,§)), et 'on
a (Taylor a l'ordre 1) :

7'1(1:757*73*75*) = (10(5575@*,5*) - QO(x7§7€ - 851/}(3375)76*)
+QO(=T7£7£ - 851%7675)75*) - QO(xvgag - (951/1(3775)7 aﬂ/’(ﬂ?vf))
= (SC* &+ 851/1(957@)]‘71(9575737*75*) + (5* - 8x¢(377§))k2(3375795*a§*)7

avec
1
k1($;§7x*7€*) = A 8x*QO($,§7$* + 8(6 + 8§¢($)£) - x*),f*)ds,
1
kQ(l’,g,x*,f*) = A 8&*(]0(1:7575_‘_ 85¢($,§),§* + S(am%b(m,f) - 5*))d8

51



On voit d’ailleurs que ki,k2 € Siq(1). On pose ensuite F' = Op(z* — § — O¢p(x,§)) =
hDy—&—0ev), G = Op(£* — 0 (x,€)) = hDe — 010 (x,§) et K; = Op(k;), ot 'on quantifie
des symboles dans Sy(24)(1). Le calcul symbolique permet alors d’écrire

1 1
Op(Tl) = i(FKl =+ KlF) + E(GKQ + KQF) + hOp(’I“Q),

avec 12 € S44(1). D’autre écritures sont possibles, mais on va voir l'intérét de cette version
symétrique. Un calcul rapide, utilisant (2.1.5)), donne

F(e¥"Tu) = iG(e¥/"Tu),
et, puisque F' et G sont autoadjoints,
(FEe¥"Tu, e¥/M"T0) = (K1e¥/"Tu, FeV/"Tv) = (—iGK /" u, e¥/"To).
On trouve donc

%((FKl + K1 F)eV"Tu, V") = —([K1, Gle¥/ " Tu, e¥/"Tv),

7
2
et de la méme maniere

%<(GK2 + Ko F)e¥/"Tu, e/ v) = %<[F; KoleV " Tu, e/ v).

En utilisant encore une fois le calcul symbolique, en particulier (2.2.9), on obtient
<Op(’l“1)e'¢’/h'fu7 e"/’/hTU> — h(Op(q')e”b/hTu, €¢/hTU>

Il est important de noter que ¢’ € Syq(1) : par exemple le symbole du commutateur [F, K|
est borné, méme si le symbole de F' = Op(z* — & — 0z (x, §)) est en z*. Cela provient de la
Proposition 2.2.21] notant que ce symbole est toujours dérivé dans I'expression du symbole
de [F, KQ] .

On peut encore écrire
(Qe?MTu, /"I v) = (Goe¥/ " Tu, /" Tv) + h(Op(¢")e? " Tu, e/ M Tv),

ou ¢” s’obtient en ajoutant ¢’ et ¢, et 'on peut appliquer la méme procédure a ¢'. On
construit ainsi par récurrence une suite (G;) de symboles dans Sa4(1) tels que, pour tout
N € N, il existe ry € Syq(1) tel que

N-1
(Qe¥"Tu, e/ Tow) = <Z W g;e?M"Tu, /M Tv) + O(hY) Op(ry).
=0

On peut alors trouver ¢ € Sya(1) tel que ¢ ~ 3,5 h;, et l'on pose R = Q — §. Pour
@, € Im(e¥/"T), on a

(Ra,v) = O(h>),
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et il suffit de prendre R = H,Z,RHQJ,, ou Il est le projecteur orthogonal sur le sous-espace
fermé Tm(e¥/MT). O

Maintenant on réécrit le membre de gauche de I’égalité (2.3.1)). La Proposition [2.2.28 donne
fe*"T 0 Op(p) = fe?/" Op(p(x — £, a%)) o T = [fe*/" Op(p(z — &*,2%))e ¥/ M)e?/" 0 T,

et 'on est ramené & montrer le

Lemme 2.3.3 Sip, et f vérifient les hypothéses de la Proposition[2.31], alors I'opérateur
Q = fe¥/"Op(p(x — €, 2%))e /" appartient & \I/Zldh(l) et notant q ~ ijo qjh’ son
symbole, on a

o, &, 2", &) = f(@,§)ple — & — iy, 2" +i0,1))).

Preuve: Pour v € C°(R*) et v € R, on a
e Op(p(a — €, a"))e” " Mo, §) =

1 N k(e _ T4y
b il(z—y)-a* +(E—n) € v (@ &)~y /by L TY  ox s 5 e
DL //e p(—5— =& a")vly,n)dy dn dz™ dg”.

On écrit, comme plus haut,

¢(l‘,£) - w(yﬂ?) = (.Z' - y)wl(x7§)yan) + (5 - 77)7#2(%5,%77)7

ou 91,19 € Syq(1) sont des symboles a valeurs réelles, et 'on change de variables en posant

=" + Vw1($>§ayv77)v g* = 5* + V¢2(.’L’,§,y,77)-
On obtient

"V Op(p(a — & %)) Mo(e, €) =

G // e E e hy EIY g v yo(y, n)dy dn da® de.
(2mh)2d 2 ’ ’

Puisque |11 < sup|0¢y)| et [1ho| < sup|0ze|, I'application qui a v associe le membre de
droite de cette égalité s’étend en une fonction holomorphe dans un voisinage de |v| < 1
dans C (méme s’il s’agit d’une intégrale oscillante). Le membre de gauche s’etend aussi en
une fonction holomorphe de v, et puisque les deux fonctions coincident sur le réel, elles sont
égales en particulier en ¥ = —i. On a donc

/" Op(p(x — €, 2%))e ¥/ v(z,€)

1 i[(w—y)-F +(E—n)-&* T+ Se o ax . ow
_W//e[( Y)-E* (€ n)f}/hp(Ty_E _ZwQ,I' +“/11)U(y,77)dy d77 da dé,

= (22)% / / ! XYIE (XY, E)u(Y)dY dE,
T
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avec X = (2,€), Y = (y,n), E = (2%,&*) et a(X,Y,E) = p(FY — & — itg, 7 +ithy) €
S324) (1)

On a donc a faire a un opérateur pseudodifférentiel d’un type un peu différent (et qu’on a
soigneusement évité jusqu’a présent) : son amplitude dépend de trois variables. De maniere
générale, un tel opérateur peut toujours se ramener a un opérateur h-pseudodifférentiel :
on a

W [ e Etax, vz avds = ope(x)

ot b € Sy(24)(1) est donné par I'intégrale oscillante

b(X,E) = ® h2d // UE-2)0/hg(X +©/2,X — ©/2,2)d=dO.
T
On a méme, dans Sy(a4(1),
_ _p)lalplal _
(X, E)~ Y (il)aa'aga@a(x +0/2,X —0/2,8)
a€N2d )

le=o"

Lorsque a ne dépend pas de h en particulier, on voit que b est un symbole classique de
symbole principal

bo(X,E) = a(X, X, E),
ce qui, dans le cas qui nous occupe, donne bien e?/? Op(p(z — £*, 2*))e~¥/" = Op(q) avec

qO(mafvx*af*) :p(x - é* _in(mafvxaé)vi‘* +i¢1(w7§7$;§) - p(CU - g* - Za£¢a$ +Za$w))7

ce qui termine la preuve du lemme, et aussi celle de la proposition. O

2.3.2 Quelques applications

Le résultat que 'on vient de prouver sert souvent sous la forme suivante :

Corollaire 2.3.4 Sous les hypothéses de la Proposition et pour u € L*>(R%) on a
I £/ T Op(p)ull® = || f(x, )p(x — Datp — i0eth, & +i0a1p — Detp) e/ T wil|* + O(R) || €/ T u|*.

Preuve: Comme dans le Lemme on note Q = fe¥/" Op(p(x — £, 2%))e¥/", et on
écrit

| £e¥/"T Op(p)ul|? = (Qe¥/"Tu, Qe¥/" Tu) = (Q*Qe¥ " Tu, e¥/MT ).
Grace au calcul symbolique, on a Q*Q = Op(|qo|?) + R(h), ot R(h) est un opérateur borné
sur L? de norme O(1) grace au théoreéme de Calderon-Vaillancourt, et qo(z,£) est donné,
comme dans la preuve de la Proposition [2.3.1] par

QO(xvg) = p(:z: - g* - ’L@g?f), 4 iaﬂb))\z*:gfagw,g*:azw'

o4



Inégalité de Garding précisée

Dans le cas ot ¢ = 0, on peut voir en examinant la preuve du Lemme que 'hypothese
d’analyticité sur p n’est pas nécessaire. Dans ce cas, la Proposition [2.3.1| s’écrit, pour u,v €

L2,
(2.3.2) (Op(p)u,v) = (T Op(p)u, Tv) = (p(x, &, h) + R(h))Tu, Tv)

avec p ~ 350 Bl € S54(1), o = p, et | R(h)|| g2y = O(h).

En particulier on obtient la célebre inégalité de Garding précisée (sharp Garding), qui dit
qu'un opérateur de symbole positif ne peut pas étre tres négatif :

Proposition 2.3.5 Soit p € S94q((£)™), indépendant de h, tel que p(x,§) > Cy(§)™ pour
tout (z,€) € R24. Alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout u € Hm/z(Rd),
on a

(Op(p)u, u) > (Co — Ch)|[u||?)2-

Preuve: Soit u € H™?(R%) et v = Op((£)"/?)u € L*(RY). Soit aussi ¢ = (£)"™(p — Cp) €

S24(1) (on peut toujours supposer m > 0 sinon on fait la méme preuve avec m = 0, ce qui

est encore plus simple). On applique I'inégalité (2.3.2)) & Op(q) et v. On obtient
(Op(q)v,v) = (Go(z,&)Tv,Tv) + h(Op(r)Tv,Tv) + (R(h)Tv,Tv)

avec r € Soq(1) et go(z,€) = (§) "™ (p(z,£)—Cop) > 0. On a donc, pour une certaine constante
C >0,

(2.3.3) (Op(g)v,v) = ~Chl|vl[j2 = ~Chllul};)2-
Or par le calcul symbolique on a
Op(q) = Op((£)™™/*) Op(p — Co) Op((£)™/?) + h¥a(1),
donc, par Calderon-Vaillancourt,
(Op(q)v,v) = (Op(p — Co) OP((€)~™/?)v, Op((€) ™/*)v) + O(h)||v][72,

ou encore, toujours par le calcul symbolique et Calderon-Vaillancourt,

(2.34) (Op(q)v,v) = (Op(p — Co)u, u) + O(h)|[ullm/z-
Le résultat découle directement de (2.3.3)) et ([2.3.4)). O
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Inégalités d’Agmon

On termine cette premiere liste d’applications par un résultat mentionné dans ’Introduc-
tion : les inégalités d’Agmon. Ces inégalités peuvent étre obtenues directement, c’est-a-dire
de maniere bien plus simple que ce que ’on va faire ici, dans le cas de I'opérateur de Schrodin-
ger (cf. par exemple [6], [I1]). L’intérét de ’approche proposée maintenant est qu’elle met
bien en évidence la propriété essentielle : I’analyticité du symbole par rapport a la variable

€.

Soit p € Saq((£)™) disons indépendant de h pour simplifier (ce qui suit marche encore pour
p = po + €(h)p1 comme dans la section suivante). On suppose que p (et donc ¢) s’entend
en une fonction holomorphe, cette fois seulement par rapport a £ dans |[Im¢| < a. Si ¢ est
une fonction C* (Rd) bornée ainsi que toutes ses dérivées, on peut considérer ¢ comme un
élément de Syq(1). Si de plus |V¢(z)| < a, on peut appliquer ce qui précede. En particulier
en raisonnant comme dans la preuve du Lemme on voit que ed’/ h Op( Je —o/h Op(p¢)

avec pg € S54((6)™) et poo(x,€) = pla, € + Nfb(fﬂ)) On utilise pour ¢ = (£)"py €
Soq(1) : pour v € L2(R?), on a

(2.3.5) (Op(g)v,v) = (Go(, )T v, Tv) + O(h)|[v|%,
avec Go(z,€) = (§) "p(z, £ +iVo(x)).

On peut écrire le résultat correspondant pour p € So4((£)™) grace au calcul symbolique :
notant A = Op((£)*™/2), on remarque que
Op(q) =A_ Op(p¢)A_ +hA_R{A_ Ry € \I/d(l),
ArA_ =1+ hRe, Ry € Vy(1),
Ay, e?M = he?/"RyA,, Ry € Wy(1).
Soit donc u € H™/?(RY), et e?/hu = A_v, avec v € L*(R?). On a
(Op(q)v, v) (A= Op(pg)A—v,v) + O(h)]||v]*
{Op(pg)A—v, A_v) + O(h)]|v]?
(Op(ps)e®"u, e?/"u) + O(h)|| Ay e ul?
(e?/" Op(p)u, e?/Mu) + O(h) || Ay e ul?

On a donc montré que
(23.6)  (e?/"Op(p)u, e®Mu) = (Go(x, )T Aye?Mu, TA M u) + O(h) | Aye® ul?,
avec qo(z,€) = (§)"p(x, £ +iVe(x)).

On veut réécrire le premier terme du membre de droite de 1’égalité ci-dessus, en utilisant
lestimation de Martinez. Le petit probleme est que A = Op((£)™/2) n’est pas un opérateur
a symbole borné, et la Proposition [2.3.1] ne s’applique pas directement. Cependant, on peut
reprendre sa preuve et montrer le
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Lemme 2.3.6 Soit f € Syy(1) et Ay = Op((€)™/?). Pour tous wy,ws € H™?(R?) on a
TAywn, TA ws) = ( (€)™ FTwn, Tws) + h{RTA ywy, TA ws)

ot R est un opérateur borné sur L?(R??).

Preuve: En utilisant la Proposition [2.2.28 et le calcul h-pseudodifférentiel on obtient

(fTA w1, TA ws) FOp((z*)™?)Twy, Op({x*)™/?) Tws)

Op((z*)™2) f Op({z*)™*) Twy, Tws)

Op(f{z*)™) + h Op({z*)™?) Ry Op(z*)™?)) Twy, Tws)
(f

)
Op(f(z*)™)Tw1, Twz) + h{RiTAywy, TAjws),
)

ot Ry est un opérateur borné sur L?(R??). Enfin on montre comme dans le Lemme
que

_ *
*

o~ o~~~

X
X

(Op(f (@)™ = f(&)™) Twi, Twa) = h Op((x*)™*) Ry Op((x*)™/*)) Twi, Twn),
pour un opérateur Ry borné sur L?(R??), ce qui termine la preuve du lemme. O
Compte tenu de ce lemme, ’équation ([2.3.6) donne notre résultat principal :

(23.7) (/" Op(p)u, /M) = (p(, € + V()T e/, Te?Mu) + O()||A s e/l 2.

Dans le cas de l'opérateur de Schrodinger Op(p) avec p = €2 + V(z) — E, ot 'on suppose
V € S4(1) et E € R, on obtient ainsi, pour u € H'(R?),

Re(e?/" Op(p)u, e®/Mu) > (€2 — Vo> + V(z) — B)T /", Te?/Mu) — Chlle?Mul%,
> ((V(z) — E — [Vo2)Te?hu, Te?'Mu) — Chlje? )%,
(2.3.8) > /(v — |Vo(2)|? = B)e?"ul?dx — Chlje®Mul|%: .

On on a encore utilisé (2.3.2) : si g est une fonction de x seul, Op(g) est 'opérateur de
multiplication par g(z) et

(gw,w) = (T Op(g)w, Tw) = {g(x)Tw, Tw) + O(h)|w|f3.

L’inégalité est une version un peu affaiblie de I'inégalité d’Agmon (un calcul direct
montre que, dans le cas de Schrodinger, il n’y a pas de reste), mais qui suffit pour les
applications habituelles de ce résultat. En particulier on voit que si 'on peut trouver une
fonction ¢ qui vérifie [V¢|? < V(x) — E — € sur son support, alors toute solution u = uy, de
I'équation —h?Au + V(z)u = Eu avec |lu| < 1 vérifie

le?/u]| 2 = O(1),
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uniformément quand h — 0.

En dimension 1 par exemple, le meilleur choix pour ¢ consiste a prendre, pour un § > 0
petit,

o) = (1-0) [ (V@) - £

et I’on voit que les fonctions propres sont exponentiellement petites en dehors de la zone clas-
siquement permise ou V' (x) < E. Ceci se généralise en dimension supérieure, en choisissant
pour ¢(z) = (1—9)pr(x), ou ¢pp(z) la distance d’Agmon entre z et la région classiquement
permise Qp = {z € Q,V(z) < E}, c’est a dire

¢p(r) =inf{dp(z,vy),y € Qr}, dp(z,y) (1an )/V 1/2dz
06 a:y

ot C(x,y) désigne I'ensemble des chemins C! par morceaux entre z et y.

2.4 Microsupport des solutions d’EDP

Dans toute cette section, on considére un opérateur h-pseudodifférentiel Op(p), ou p €
S2a({(§)™), de la forme p = po + e(h)p1, avec po,p1 € S2a({§)™), po indépendant de h,
et €(h) — 0 quand h — 0. On suppose aussi que p s’etend en une fonction holomorphe
dans Q, = {(z,£) € C? |Imz| < a,|Im¢| < a}. On souhaite pouvoir localiser & priori le
microsupport des solutions de I’équation Pu = 0.

2.4.1 Ensemble caractéristique

Définition 2.4.1 On appelle ensemble caractéristique de P = Op(p), et on note Car P
Pensemble py *(0).

La notation anglaise pour I’ensemble caractéristique est Char(P) (on se demande bien pour-
quoi. . .).

Proposition 2.4.2 Soit u = (u) € L? avec ||lu| < 1. Si Pu =0 alors M S(u) C Car(P).

Preuve: Comme on l'a déja fait, on se rameéne au cas de p € Syq(1) quitte & composer
Opy (p) par Opy’((£)~™). Supposons que (zg,&p) ¢ Car P. Il existe un voisinage complexe
V de (x0,&p) et une constante Cy > 0 tels que

(2.4.1) W(@,€) € CV, |p(a,€)] >~
Co
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Soit alors 1 € Cg°(V N R2%) une fonction & valeurs réelles, telle que ¢ = § > 0 au voisinage
de (g, &) et V1) est suffisamment petit pour que

(x —20.9(x,&),& + 210, (x,€)) €V
deés que (z,£) € VNR2. Le Corollaire donne alors
0 = |e""T Pull? = ||p(z — 20:4(x,€), € + 204 (2, €))e?/" Tl + O(h)||e?/" Tul,
puis avec (Z1),
1
EOHBW}LT“H%Q(WRW) < Ch(Heth“”%?(mR?d) + HethUH%Q(VcnRW))'

En absorbant le premier terme du membre de droite par le membre de gauche, on obtient
finalement

1T wl L2 prgeay < Cre™ /™| Tul,

ce qui montre que 7u est exponentiellement petite dans un voisinage de (xg,&p), i.e.

(w0, 80) & MS(u). O

Dans ce résultat, on voit poindre le principe de correspondance entre mécanique quantique
et mécanique classique. Supposons que p(z,£) = €2 + V(z) soit I'observable énergie comme
dans I'Introduction. Si u est une fonction propre de 'opérateur de Schrédinger Op(p) pour
I’énergie F, i.e. Pu = FEu, on vient de voir que u est microlocalement supportée dans la
surface d’énergie p~!(F). On peut d’ailleurs montrer que cela entraine que u est expo-
nentiellement petite en dehors de la région classiquement permise V(x) < E (cf. aussi les
inégalités d’Agmon).

2.4.2 Le théoreme de propagation

Soit p = po+€(h)p1, avec po, p1 € S24((&)™), po indépendant de h et €(h) — 0 quand h — 0.
On suppose que p s’etend en une fonction holomorphe dans Q, = {(z,¢) € C??, |Imz| <
a,| Im¢&| < a}, et que pp est & valeurs réelles sur le réel.

On rappelle d’abord quelques notions de mécanique classique (cf. aussi I'Introduction). A
une fonction p € C°>°(R??), on associe son champ hamiltonien H, : c’est le champ de vecteurs
sur R?¢ défini par

Hy(z,8) = 0ep(x,£)0r — Ozp(x, &) 0.

On note alors (x(t),&(t)) = exp(tHp)(xo, o) la courbe intégrale de H,, issue du point (z, &).
C’est la solution du systeme d’équations différentielles

{ a'(t) = Ogp(x(t), (1))
§'(t) = —0up(x(1),£(¢))
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avec z(0) = z0,&(0) = . Bien stir cette courbe, dont I'existence est assurée par le théoreme
de Cauchy-Lipschitz, n’est en général pas définie pour tout ¢ € R mais sur un intervalle
|—T., T*[ contenant 0. Un point remarquable est que p est constant sur les courbes intégrales
de H) :

Orp(exp(tHp)(wo, &0)) = dp(exp(tHy) (20, 80)) - Hy(exp(tHp)(zo, o)) = 0.

En particulier si (zg, &) appartient a Car(Op(p)), la courbe intégrale issue de (xo,&p) ap-
partient aussi a Car(Op(p)). De telles courbes sont appelées bicaractéristiques nulles de
Op(p), et la proposition suivante montre que si Pu = 0, M S(u) est une réunion de telles
bicaractéristiques.

Proposition 2.4.3 Soit u € L?(R?) une solution de I’équation Pu = 0, telle que ||u|| ;2 < 1.
Soit aussi (wg, &) € R?*® et T, < 0 < T* € R tels que t — exptH,,(wo, &) est bien définie
sur |Ty, T*[. On a les équivalences

(x0,&0) € MS(u) & Vt €T, T*[,exp tHp, (z0, &) € M S(u)
& 3t €], T*[, exp tHpy (z0,&0) € MS(u).

Preuve: Soit (z9,&) € R?¢. Compte tenu du fait que MS(u) C Car P, on peut d’abord
supposer que po(xg,&) = 0. On commence par se ramener au cas ou p € Soq(1) en tra-
vaillant avec p = (§) ™p. On peut en effet vérifier que la bicaractéristique de Hj issue de
(x0,&o) coincide a reparamétrisation pres avec la bicaractéristique de H, issue de (z, &p).
Dorénavant donc, p € Soq(1).

On va montrer que si (xg,&) ¢ MS(u), alors (x(t),£(t)) ¢ MS(u) pour tout t. Supposons
au contraire que l'ensemble des ¢ > 0 tels que (z(t),&(t)) € MS(u) ne soit pas vide, et
notons 7' la borne inférieure de cet ensemble. D’abord T" # 0 car, MS(u) étant fermé,
(x(T),¢(T)) € MS(u). On a 9, ¢po(z0,80) # 0, puisque sinon, pour tout t € R, on a
(z(t),&(t)) = (w0, &) - Il existe donc un voisinage U de (x7,&r) et un C*°-difféomorphisme
défini sur U qui transforme (z7,&7) en B = (T,0), et le champ de vecteur H, en 0,
(c’est le théoréeme du redressement des champ de vecteurs). Du coup, la courbe intégrale
issue de (xr,&r) est transformée en un segment inclus dans la droite x; = 0. On choisit
0 < s < T avec T —s > 0 assez petit pour que (z(s),&(s)) € U, et exp(sHy)(zr, &) devient
le point A = (s,0) € R x R2?~1, Pour simplifier les notations, on va suppose que A = (0,0)
et B = (1,0), et on travaille dans ce systéme de coordonnées. Par définition de T, on a
A ¢ MS(u), et on va montrer que cela entraine B ¢ MS(u) d’ou une contradiction.

Soit w1 C wy C ws trois voisinages de 0 dans R?4~1 et x € C3°(R?4~1) telle que
1. x =2 sur wy,
2. x <1 surws\ ws,
3. x =0 sur (w3)°.
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Soit aussi ¢ € C>°(R>¥) une fonction telle que Hp(¢)) = —ay, pour un « > 0 & choisir.
Dans les coordonnées (t,y), cette équation n’est autre que 9y (t,y) = —ax(y), et on peut
prendre

Y(t,y) = x(y)(1 — at).

Soit enfin 0 < a1 < az < a3 trois réels assez petits, et ¢ € C3°(] — az, 1 + az]) avec
Li_ay,14a0) = ¢ < 1. on pose

U(t,y) = o()(t,y).
Pour j = 1,2,3, on note G; = [—a;, aj] Xwj, Dj = [1 —aj,1+a;] et T; = [—aj, 1+ a;] X wj,
et on suppose que a3 et ws sont choisis suffisamment petits de sorte que V' contienne Gs.
On choisit 0 < o < 1/(1 4 as) de sorte que ¥ (t,y) > 0, et 'on voit que

0 dans (73)¢,

Hp(¥)(t,y) = { —ax(y) dans [—ag, 1+ as] X ws.

En particulier Hy,(¢) = —2a dans T4, et Hp(vp) > —a dans T3 \ Tb.

On utilise alors 'estimation microlocale & poids exponentiels sous la forme suivante
Lemme 2.4.4 Soit p € Sy4(1) comme ci-dessus et 1) € So4(1) une fonction a valeurs réelles.
On a, pour tout § € R assez petit, et u € L*(R%)

1™/ T Op(p)ullza > 6%/ Hyy (¥)Tull72 — C(h + e(h) + 67)||e”/ " Tul| 1.

Preuve: D’apres le Corollaire on a
1e”/"T Op(p)ull® = ||p(x — 200.1), & + 2i00.4)) ™M Tul|* + O ()| M T u|?.
Or
p(a—200, f,£+2i00. )™/ = po(x, £)—200,po(x, £)D:9p+2i00ep(x, £) 0.1+ (e(h)+60%) S2a(1),
ce qui donne en particulier
I p(z — 2001, € + 2i00,1))e?/" = OH, (1) (x, &) + (e(h) + 62)Sa4(1).

On obtient alors le lemme par application de l'inégalité triangulaire et du Théoreme de
Calderon-Vaillancourt. O

Ici on a par hypothese Pu = 0, donc

h
(242) [y () Tty < OO+ )l Tl ey
ou encore (cf. Figure 2.1)), pour tout h €]0, hg],

(24.3) [€® T ull 2z < 1" Tull 2y < Cle®/ M Tull aqgan gy,
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I-a 1

D
1
T
3
Fi1G. 2.1 — Preuve du lemme : notations
pour 6 > 0 assez petit, puisque Hp est borné.
On ne garde que
(2.4.4) €%/ Hy ()Tl 2y < Clle® /M Tl gy

Sur Dyonal+4a; >t>1—ajetx=2,donc f(t,y) > 2(1—a(l+a1)) = d1, et estimation
ci-dessus donne :

(2.4.5) M| Tul| 2,y < Cle™ M Tull 2y + 1T ull p2geay 1y

Enfin on découpe T3\ T; en trois régions. Pour ¢ < aj, f peut étre proche de 2, mais on est
dans V', donc

H1t<a1€9¢/hTUHL2(T3\T2) < Ce(G(QJraal)—(S)/h < 06(3975)/@

D’autre part pour a1 <t < 1+ az et toujours dans T3 \ T, 0f(t,y) = 06(t)x(y)(1 —aa;) <
0(1 — aay) = 002, donc

”1(11<t<1+CL260¢/hTu|’L2(T3\T2) < 6962/hHTUHL2(T3\Tg)
Enfin pour ¢t > 1+ ag, on a f(t,y) < 2(1 — a(l + ag)) = d3, et

1es1—a, €™M Tul| 20 1) < €| Tull 201
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Finalement on a donc

(2.4.6)
||TU||L2(D1) < C/e_%l/h (6(30—5)/h + (6052/h + 6953)/h)||TU||L2(T3\T2) + ||Tu||L2(R2d\T3)) s

et il reste & choisir 6 < 6/3, puis 0 < a < 1/(1 4 a3) de sorte que max(dz,d3) < d;. Or on a
toujours d3 < 41, et il suffit de prendre

I<a<

2+ a1

pour avoir 1 > d2. On a donc montrer que 7 u est exponentiellement petit dans un voisinage
de B = (1,0) ce qui est absurde.

On démontre exactement de la méme maniere que I’ensemble des t < 0 tels que (z(t),&(t)) €
MS(u) est vide, et donc finalement l'implication

3t €T, T*[, (z(t),&(t)) € MS(u) = (z0,&) € MS(u),
et méme

3t €T, T, (x(t), £(t)) € MS(u) = V¢ €]Ty, T, (z(t), £(t)) € MS(u).
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Chapitre 3

Résonances quantiques

3.1 Plusieurs définitions

3.1.1 Dilatation analytique

Comme dans I'Introduction, on définit les résonances de I'opérateur de Schrodinger P =
—h?A +V sur L?(R%), d quelconque cette fois, & 1’aide des dilatations analytiques. Cette
défintion est due a Aguilar et J.-M. Combes [I]. Son inconvénient principal est qu’elle
nécessite une hypothese forte sur le potentiel V', qui n’est pas toujours remplie dans les cas
physiques. On verra plus loin la méthode des distortions analytiques (B. Simon puis W.
Hunziker [16]) qui permet définir les résonances sous des hypotheéses plus générales et plus
satisfaisantes. Dans cette section, le parametre h ne joue aucun role, et il se peut méme
qu’on I'oublie.

Pour y € R, on note Uy, : L?(RY) — L2(R?) I'opérateur défini par U,¢(x) = e¥/2¢(zel)
pour ¢ € C§° (RY) par exemple. Le choix du préfacteur fait de U,, un opérateur unitaire avec
U;l = U, = U_,. On note que

(3.1.1) U, PU; = e (=h*A) + V (ze?).

On veut étendre 'expression ci-dessus a p complexe, tout en controlant le spectre essentiel
de 'opérateur obtenu. On introduit la classe correspondante de potentiels V' :

Définition 3.1.1 Soit V une fonction sur R%. On dit que V est dilatable analytiquement
lorsque la famille d’opérateurs (V (ze”)(—h? A+1)"1) ,er s'etend en une famille d’opérateurs
compacts sur L? (Rd), analytique par rapport a p dans un voisinage complexe de 0.

Rappelons qu'une famille (Q,,) d’opérateurs bornés est analytique par rapport a p lorsqu’il
existe une suite (Q);) d’opérateurs bornés telle que Q, = ijo Qj1’, ou la série entiere
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Zj>0 1Q; |7 a un rayon de convergence non-nul. En utilisant les inégalités de Cauchy et le
théoreme de Riesz, on peut voir qu’il est équivalent de dire que, pour tout u, v, 'application
de C dans C, définie par p +— (Q,u,v), est analytique.

Comme en dimension 1, la classe principale de potentiels qui sont dilatables analytiquement
consiste en les fonctions V € C*(R?) qui s’étendent en une fonction holomorphe dans un
secteur

Qg, = {z € C¥|Imz| < tanfy(Rex)},

et telles que
V(z) — 0 quand |z| — 400 dans Qp,.

Le fait qu’un tel potentiel soit dilatable découle directement du Lemme

Pour un potentiel analytiquement dilatable, on écrit (3.1.1]) sous la forme
U, PUS = e 24 (=h*A) + [V (we!) (—h*A 4+ 1)1 (=h*A + 1),

ce qui définit pour p complexe assez petit un opérateur non-borné sur L*(R%), de domaine
H?(R%). On note Py I'opérateur obtenu pour u = if avec § € R* assez petit, et on a
immédiatement par le Théoreme de Weyl (Proposition (1.4.34))

Oess(Pp) = e*Zieaess(—hQA + eQigV(xeig)) = e*2i90635(—h2A) = e 20RT,
On peut maintenant définir les résonances de P :

Définition 3.1.2 Soit V' un potentiel analytiquement dilatable dans || < 0. Pour 0 < 6 <
6(5) on note T'(6) le spectre discret de Py dans le secteur Sy = (0,RT, e 2R*) du plan
complexe. L’ensemble I' des résonances de P est alors

r= J rs.

0<0<0

Bien qu’elle soit particulierement simple, cette définition est peu satisfaisante dans la mesure
ol elle ne donne pas de renseignement sur la nature de de ’ensemble des résonances. On va
voir en particulier qu’il s’agit d’un ensemble discret.

3.1.2 Prolongement méromorphe la résolvante

On s’intéresse maintenant 3 la résolvante de 'opérateur de Schrédinger P = —h?A 4 V ol
V est analytiquement dilatable, et supposé réel sur le réel, de sorte que (H?(R%), P) est
un opérateur autoadjoint sur L2(R?%). Pour z € C \ R, la résolvante R(z) = (P — z)~! est
bien définie comme opérateur borné de L%(R?) dans H?(R?), et z — R(z) est une fonction
analytique dans C* = {z € C;Im 2 > 0}. On va montrer que, sous I’hypotheése que V est
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analytiquement dilatable, on peut prolonger cette fonction en une fonction méromorphe
dans un domaine plus grand, dont I’ensemble des poles sera précisément I'.

Pour i € R assez petit, puisque U, est unitaire, on remarque que pour z € C*t et u,v e L?,
(3.1.2) (R(z)u,v) = (UpR(z)u, Uyv) = (U R(2)U;)Uyu, Uyv),

et Uon vérifie que U, R(2)U}; = R, (z) = (P,—2z)~!. On va étendre la fonction z — (R(z)u,v)
a un domaine plus grand de C en utilisant cette égalité pour p complexe. La premiere
difficulté a régler, c’est que U,u n’est en général pas défini pour u € L? et u ¢ R. On est
donc amené & travailler non pas sur L?, mais avec un ensemble de ”vecteurs analytiques” :

Définition 3.1.3 Pour § > 0, on note Az I’ensemble des fonctions analytiques sur C? telles
que ,
Je > 0,e” u(z) — 0 quand |z| — oo avec |arg(z)| < 2.

Remarque 3.1.4 La terminologie ”vecteur analytique” vient du fait que les résonances
auxquelles on s’est intéréssé en premier sont celles de I'opérateur de Schrédinger atomique,
qui décrit le mouvement de n electrons autour de N noyaux de charge respective Z;, dont
la position est X = (X1,..., Xy) € R3V :

n N 7. 1
H(X) = R )2 =y —21 | 4+ -
SR PR s o RD Dl e
= ji= l=i<k=n
Dans ce cadre, I'opérateur de Schrédinger agit sur des vecteurs a 3 composantes (les parti-

cules vivent dans R3) de fonctions de L*(R™).

On remarque d’abord que As C L*(R%), que Ujpé est bien défini pour ¢ € Ajs, et méme que
Ui € L?(RY) pourvu que || < 20 avec § assez petit :

‘Uwgb(x” — ‘(ﬁ(ewx” _ 676332 cos(20)|ee(ei9x)2¢(eiex)|.

Ensuite, on est completement rassuré par le

Lemme 3.1.5 L’ensemble As est dense dans L?(RY), de méme que U As pour 0] < 26
avec § > 0 assez petit.

Preuve: On commence par le premier point, avec d = 1. Soit ¥ € (As)*. Pour tout k € N
on a (—ixf)ke_$2 € As, donc pout tout n € N,

2 (—izé)k 22—
/Z 7( kf) e YP(x)dx = 0.
k=0
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Le théoreme de convergence dominée donne alors
—izf —x?
e "Se (x)dx =0,

d’ott F(e~**P(x)) = 0 et finalement 1) = 0. Le cas de la dimension d quelconque s’obtient
par densité de L*(R) ®@ --- ® L?(R) dans L?(RY). Enfin pour 6 # 0, ¥ € (Ujp.As)* si et
seulement si pour tout ¢ € As,

0= (¢, Uip9) = (U_ip¥, ®)
ie. U_jptp € (A5)* = {0}. O

Remarque 3.1.6 Ce lemme n’est autre que le Lemme [1.2.1] concernant le domaine de
Poscillateur harmonique.

On étend maintenant la fonction p — (R, (2)Uy¢, U,t) a p complexe. On note d’abord qu’il
existe un ouvert non-vide Q5 C C* tel que, pour tout u € C avec |u] < §, Qs ne rencontre
pas le spectre de P, . En effet on peut écrire

PM = e—2i6(_h2A) —I—V(:L’ew) - [1 +V(l‘€i6)(€_2i9(—h2A— Z)—l](e—QiH(_hQA) _ Z).

Le dernier facteur est inversible pour z € C\e 2“R™, et le premier facteur est inversible pour
Im z assez grand : il s’écrit I 4+ K(z) avec K(z) opérateur borné de norme < C(9)/|Im z|.

Lemme 3.1.7 Soit z € Qs, et R,(z) = (P, — 2)~'. Pour tout ¢, € Ajs, la fonction
F, :p— (R, (2)U,¢,Up) est holomorphe dans {u € C, |p| < 6}.

Preuve: On a vu que si z € Qs, R, (z) est bien définie pour |u| < §. On va montrer que F
est C! par rapport & u € R?, et vérife OpF = 0. On note . = v + 0 et on calcule d’abord
0, F'. La seconde formule de la résolvante donne

F(v+5,0)—F(,0) = (Poysrin—2)"" = (Poio —2) "
= (Pyistio — 2) "(Posio — Porsiio)(Posio — 2)
Or on a
(Pz/+i9 o Pu+s+i9) _ (eu+i9 - 6V+8+i9)(_h2A) + V(xeu-‘rw) _ V(xeu—i-s-‘rie)

= (—s+ 0(8))[e”+i9(—h2A) + VV(:ne”HG)].

Lorsque V' est analytiquement dilatable, VV (zet)(P, — z)~! est un opérateur borné : en
effet on peut écrire

VV (wet)(Py, — 2)~" = 0,V (we!) (—h*A + 1) (=h*A +1)(P, — 2) L.
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Du coup F(v+s,0)—F(v,0) —s(P,1ig—2) " (" (—h2A) +VV (2e"T)) (P, 1ig—2) "t — 0
en norme quand s — 0, et F' est dérivable par rapport & v. Le méme calcul montre que F
est dérivable par rapport a 6, et que JzF (u) = 0. O

Maintenant on revient a (3.1.2)), qui pour le moment n’est vraie que pour € Ret 2 € C* :
<R(Z)’U,, ’U) - <R“(Z)U“u, Uﬁ’U)'

Mais on vient de voir que pour z € {25, le membre de droite de cette égalité est bien défini et
holomorphe par rapport & u € {|u| < 6}. Cest également vrai pour le membre de gauche,
puisqu’il ne dépend pas de u. Ces deux fonctions holomorphes coincident sur le réel, donc
Iégalité est encore vraie dans {|u| < d}.

On fixe alors p = if avec 0 < 6 < J, et on considere cette égalité entre fonctions de la
variable z. Par définition, la fonction z — Ry(z) est analytique dans C\ o(Fy). En fait, par
définition méme du spectre discret, on a le

Lemme 3.1.8 La fonction z — Ry(z) est une fonction méromorphe de type fini dans
C\ 0ess(Pp) = C\ e 2PR*. Ses poles sont exactement les éléments de o g;sc(Pp).

On reporte la preuve de ce lemme a la section suivante. On se contente pour l'instant de la
Définition 3.1.9 Soit (A,).cq une famille d’opérateurs bornés, ou §2 est un ouvert connexe

de C. On dit que (A;) est une famille méromorphe de type fini s’il existe une ensemble discret
D C Q tel que (A,) est holomorphe dans Q \ D, et pour tout zp € D il existe k opérateurs

de rang fini A_y, A_j.1...,A_1 et famille analyique d’opérateurs bornés A, tels que
A_y A4 ~
A, = A,.
T (2= )k * (z — 20) A

Comme conséquence de ce Lemme [3.1.8], on obtient le résultat principal de cette section :

Proposition 3.1.10 Soit ¢,v) € As. La fonction z — (R(z)¢,), définie sur CT, admet
un prolongement méromorphe de type fini a {—26 < arg(z) < 7/2}.

3.1.3 Projecteurs de Riesz et poles de la résolvante

Soit A : H — H un opérateur non-borné, fermé, et A\ un point isolé du spectre de A. On note
v un chemin fermé simple inclus dans I’ensemble résolvant de A, tel que o(A)NInt(y) = {A}.

Définition 3.1.11 On appelle projecteur de Riesz associé a A et \ I'opérateur borné IIy
défini par
1 1
Ra(2)dz = — ¢ (2 — A)"ldz.
5 2im J,

M, = ——
A 2m
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On rassemble dans le lemme qui suit les principales propriétés de 'opérateur II) :

Lemme 3.1.12 Soit ITy le projecteur de Riesz associé a A et A :

1. TI, est un projecteur (pas forcément orthogonal) : (I1))? = II,, et
KerIly @ ImII, = H.

2. Im1IIy C Dy, I\ commute avec A, et KerIly et Im Il sont stables par A.

3. Ker(A — \) C ImTIIy, et si A est autoadjoint, IIy est le projecteur orthogonal sur
Ker(A — \).

4. Dans le cas ou Il est de rang fini, tout v € ImIly est un vecteur propre généralisé
pour A et A, ie. il existe n € N tel que (A — X\)"u = 0.

Preuve: 1. On note d’abord que II ne dépend que de la classe d’homotopie du chemin -~y
dans p(A). On écrit donc

(Iy)? = 17£RA(Z)H>\dZ = —17{/7{/ Ra(2)Ra(2)d? dz,

C 2m 472

ol 7/ est un chemin fermé simple tel que v C Int(y’). A I'aide de la premiére formule de la
résolvante on obtient

(I,)? = —1j{f L (Ra(2) - Ra(+))ddz,
vy

472 r 2 —z

1 /
et (IT))? = II, puisque 7{ dz =0 et % Ra(z )dz/ = 2iTRA(2).
v ¥

2l —z ;2 =z

1
2. Soit ¢ € ImIIy. On a ¢ =11, ¢ = ~% }1{ R4 (2)Ydz. Par définition on a R4(2)Y € Dy
i
.
pour tout z € v, et il reste & montrer que c’est encore vrai pour l'intégrale, qui est définie
comme limite de sommes de Riemann :

n

fRA(z)zpdz = Hm dn, dn=) %y’(t§”))RA(y(t§")))¢ € Da.
Y

j=1

Or ARA(z) = I+ zRa(z), donc A, est une somme de Riemann pour 7{(] + 2R4(2))dz
¥
et la suite (Avy,) converge. Puisque A est fermé, cela entraine que ¢ € D 4.

1
On a d’ailleurs aussi montré que Allyy = ~ % % 2R A(2)dz = 11\ Ay, et le reste du point
s

~
2 en découle facilement.
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3. Supposons que Ay = \p. On a alors (A —2z)"1y = (A —2)"14, donc I ) = —% jl{()\
iT
2l
2)"lpdz = 9, et o € Im I,

Supposons maintenant A autoadjoint, et 1) = II . On a alors
1 1
(A= 20 = —5i $ (A= NRa()wdz = 51 § (2 = NRa(:)bde
i)y 2 J,

Or la fonction z — (z—\)R 4(z) est bornée dans un voisinage pointé de A, puisque ||R4(2)|| <

—— . Puisqu’elle est analytique dans ce voisinage pointé, elle est analytique dans
dist(z,0(A))

tout le voisinage, et (A — )y = 0.

4. Supposons dimImIl), = d < 4o0. L’opérateur B = A\hnm = II, AIl, = AII, est une
matrice d x d dont la seule valeur propre est A : si By = ut), Ra(2)y = (u— 2)" 1 et
1 = IIyvb = 0 des que 'on peut choisir le contour v autour de A de sorte que p ¢ Int(7y), i.e.
des que p # . En écrivant la matrice B sous forme de Jordan, on voit donc que (B—\)? = 0.

O

Définition 3.1.13 La multiplicité géométrique d’une valeur propre A de A est la dimension
de Ker(A—\). La multiplicité algébrique d’une valeur propre isolée \ de A est le rang de I1).
Le spectre discret de A est ’ensemble des valeurs propres isolées de multiplicité algébrique
finie.

Dans le cas d’un opérateur autoadjoint, le point 3 du Lemme [3.1.12] montre que les multi-
plicités algébriques et géométriques coincident, et la définition ci-dessus est compatible avec
celle donnée au Chapitre 1 (cf. la Définition |1.4.27)).

On remarque aussi que tout ce qui précede est valable aussi en dimension finie. Dans ce cas
Il est toujours de rang fini, et II) est la projection sur ’espace propre généralisé associé
a \. Dans le cas autoadjoint (symétrique) on a montré que les multiplicités géométrique et
algébrique coincident, i.e. que la matrice correspondante est diagonalisable.

Plus généralement, pour v une courbe fermée simple incluse dans p(A) on peut aussi définir

1 1
IIy = ——— ¢ Ra(z)dz = (z— A)"ldz.

um ~ 20m Y

Lemme 3.1.14 L’opérateur 11, est un projecteur, et s’il est de rang fini N, I'intérieur de
~ contient exactement N valeurs propres de A comptées avec leur multiplicité algébrique.

Preuve: La relation (IL,)? = II, s’obtient comme dans le Lemme [3.1.12
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On peut maintenant lier les poles du prolongement méromorphe de la résolvante construit
dans la section précédente aux résonances définies par dilatation analytique :

Proposition 3.1.15 Soit V' un potentiel analytiquement dilatable dans |u| < §. Pour tout
6 €]0,0] on a

ogisc(Py) = U { poles de z+— (R(2)p,¥)}N{z € C,—20 < arg z < w/2}.
P pEAs

Preuve: Soit d’abord zp € {z € C,—-20 < argz < m/2} un pole de (R(z)¢,v) pour
¢, € As. On a nécessairement Im z < 0, et on peut trouver un contour fermé simple ~ tel
que 2o € Int(y) C C™. Il existe N € N tel que

74 (2 — 20)V (R(2)6, )z # 0,
Y

ou encore,

{ 7{ (z — 20)V Ro(2)dz Upgp, U_g¥)) = ((Pp — 20)™ 75 Ro(2)dz U, U_p1p) # 0,
Y

Y

et donc % Ry(z)dz # 0, ce qui montre que z +— (Py — z)~!, qui est méromorphe de type

]
fini dans {z € C,—20 < argz < m/2}, admet des poles de multiplicité algébrique finie
dans Int(v). Puisque 7 est quelconque autour de zg, ces poles sont tous en zp, et on a bien
20 € 0disc(Pp)-

Réciproquement, supposons que zg € 0gisc(Py) pour un @ €]0,5[. Il existe u € L*(R?) tel
que ||ul]| =1 et Pyu = zpu. On note

1
IIp = —— f(Pg — Z)ildz,
ol

2w
ou 7y est un contour fermé simple dans p(Fy) tel que Int(y)No(Fy) = {zp}. Puisque Ker(FPy—
z) C Im Iy, on a (Ilpu,u) = 1. Par densité, pour tout € > 0, on peut trouver u. € UpAs et
ve € U_gAjs tels que ||u—ucl|+||v—ve| < e. Puisque (Py—z)~! est une famille uniformément
bornée pour z € 7, on peut choisir € > 0 assez petit pour que

1 1
—— P (R(2)U¢,ve)dz = —— %«Pg — 2) L, ve)dz # 0.
2 Jy 2 J,
Donc z + {(Py — z) " 'u,, v.) admet un pole & 'intérieur de v, et puisque v est arbitraire, ce

ne peut étre que zj. O

71



Par conséquent, I' 'ensemble des résonances de P dans {z € C, —20 < argz < 7/2} est

r= U { poles de z— (R(2)p,9)} N{z € C,—26 < argz < m/2}.
P PEAs

Notons que l’on a aussi montré que, pour 0 < 6/ < 0 < 4§, Ty NSy = Ly.

72



Index

champ hamiltonien, [4]
énergie,

moment, [

potentiel,

Schrodinger
opérateur, [0]

Transformée de FBI
d’une gaussienne, [37]

73



Bibliographie

1]

2]

8]
[9]
[10]
[11]

[12]
[13]

[14]

J. AGUILAR AND J. M. COMBES, A class of analytic perturbations for one-body
Schrodinger Hamiltonians, Comm. Math. Phys., 22 (1971), pp. 269-279.

J.-F. Bony AND L. MICHEL, Microlocalization of resonant states and estimates of the
residue of the scattering amplitude, Comm. Math. Phys., (2004).

N. BUrRQ AND M. ZWORSKI, Geometric control in the presence of a black box, J. Amer.
Math. Soc., 17 (2004), pp. 443-471 (electronic).

C. COHEN-TANOUDJI, Mécanique Quantique, vol. LII.

R. DAUTRAY AND J.-L. LioNS, Analyse Numérique et Calcul Scientifique, Masson,
1988.

M. DiMASSI AND J. SJOSTRAND, Spectral Asymptotics in the semi-classical limit,

no. 268 in London mathematical Society Lecture Notes, Cambridge University Press,
Cambridge, 1999.

S. FLUGGE, Practical quantum mechanics, Classics in Mathematics, Springer-Verlag,
Berlin, english ed., 1999. Translated from the 1947 German original.

S. FuJiik AND T. RAMOND, Matrice de scattering et résonances associées a une orbite
hétérocline, Ann. Inst. H. Poincaré Phys. Théor., 69 (1998), pp. 31-82.

—, Breit-Wigner formula at barrier tops, J. Math. Phys., 44 (2003), pp. 1971-1983.

C. GERARD AND J. SJOSTRAND, Semiclassical resonances generated by a closed trajec-
tory of hyperbolic type, Communication in Mathematical Physics, 108 (1987), pp. 391—
421.

B. HELFFER, Semi-classical analysis for the Schrodinger operator and applications,
vol. 1336 of Lecture Notes in Mathematics, Springer-Verlag, Berlin, 1988.

—, Théorie spectrale, 2001.

B. HELFFER AND J. SIOSTRAND, Résonances en limite semiclassique, Bull. Soc. Math.
France, Mémoire 24-25 (1985).

P. D. HisLop AND I. M. SIGAL, Introduction to spectral theory, vol. 113 of Applied Ma-
thematical Sciences, Springer-Verlag, New York, 1996. With applications to Schrédin-
ger operators.

74



[15]

L. HORMANDER, The analysis of linear partial differential operators. I, vol. 256 of
Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften [Fundamental Principles of Mathe-
matical Sciences|, Springer-Verlag, Berlin, second ed., 1990. Distribution theory and
Fourier analysis.

W. HUNZIKER, Distortion analyticity and molecular resonance curves, Ann. Inst. H.
Poincaré Phys. Théor., 45 (1986), pp. 339-358.

A. LAHMAR-BENBERNOU AND A. MARTINEZ, On helffer-sjostrand theory of reso-
nances, Int. Math. Res. Not., 13 (2002), pp. 697-717.

L. LANDAU AND E. LIFscHITZ, Physique théorique (“Landau-Lifchitz”). Tome III :
Mécanique quantique. Théorie non relativiste, Editions Mir, Moscow, 1967. Deuxieme
édition, Traduit du russe par Edouard Gloukhian.

P. LEvYy-BRUHL, Théorie spectrale.

A. MARTINEZ, An introduction to semiclassical and microlocal analysis, Universitext,
Springer-Verlag, New York, 2002.

A. MESSIAH, Mécanique quantique, 2 vols, Dunod, Paris, 1959.

T. RAMOND, Semiclassical study of quantum scattering on the line, Comm. Math.
Phys., 177 (1996), pp. 221-254.

D. ROBERT, Autour de l’approximation semi-classique, vol. 68 of Progress in Mathe-
matics, Birkhduser Boston Inc., Boston, MA, 1987.

J. SJOSTRAND, Singularités analytiques microlocales, in Astérisque 95, Société
Mathématique de France, 1982.

75



	Introduction
	Eléments de mécanique quantique
	Mécanique classique
	Mécanique quantique

	L'oscillateur harmonique
	Valeurs propres de l'oscillateur harmonique
	Approximation harmonique

	Diffusion quantique et résonances en dimension 1
	Solutions de Jost et Matrice de diffusion
	Dilatation analytique et résonances
	Quelques exemples

	Eléments de théorie spectrale
	Opérateurs non-bornés
	Spectre et résolvante
	Le théorème spectral pour les opérateurs autoadjoints
	Perturbation d'opérateurs autoadjoints


	Analyse semiclassique
	Transformation de F.B.I. et Microsupport
	Définition et exemples
	Propriétés
	Microsupport

	Calcul h-pseudodifférentiel
	Opérateurs de S dans S'
	Calcul symbolique
	Opérateurs h-pseudodifférentiels

	Estimations microlocales à poids exponentiels
	Enoncé et preuve
	Quelques applications

	Microsupport des solutions d'EDP
	Ensemble caractéristique
	Le théorème de propagation


	Résonances quantiques
	Plusieurs définitions
	Dilatation analytique
	Prolongement méromorphe la résolvante
	Projecteurs de Riesz et pôles de la résolvante



