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Exercice 1.— 1. L’équation s’écrit ' = f(t,y) ot f :]0,4+00[xR — R est définie par f(¢,z) =
—224+t% cos(t)a?. Cette fonction est C> sur ]0, +oo[xR. D’apres le théoreme de Cauchy-Lispchitz,
le probléeme de Cauchy
r_
{ y' = fty)

y(to) =0

admet une unique solution maximale. Or (]0, +oo[, 0) est une solution maximale de ce probléeme,
donc (J,) = (10, o0, 0).

2. Soit y € C*(J) une fonction qui ne s’annule pas sur J. On a (1/y)’ = —y/y?. Donc (J,y) est
une solution de ’équation si et seulement si pour tout ¢ € J,
y _2 1

)/ _ _yZ(t) = ;m —t COS(t)7

autrement dit, si et seulement si (J, 1/y) est solution de ’équation 2z’ = %z —t2 cost. Les solutions
de cette équation linéaire sur |0, 4+oo[ sont les fonctions z : ¢t ~ t2(Cy — sint), pour Cy € R
quelconque.

1
y(t

(

. . 1
3. On doit avoir, pour tout t € J,, ya(t) = m.
1

1
—— = ——, donc Cp = a. Sila| > 1, ona J, =]0,+00[. Si —1 < a < 0, il existe un unique
m2a  7w2(C)
ta €]m,37/2[ tel que sint, = a, et J, =|0,t,[. Si0 < a < 1, il existe un unique t; € [r/2, 7| et
un unique ¢} €]27, 27 + 7/2] tels que sintF = a (tracer la courbe représentative de la fonction

sinus!). Dans ce cas, J, =]t; ,t]].

En particulier pour t = 7, on a

Exercice 2.— 1. L’équation est linéaire, donc S est un sous-espace vectoriel de C2(R).
sin(wt)  cos(wt 2 cos(wt sin(wt cos(wt
2. On trouve y,(t) = _wsin@t) _ t(zw ) et y(t) = e (wt) d 1?2@ ) _ 2 t(?)w ).

vérifie alors facilement que yo est solution de ’équation sur |0, +ool.

3. a) On a y1(t) = Zant", yi(t) = Znantnfl et y/(t) = Zn(n — 1Da,t" 2, donc y; est
n>0 n>1 n>2
solution de I’équation si et seulement si

0 =ty] + 2| + Wity = Z n(n —1apt™ ' +2 Z nant” "t 4 w? Z ant™ !
n>2 n>1 n>0

— Z n(n+ ap41t" + 2 Z(n + Dap1t" + w? Z Ap_1t"

n>1 n>0 n>1

=2a; + Z (n+2)(n+ Dans1 +w’an_1)t"
n>1

On doit donc avoir

a; = 0,
n+1D(n+2)aps1 = —w?a,_1 pour tout n > 1.
( + p



b) On voit par récurrence que les as,11 sont nuls pour tout n > 0, et que pour tout n > 0

w2n
n= )"
azn = (=1)" G gy 0
t)*n in(wt
Donc y;(t) = ag Z(—l)” (2(:_?_ ol = ag Sma(: ) En particulier le rayon de convergence de cette

n>0
série entiere est R = +oo.

4. Soit y € S. La fonction y est en particulier solution de 1’équation sur ]0,+oo[. Or yg et y;
sont deux solutions indépendantes de cette équation différentielle (résolue!) d’ordre 2 sur ]0, o0,
donc il existe ag, a; € R tels que pour ¢t > 0,

y(t) = aoyo(t) + caryi(t)

Puisque y est continue, on doit avoir

y(0) = lim y(t) = lim apyo(t) + a1y1(t)
t—0+ t—0+

Comme yo(t) = +oo et y1(t) — 1 quand ¢t — 0T, cela entraine que oy = 0. Donc les éléments de

S sont les multiples de y;, et S est de dimension 1.

t
Exercice 3.— Le systéme s’écrit Y’ = AY + B(t) avec A = (; ?) et B(t) = (efgt).

- On résout d’abord le systéme homogene associé Y/ = AY. Les valeurs propres de A sont —3,
associée au vecteur propre U = (_12>, et b, associée au vecteur propre V = <?> Soit P la

-3 0

matrice dont les colonnes sont U et V. Ona A = P ( 0 5

>P‘1. Posant X (t) = P71Y (t),

on voit que Y (¢) est solution du systéme homogene si et seulement si X'(t) = (_03 g) X(t), ou

e*St

0 a 9 ae 3t
0 et Xo pour un Xy = b € R? Donc Y(t) = PX(t) =P pest | =
ae 3tU + be®V.

encore X (t) =

- On cherche une solution du systéme inhomogene sous la forme Y (t) = a(t)e U + b(t)edV,
avec a,b € CY(R). On a alors Y/(t) = a/(t)e 33U + V' (t)e’'V + AY (t), donc Y est solution si et
seulement si

a (t)e U + V' (1)ePV = B(t),

ce qui équivaut au systeme
—2a/ (t)e =3t + 20/ (t)ed = et
Cl/(t)e_gt + b/(t)€5t — €—3t

En faisant des combinaisons linéaires adéquates des lignes (par exemple), on trouve

1 1
d(t) = itk ett) et b'(t) = Z(e-‘“ + 2e78).
On obtient donc une solution en prenant
t e415 674t 678t
t)= - — — et b(t) = — — .
alt) = 5 = 75 °t o) 16 16

Finalement, les solutions du systéme sont les fonctions

e4t e—4t e—St

t
Y(t) = (5 + ﬁ + a>6_3tU + (_Tﬁ - f + b)€5t‘/, a,beR,



ou encore .

1
& e 3t + 3 + 2a) + 2be™

v =1 2
Sy efgt(z - + a) + be’
8 2 16
)
Exercice 4.— 1. La fonction y est solution de (4) sur R si et seulement si la fonction Y = | ¢/
y//

est solution de I’équation Y/ = AY avec

2. Le polynéme caractéristique de A est Pa(\) = A% — 4\% 4+ 5\ — 2 (c’est aussi le polynome
caractéristique de P’équation!). On voit que P4(1) = 0 et en factorisant, que P4(\) = —(A —
1)2(A — 2). Les valeurs propres de A sont donc A\; = 1 de multiplicité algébrique 2, et Ay = 2 de
multiplicité algébrique 1. Le sous-espace propre E; associé & A\ est engendré par u = (1,1,1), donc
est de dimension 1, et Ey est engendré par w = (1,2,4), donc de dimension 1 (ce que I'on savait
déja). La matrice A n’est pas diagonalisable, puisque la somme des dimensions de ses sous-espaces
propres est < 3.

3. On cherche d’abord v € R? tel que (A — I)v = u. On trouve v = (—1,0,1). On sait que
B = (u,v,w) est une base de R?, et notant P la matrice de passage de la base canonique & B, on
a

1 1 0
A=P(0 1 o) P!
0 0 2

el te! 0 -2 5 =2
Donc et =P [0 e 0 | P~'. On trouve facilement P~' = [ —2 3 —1 |, et sil'on
0 0 e? 1 -2 1

insiste un peu (...)

—2tet + e (3t+2)et —2e2" —(t+1)et +e*
A= —2(t+1)e +2e2* (3t+5)et —4e?  —(t+2)et +2¢
—2(t+2)et +4e?" (3t+8)e! —8e?! —(t+3)el +4e?!

On peut aussi dire notant Xo = au + bv + cw, e!4 Xy = aetu + be! (tu +v) = ce®w = (a + bt)etu +
belv + ce*w.

4. Le solutions de I'équation (4) sont données par la premieére coordonnée des solutions de
I'équation Y’ = AY. Donc il s’agit des fonctions y(t) = (—2a+3b—c)te! +(2b—c)e! + (a—2b+c)e?,
avec a,b,c € R.

Exercice 5.—

t
A. 1. La solution générale de I’équation s’écrit y(t) = (a +/ b(s)eA(S)dt> e,
0



t+27 27
2. On note que A(t+ 2m) = A(¢) +/ a(s)ds = A(t) + / a(s)ds = A(t) + A, et donc
0

y(t + 2m)

t+27
A(s)ds + / b(S)@A(S)d5> eA(t+27r)
2

s

(0<+,LL+/ b(s)e " As) ds)e )+

= yt)+ (afe* = 1)+ pet) e A®)

Autrement dit, y est 27-périodique si et seulement a(e/\ -1+ e = 0.

Si A # 0, 'équation admet une unique solution 27-périodique, donnée par
pe

1—er

o =

Si A =0 et p =0, alors toute solution est 2m-périodique.
Si A=0et u+#0, alors il n’y a aucune solution 27-périodique.

¢
B. 1. La solution générale de 1’équation s’écrit Y (t) = ' X + etA/ e *AB(s)ds
0

2. Pour une telle fonction, on a donc

t+27m

Y(t 4 27T) tA+27TAX 4 6tA+27TA / eisAB(S)dS
0
+27

t t
=¥ AY (t) — etA+2”A/ e *AB(s)ds + etA+2’TA/ e " B(s)ds
0 0

t t+27
=2 AY (1) — 2 AetA (/ e *AB(s)ds — / eSAB(s)ds)
0 0
=2 Y (t) + ez’TAetA/ e *4B(s)ds.
t

Ainsi Y est 2w-périodique si et seulement si

t+27
Y(t) = ™Y (t) + eQ’TAetA/ e *AB(s)ds
¢

ou encore

t+27
(¥ — DY (t) = —eQWAetA/ e *4B(s)ds
t

ce qui donne Péquation annoncée en multipliant les deux membres par e~ 4.

3.a) On trouve, en utilisant la périodicité de B, G'(t) = —e*™ (e~ F2MAB(t 4+ 21r) — e A B(t)) =
(e?™4 — e *AB(t) = F'(t). b) Donc il existe une constante C' telle que F(t) = G(t) + C. Donc
F(t) = G(t) pour tout t si et seulement si F(0) = G(0).

4. Ona F(0) = (2™ —I)Xy. La matrice e>™4 —T est inversible car A n’admet pas de valeur propre
de la forme ik avec k € Z. En effet les valeurs propres de €274 sont les e>™ ol \ est une valeur
propre de A. Ainsi 1 n’est pas valeur propre de ™. Donc I’équation (e?™* — )X, = G(0) admet
une unique solution Xy, et le systeme différentiel admet une unique solution périodique.



