Chapitre 5

Transformation de Fourier

La transformation de Fourier d'une fonction f € L'(R") est la fonction F(f) € L*®(R")
définie par

F(F)(€) = / e~ f(2)da, avee |F(F)llz= < |l

Le role majeur que joue la transformation de Fourier dans I’étude des EDP est 1ié au fait que,
lorsque ces objets sont bien définis,

F(0;1)(§) = i&F(f)(€)-

Autrement dit, F transforme l'action d’un opérateur différentiel a coefficients constants en
produit par un polynéme. Ce fait n’aurait aucun intérét sans une formule d’inversion permet-
tant de retrouver la fonction f connaissant F(f) :

_ L[ e
@) = e [ € FDOE

Malheureusement, cette formule n’a de sens que lorsque F(f) € L*(R™), et ce n’est en général
pas le cas pour f € L'. On commence donc par introduire une (suffisamment grande) classe
de fonctions qui est stable par F, et pour lesquelles les deux propriétés ci-dessus sont vraies.

5.1 L’espace S(R")

5.1.1 Définitions, exemples

Définition 5.1.1 On note S(R™) I'ensemble des fonctions ¢ € C*°(R") telles que

V(a, 8) € N",3C, 3 >0, sup |xa86¢(az)| < Cy -
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Exemples 5.1.2 i) Cj°(R™) C S(R").
ii) Pour z € C tel que Rez > 0, la fonction ¢(z) = e~#1* appartient 3 S(R™).
iii) Si ¢1, 2 € S(R™), alors ¢1¢2 € S(R™).
iv) Aucune fraction rationnelle (méme si elle est C*°) n'appartient a S(R").

On dit souvent qu’une fonction ¢ € C* appartient a l'espace de Schwartz S(R™) lorsque
¢ € C* et ¢ ainsi que toutes ses dérivées sont a décroissance rapide, entendant par la que
leur produit par un polynéme quelconque est borné. La topologie de S(R™) qui nous intéresse
est celle donnée par la famille de semi-norme N, (en fait ce sont des normes) définies par

Np(¢)= > sup|a®d’¢(x)|.

laf,|I8] <p

Par exemple pour ¢ € C*°(R"), on a I’équivalence
¢ € S(R") <= Vp € N, N,(¢) < +00.
Remarque 5.1.3 |l existe des constantes C,Cy > 0 telles que, pour |a| = p,
Cr1(1 + [z[)P < [2%] < Co(1 + [])P.
On aurait donc pu, au lieu de la famille IV, choisir les semi-normes

N, () = 8
Ny() = max 11+ [x])? 07 ¢(x)] oo -

Proposition 5.1.4 Si ¢ € S(R") alors 9°¢ € S(R") et P(x)$ € S(R™) pour n'importe quel
polynéme P.

Preuve.— Il suffit de remarquer que

(5.1.1) N(2°9%9) = 3 sup [0 (@°0°(2))]| < Nyrg(9)

[l |l<p

des que |af, |3] < q. =

5.1.2 Convergence des suites et théoréemes de densité

Définition 5.1.5 Soit (¢;) une suite d'éléments de S(R™). On dit que (¢;) converge vers
¢ dans S(R™) lorsque pour tout p € N,

Np(¢j — ¢) — 0 quand j — +o0.
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Remarque 5.1.6 Soit o € N™. Si (¢;) converge vers ¢ dans S(R™), alors (x“¢;) converge vers
x%¢ et (0%¢;) converge vers (0%¢) dans S(R™). Autrement dit, la multiplication par z* et la
dérivation sont des opérations continues dans S(R™). Cela découle immédiatement de I'inégalité
(5.1.1).

Proposition 5.1.7 Pour tout g € [1,+00], S(R™) C LZ(R™). On a méme, pour ¢ € S(R™),

1290°3|| Lo < CqNp(#)' 9Ny 4ni1(0) 7 pour |al,|B] < p.

Preuve.— On démontre directement I'inégalité : dans le cas a = 8 = 0, elle donne § C LY.
On pose g(z) = 220%¢(x).

le“0%g|, = / g(@)|tdz < sup |g(z)|+" / 9(2)|dz

~ . 1
<supg(e)]" sup(1 + o) o(o)] [ e

SCnNO(g)q_an—&-l(g) = Can(¢)q_1Np+n+1(¢)'

Puisque Np(¢) < Npynt1(¢), on a bien sur,

(5.1.2) 12°0°¢ || s < CqNpsn41(6)-

On notera que dans le cas ¢ = 1, la Proposition 5.1.7 et (5.1.2) donnent la méme majoration
(5.1.3) 12907 ¢l| 1 < CNpins1(9),

alors que pour ¢ = oo, la Proposition 5.1.7 est meilleure que (5.1.2) et donne

(5.1.4) 12907l < CN(9),

ce qui découle aussi directement de la définition de N).

Puisque C§°(R™) est dense dans les LP(R™), pour p € [1,4o00[, on en déduit le

Corollaire 5.1.8 S(R") est dense dans tous les LP(R"™), pour p € [1,4o0].

On a aussi la

Proposition 5.1.9 C3°(R") est dense dans S(R") : pour ¢ € S(R™), il existe une suite (¢;)
de fonctions de C3°(R™) qui converge vers ¢ dans S(R™).
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Preuve.— Soit ¢ € S(R™). Soit x € C§°(R") une fonction qui vaut 1 sur B(0,1). On pose
¢j(z) = ¢(z)x(x/7). Les fonctions ¢; sont C*° a support compact, et valent ¢ dans la boule
B(0,j). La formule de Leibniz donne

0%(¢p— ¢;)(x) = p(z) (1 — x(z/i) + > Cg;ﬂaﬂw(w)(a’y)()(j)'
>1,7<8

Donc, quand j — +o0,

C _
1220°(¢ — ¢)(2)l|oe < sup [2°0°G(2)| + = > [|2%0° 7 ¢||oc — 0.
|| > J ~<B
En effet

1 1
sup 297 ¢(x)| < 73 Sup |[z]*220%p(x)| < —

e ; Np12(0).
@[>j

5.2 Transformation de Fourier dans S(R")

5.2.1 Définitions, premieéres propriétés

Pour ¢ € S(R™), on a ¢ € L'(R™), donc F(¢) est bien défini et appartient & L>°(R").

Définition 5.2.1 Pour ¢ € S(R"), on note ¢, F(¢) ou encore F, ¢(¢(x)) la fonction de
L>°(R™) définie par

H(E) = F(9)(€) = Fase(6(x)) = / e 32 da.

L’application linéaire ¢ — F(¢) est appelée transformation de Fourier.

On rassemble dans la proposition qui suit quelques propriétés de la transformation de Fourier
sur S(R™).

Proposition 5.2.2 Soit ¢ € S(R").

i) La fonction F(¢) est C! et 0;F(¢)(€) = Fume(—iz;p(x)).
ii) Pour tout j € {1,...,n}, on a F(9;0)(§) = i§;F(¢)(§).
iii) Pour a € R", Fy_¢(p(x — a)) = e F($) ().

iv) Pour a € R", F,_¢(e"%¢(x)) = F(¢)(€ — a).
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Preuve.— i) La fonction (z,&) — e~ @S¢ (x) est C! sur R”, et
|0, (74 g(@)| = | — iwje " ¢ (2)| = |2;¢(x)| € L'(R").
Donc le théoréme de dérivation sous le signe somme dit que F(¢) est C', et que
0, F(6)() = [ ~iaze " o(a) = F(-iajo(a)).
ii) On écrit la preuve pour j = 1. En intégrant par parties
/8@(1:)6‘”5(1301 = i{l/é(x)e_”fdml

On integre les deux membres de cette égalité par rapport & x’. Par Fubini, puisque ¢,01¢ €
S(R™) C LY(R™), on obtient

/61¢(x)e_iz'§d$ =1i& /qﬁ(:r)e_ix'fdx.

Pour (iv), il suffit d’écrire

Famele (@) = [ S g(a)da = [ 8o(a)dn = F(6)(¢ - a).
On a enfin, en changeant de variable,

Famil0lo = a)) = [ 0w~ a)do = [ <g(a)dn = ()0,
c’est a dire (iii). O
En raison de la présence de i = /=1 dans les formules (i) et (ii), on introduit la notation

b, -1,

Par exemple (ii) devient F(D;¢) = §F(¢), et (i) s’écrit D; F(¢) = —F(xj¢). On pourra

retenir ces relations sous la forme

{ @ - gj(/b\a
z;¢ = —D;.

On remarque aussi, en utilisant (i), que F(¢) est C* puisque z%¢ € S pour tout o € N".
5.2.2 Gaussiennes (1)

Proposition 5.2.3 Pour z € C tel que Rez > 0, on a

FoeleP) = (VT yn-leR/az

z

ol /z = e%m(z), et In z désigne la détermination principale du logarithme dans C \ R™.
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Preuve.— On remarque d’abord que

n
fr_f(efzm?) _ /ei(w1§1+z2£2+---+xn£n)ez(z%Jr...z%)dIl . dxy, = H /eixjgje—zxidxj
j=1

11 suffit donc d’établir le résultat en dimension 1. On suppose d’abord que z €]0, +oo[. Soit
¢.(z) = e***. On a vu que

Dep(€) = /e‘iwg(—ix)e_dea:
Donc, en intégrant par parties,

0cile) = 5 [ e =~ [(mie)eEola)de =~ 5(6)

d’ou le résultat dans ce cas.

Soit alors Q = {z € C,Rez > 0}. Pour £ € R™ fixé, on note ® : Q — C la fonction définie par

P(z) = /e_i$'5e‘”|2da:.

® est une fonction holomorphe sur €. En effet
— 2 emime2lel? gt holomorphe pour tout z € R”,
— Si K C Q est compact, il existe € > 0 tel que Re z > € pour tout z € K, et

yefi:v{efz\xP’ < efe\ac|2 e Ll(Rn)
Or on sait que pour z €]0, +0o0|,
VT n _le2/4
B(z) = (YT yne-lel /s
()= (L2)
Comme le membre de droite est également holomorphe dans 2, cette égalité reste vraie pour

tout z dans €. O

Exercice 5.2.4 Calculer fxﬁg(efz“’ﬁ) en calculant / e_zcqu par la formule des résidus.
Im (=¢

5.2.3 Formule d’inversion

Proposition 5.2.5 La transformation de Fourier est un isomorphisme de |'espace vectoriel
S(R™). Son inverse 7! est donné par

1 —

-1 T) = P = b z).
FO@) = oy [ €500 = G FOa)

De plus F est bicontinue sur S(R™), au sens ou, pour tout p € N, il existe une constante C, > 0
telle que

Nyp(F(9)): Np(F~H(9)) < CpNpint1(9).
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Preuve.— a) On montre d’abord que F(S(R™)) € S(R™). Soit p € N, et |a], 8] < p. Pour
¢ € S(R"), on a vu que

€0 F(9)(€) = (=) TP 7, e (0%(a"p(x))).
Or la formule de Leibniz donne

0%(z%¢) = > ClO (") ¢,

<«
donc 9%(28¢) € S(R™)  L*(R™). Ainsi F(9%(2P¢)) € L= (R™), et F(¢) € S(R™).
On a d’ailleurs

€20 F(9)(€)] <[ Fae(0* (27 d(@))) [ 1
<[|0* (27 ¢ (x))l| .
SNu41(0%(279))
SNn—&-l—i—p((z))
d’apres la Proposition 5.1.7. Donc Ny,(F(¢)) < CNpt14p(0).

b) On montre maintenant que pour ¢ € S(R™),

_ 1 [ ey
00) = e [ €CaE)E

> [esae = [[ens( [eronag)a.

mais la fonction g : (y,£) — e®€e®@Ep(y) n'est pas dans Ll(R’yZ x RE), puisque |g(y,&)| =
|o(y)|, et on ne peut pas intervertir 'ordre des intégrations. Cependant, par le théoreme de
convergence dominée,

/ erEG()ds = lim [ eI o) de,

/ eiEeelel( / W (y)dy) de = / ( / @) Ec—lE 46) g (1) dy.

Donc, grace a la proposition 5.2.3,

/ 7 EH(€)de = lim (\/f)” / el v () dy.

e—0t €

On effectue enfin le changement de variable u = (z — y)/2+/€, et on obtient

/ eSOt = Tim (2v/m)" / e o (x — 2v/eu)du.

Le théoreme de convergence dominée, donne alors

/e“'%(&)d& _ (Qﬁ)”qﬁ(x) /e—|u|2du — (277)”¢(ac)

c) Le reste de la proposition découle du fait que F~1(¢) = 0 L F (o). O

Notes du cours D4AMA1U2, année 2011/2012. Version 1.03. Thierry Ramond
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5.2.4 Formule de Parseval
Proposition 5.2.6 (Lemme des chapeaux) Soit ¢ et 1) dans S(R™). On a

i) [év= [ o

i) [60=(n [ 60
Preuve.— (i) On a, par Fubini,

oz = [([ e romanieis = [([ e ro@inswis = [ o
(ii) 11 suffit d’appliquer (i) & ¢ et w = (271')_";. En effet

5(9) = (2m) " [ e a)do = FI(G)(E) = 90w,
donc -
[bo=eméi= [
O

En terme du produit scalaire hermitien dans L?(R"™, C), la relation (ii) s’écrit

1 - .
(0, ¢)12 = (%)n@% V)2

En particulier pour v = ¢, on obtient la formule de Parseval :

Corollaire 5.2.7 Soit ¢ € S(R™). On a

161122 = (21) 7219 12

Exercice 5.2.8 Montrer que F(¢) = F(¢).

5.2.5 Convolution et transformation de Fourier dans S(R")

Proposition 5.2.9 Soit ¢ et ) dans S(R™). On a
i) %9 € SRY), et G+ = U
i) ¢p = (2m) " * ).

Notes du cours D4AMA1U2, année 2011/2012. Version 1.03.
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Preuve.— On commence par le point (i). On ne peut pas utiliser les propriétés de la convo-
lution des distributions, puisque ¢ et @ ne sont pas nécessairement convolables. Par contre,
on sait que ¢ x 1) € L' puisque ¢,¢ € L. Soit p € N, et o, 8 € N avec |al,|3] < p. Pour
z €R" ona

2208 (¢ ) (z) = 2207 / oz — y)(y)dy.

Comme la fonction 3 +— 3£¢($—y)¢(y) est intégrable pour tout x, et dominée par sup [0°¢| |1 (y)| €
L' ona

206 0)(w) = [ 200l — vy = [ -y -+ )00 - Py
- (j) @@= vrurotots - vty

— <j> / (z — ) (0°9) (= — y)y* "(y)dy

W [ ETE)

<«

Ainsi, en utilisant I'inégalité de Young,

20 (@ )z < 3 ((j)uma%ny ly™ 4 .

y<a

La proposition 5.1.7, en particulier (5.1.3) et (5.1.4), donne alors

(5.2.5) Np(¢ # 1) < CNpynt1(9)Np(¥),
ce qui montre que ¢ x ¢ € S(R™).

On a enfin, par Fubini,
For0)(©) = [ eosviaido = [ [ ol - put)dy)do
= / b(y)( / e p(x — y)Y(y)de)dy
= [ [ e <oz ay
= [ vy [ o) = i),

On montre maintenant (ii). Soit ¢,9 € S(R"), et u = F1(¢),v = F 1(¢). On a
G(&) =F (0)(§) = F(F(uxv))(€) = (2m)"uF 0(€)
—2n)" [ u(=€ - n)on)dn = (20" / (€ -+ moln)dy

=(27r)_"/¢3(§ +m)d(n)dn = (2m)"

Notes du cours D4AMA1U2, année 2011/2012. Version 1.03. Thierry Ramond
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5.3 L’espace S'(R") des distributions tempérées

5.3.1 Définition, exemples

Définition 5.3.1 Soit 7' € D/(R™). On dit que T est une distribution tempérée lorsqu'il
existe C' > 0 et p € N tel que, pour toute fonction test ¢ € C3°(R"),

(T, ¢) < CNp(o).

Proposition 5.3.2 Si T est une distribution tempérée, T' s'étend de maniere unique en une
forme linéaire T' sur S(R™), continue dans le sens ou, si ¢; — ¢ dans S(R"), alors (T', ¢;) —

(T, ).

Preuve.— Soit ¢ € S(R). Il existe une suite (¢;) de C5°(R") telle que ¢; — ¢ dans S(R™).
La suite ((T', ¢;)); est une suite de Cauchy dans C, puisque, 7" étant tempérée,

(5.3.6) (T, ¢; — ¢r)| < CNp(¢j — dx).

Soit alors T la forme linéaire sur S(R™) définie par (T, ¢) = lim (T, ¢;). On voit facilement

j——+oo

que (T, ¢) ne dépend pas du choix de la suite (¢j), puisque lorsque ¢;,1; — ¢,

(T, @5 — i)l < CNp(dj — ) — 0.
La propriété de continuité de T' s’obtient en passant & la limite k — +oco dans (5.3.6).

Enfin si 7} est un autre prolongement continu de 7" & S(R™), on a
<Tla ¢> = <T17¢ - ¢J> + <T15 ¢]> — 0 + <T7 ¢>7
donc 17 = T. O

Exemple 5.3.3 Si T € &£'(R"), il existe C > 0, m € N, tels que pour toute fonction ¢ €
C*°(R™), et en particulier sur S(R™),

(T, ¢) < C > sup|d®¢| < CNy(9).

laj<m

Donc &'(R™) € 8'(R™) : les distributions a support compact sont tempérées.
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Exemple 5.3.4 Pour p € [1,+oc], on a LP(R™) C S'(R™). En effet, si f € LP(R™) et ¢ €
C5°(R™), et pour g € [1,4+00] tel que 1/p+1/g=1, on a

[Ty, 9)| < !/f(l")sb(w)dx\ < N fllelldlle < Cllf |l o Nnta (),

grace a (5.1.2). Compte tenu du Corollaire 5.1.8, on a en particulier S(R™) C S'(R"™).

Exemple 5.3.5 Soit f € L} (R"), telle que | f(x)| < C(1+ |z|)P pour une constante C' > 0 et
un entier p € N. On a

1

(@) <C [+l lot@ldr < C [+ 1al) 5 ote) s

30Np+n+l(¢)/ 19T < CulNpyny1 ().

o
(1 + [z)

Donc f € S'(R™). En particulier les polynémes définissent des distributions tempérées, et L>°(R") C
S'(R™).

Proposition 5.3.6 Si T € S'(R"), alors z*0°T € S'(R™) pour tout «, 3 € N™.

Preuve.— Il suffit de montrer que z;7" et 9;1 sont tempérées quand la distribution 7" I'est.
Or pour ¢ € S(R"), (x;T,¢) = (T, x;¢) et (0;T,¢) = —(T,0;¢). La proposition découle donc
directement de (5.1.1). |

Exercice 5.3.7 Montrer que la fonction = — e®e*” n'est pas majorée par un polynéme, mais
qu'elle appartient a S’(R). On pourra montrer que c'est la dérivée d'une distribution tempérée.

Définition 5.3.8 On dit qu'une fonction f € C*°(R") est a croissance modérée lorsque
pour tout 3 € N”, il existe Cg > 0 et mg € N tel que

07 f(2)] < Co(1 + )™,

On note Oy (R™) I'ensemble de ces fonctions.

Proposition 5.3.9 Si T € S'(R") et f € Op(R™), alors fT € S'(R™).

Preuve.— Soit ¢ € S(R™), et o, 3 € N™. La formule de Leibniz donne

207 (f)] <> <§) 07 f110° gl < Cy > <§>(1 + )™ |95 g).

<« v<a
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Compte tenu de la Remarque 5.1.3, on a donc

Np(f¢) < CNpu(9),

avec M = maxj,|<, m,. Soit alors ¢ € C§°(R"). On a

[(fT,0)] = (T, fo)] < CNy(f9) < C'Nprni(9),

ce qui montre que f1' est une distribution tempérée. O

Exercice 5.3.10 Montrer que vp(1/z) € S'(R).

Exercice 5.3.11 Montrer que pour tout ¢ € Cj°(R") et tout p € N, il existe une constante
C > 0 telle que, pour tout @ € R, N,(1,¢) < C(1 + |a|)P. En déduire que (z — €*) ¢ S'(R).

5.3.2 Convergence dans S'(R")

Définition 5.3.12 Soit (7)) une suite de distributions tempérées. On dit que (77) tend vers
T dans S'(R™) lorsque pour toute fonction ¢ € S(R™), (T}, ¢) — (T, ¢).

Comme pour la convergence dans D'(R™), cette notion de convergence faible entraine auto-
matiquement la convergence forte. On admet la

Proposition 5.3.13 Si, pour toute fonction ¢ € S(R"), la suite ((T}, ¢)) converge, alors il
existe une distribution 7" € S’(R") telle que T; — T dans S'(R").

Remarque 5.3.14 Lorsque 7; — T dans S'(R), on a bien siir T; — T dans D'(R) puisque
C®(R™) C S(R™). La réciproque n'est pas vraie : quelle que soit la suite de nombre réels (a;);, la
suite (a;0;) tend vers 0 dans D'(R). Par contre elle ne converge (vers 0 forcément) dans S’(R"™)
qu'a condition que la suite (a;) soit a croissance modérée, i.e. il existe C' > 0, p € N tels que

laj| < (1+4)".

Remarque 5.3.15 Si (fj) — f dans LP(R"), alors (f;) — f dans S'(R™). Si T; — T dans
S'(R™), alors fT; — fT dans S’(R™) pour tout f € Op(R™).
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5.4 Transformation de Fourier dans S'(R")

5.4.1 Définition

Soit T € S'(R™). La forme linéaire sur S(R™) définie par ¢ — (T, ¢) est une distribution
tempérée puisqu’il existe C' > 0 et p € N tels que

(T, $)| < CNp(d) < C'Nptns1(9),

grace a la Proposition 5.2.5.

Définition 5.4.1 Pour T € S'(R"), on note T' = F(T) la distribution tempérée définie par

(T,¢) = (T,9), ¢ € SR").

Exemple 5.4.2 i) Pour f € L', on a, grace au lemme des chapeaux (Proposition 5.2.6),

Tf, /f dac—/f
donc f} = TA.

ii) Pour ¢ € S(R™), (b, ¢) = [ ¢(z)dz, donc 6y = 1.

Proposition 5.4.3 La transformation de Fourier 7 est un isomorphisme de I'espace vectoriel
S’(R™). Son inverse est F~! = (27r) ™F. De plus F et F~! sont continues sur S’(R"), dans
le sens ot si T; — T' € S'(R™), alors F(Tj) — F(T') dans S'(R™).

La preuve de cette proposition est immédiate, compte tenu de la définition ci-dessus et de la
Proposition 5.2.5. Dans le méme registre, du transport & S’(R™) des propriétés de la trans-
formation de Fourier sur S(R™), on notera les relations

F(D;T) = &T, F(x;T) = —D;T, et Fo F(T) = (2m)" T.

Exemple 5.4.4 1 = F o F(6y) = (2m)" 6y = (27)"b,.

5.4.2 Gaussiennes (2)

Pour z € C* vérifiant Rez = 0, la fonction = — e~##" n’est pas dans S(R™). Par contre elle
est bornée, donc définit un élément de S’'(R™) dont on peut calculer la transformée de Fourier.
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Proposition 5.4.5 Soit A € R* et T = ¢**I* ¢ §'(R"). On a

7 j_—x%(emx\?) _ < VT )neimrsign()\)/4e—i|§|2/4/\.

VIAI

Preuve.— Soit (2;) une suite de {z € C,Rez > 0} telle que z; — —i\. Pour ¢ € S(R"), le
théoreme de convergence dominée donne, quand j — 400,

/e_zj$|2¢(x)da: — /ei’“zz(ﬁ(l’)dma
J o~ [ ogac

On en déduit que, notant T; = e=# "’ on a T; — T dans S'(R™). Par continuité de la
transformation de Fourier, on a aussi F(Tj) — F(T'). Or on a vu que

F(T)) = <\/\/§j>ne|£|2/42j’

ou \/zj = /|7 eimsian(z)/4 _, | J1\[ e~ims1en(N/4 Done, dans S'(R™),

F(T)) — ( VT )neimrsign(A)/4e—i)\|§\2/4>\ _ F(1).

VIA

5.4.3 Symétries

On étudie comment certaines symétries de la distribution tempérée T' se traduisent pour sa
transformée de Fourier. Une facon commode de formuler ces invariances consiste a définir
I’action d’une matrice A, supposée inversible, sur 7.

Proposition 5.4.6 Soit A € GL,(R), et T' € D'(R"). La forme linéaire T o A définie sur
C*>°(R™) par

_ 1

| det A

est une distribution. De plus T o A € §'(R") lorsque T' € S'(R™).

(T'o A, ¢) (T,po0A7Y),

Preuve.— Soit ¢ € Cj°(R"), et M = (m;;) une matrice a coefficients réels. On a

0j(¢ 0 M)(z) = V(M) - 0;(Mx) =Y my.;(Or 0 M) (),
k=1
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et en itérant,

n
Oy jorge (PO M) (@) = D Mgy My (Ohy o @) (M),
k1,...,ks=1

En particulier, pour tout o € N”, il existe une constante C' > 0 telle que
10%(¢ 0 M)l < C > sup|d’gl,
1B1=lal

et, pour tout p € N,
Np(¢ o M) < CNp(o).

Soit alors T' € D'(R™), et K C R™ un compact. Il existe C' > 0 et k € N tels que pour toute
fonction ¢ € Cg°(R™) a support dans K,

1
(T o A o)| < gyl T 00 AT S C 3 swplo™(go AT < C' 37 sup|09),
|| <k || <k

donc T o A est une distribution.

Supposons maintenant de plus que T € S'(R"). 1l existe C' > 0 et p € N tels que, pour toute
fonction ¢ € S(R™),

1
(70 4,0)| < gl 60 A7) < ONy(60 A7) < O'N,(6),
donc T o A est une distribution tempérée dans ce cas. O

Proposition 5.4.7 Soit A € GL,(R), et T' € S'(R™). On a

) = 1
~ |det A|

F(ToA F(T)otA™L,

Preuve.— Soit ¢ € S(R"). On a (T 0 A,¢) = gt (T, o A7), Or
o A7) :/e_m'A1§<Z>(:L‘)dx = /e_itAlx'ngﬁ(x)da:
= [ oAy det Aldy = |det A] oA,

Donc -
(ToA )= (T ,¢po'A) =|det AT (T o'A7", ).
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Définition 5.4.8 On dit que T € D'(R") est paire (resp. impaire) lorsque T = T (resp.
T=-T).

Corollaire 5.4.9 Soit T' € S'(R")
i) Si T est paire (resp. impaire), alors T est paire (resp. impaire).

ii) Si T est homogene de degré p, alors T est homogene de degré —p — n.

Preuve.— On applique la Proposition 5.4.7 avec A = Ay = AI, A € R*. Dans ce cas, on a

(5.4.7) To Ay = |\ "T o Ayy.

OrT=ToA_;. Donc
T=4T =T =4T0A | =4+T0A | T ==+T,

ce qui prouve le point (i).

D’autre part, pour A > 0, (T'o Ay, ¢) = AT, ¢(x/A)). Donc T' est homogene de degré p si
et seulement si T'o Ay = AT, ce qui, compte tenu de 5.4.7, équivaut a T'o Ay /) = AP
cest-a-dire & T homogene de degré —n — p. O

5.4.4 Transformation de Fourier sur L' et L?

On revient rapidement sur les propriétés de la transformée de Fourier d’une distribution
tempérée lorsque cette distribution se trouve étre dans L' ou L?.

Proposition 5.4.10 Soit T = Ty € L'(R"). Alors F(T) = T, et plus précisément
i) F(T) est la fonction continue donnée par F(T)(¢) = [ e~ *dx. De plus F(T') tend vers
0 a l'infini.

i) Si de plus F(T) est dans L!(R"), on a F~1(F(T)) = T presque partout.

Preuve.— Le fait que f soit une fonction continue est une conséquence facile du théoreme

de continuité sous le signe somme, et le lemme de Riemann-Lebesgue dit que f tend vers 0 a
'infini. Pour ¢ € S(R™) on a

(T, 6) = (T, ) = / F(€)(€)de = / F6)( / ¢ E () ).
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Or la fonction (z,&) — f(&)e ™ €¢(x) est clairement dans L'(R? x Rg), donc

(T, ¢) = / o) ( / eEf()de)dr = (f, ),

ce qui termine la preuve du point (i). On sait aussi que .7-"*1(Tf) = Ty dans S'(R™). Si
f € L*(R™), on a donc Tr1(jy = Ty dans D'(R™), ce qui entraine que F~1(f) = f presque
partout. O

Exercice 5.4.11 Soit T' € D'(R"). Montrer que s'il existe f € LY(R™) telle que, pour toute
¢ € CPR™), (T,¢) = (f,¢), alors T = f.

Proposition 5.4.12 L'application T € S'(R") — (2r)""2F(T) € S'(R™) induit une
isométrie sur L?(R™).

Preuve.— Soit f € L?(R™). 1l existe une suite (¢;); de fonctions de S(R") qui tend vers f
dans L?(R"). Le Corollaire 5.2.7 donne

165 = dallz2 = 2m)"2ll¢p — gl 2-

Donc la suite (q/b\]) est une suite de Cauchy de L?(R"), qui converge aussi vers un certain
g € L*([R"). Or (¢;) converge vers f dans S'(R"), donc ¢; converge vers f dans S’'(R™). Ainsi
f =g, donc f € L?>(R"). On peut alors passer & la limite dans I’égalité du Corollaire 5.2.7

1651122 = 2m)"? (15|12,
ce qui termine la preuve de la proposition. O

Remarque 5.4.13 |l existe des fonctions f de L?(R™) telles que x — e ~*¢ f(x) n'est intégrable
pour aucun & (par exemple, pour n = 1, f(z) = (14 |z|)~3/2). Par contre, pour R > 0, la fonction
gr définie par

gr(€) = /| s

tend vers f dans L?(R™) compte tenu de la Proposition 5.4.12, puisque flizj<r — fdans L2(R™).
On retrouve ainsi la formule de Plancherel : pour f € L2(R"),

A . . —iz-£
f) = lim | e @y
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5.5 Transformation de Fourier des distributions a support com-
pact

La transformation de Fourier échange la décroissance a I’infini d’une fonction avec la régularité
de sa transformée de Fourier, comme le montre par exemple I'inégalité

IDG)| e = | F (2L < 2% 11, & € S(R).

On ne peut pas décroitre plus vite a l'infini qu’en étant & support compact. Du coup, on ne
devrait pas étre surpris par les résultats de cette section.

5.5.1 Régularité

Proposition 5.5.1 Si T € £'(R™), sa transformée de Fourier F(T) est la fonction C* sur
R™ donnée par A
F(T)(E) = (Ts,e™%).

De plus il existe un entier m € N tel que, pour tout o € N”, il existe C, > 0 avec

[0°F(T)(E)] < Ca(l + €)™

Preuve.— D’apres le lemme de dérivation sous le crochet, la fonction v(§) définie par
U(f) = <Txa€7ix.£>

est une fonction C*°. On devrait écrire en fait v(¢) = (T}, x(x)e ™€), ot ¥ € C°(R™) vaut
1 dans un voisinage du support de 7', et 'on voit sur cette expression que les hypotheses du
lemme de dérivation sous le crochet sont bien vérifiées. On a aussi

0%v(€) = (T, (—iz)%e ™),

d’ou, pour une constante C' > 0, un entier m € N et un compact K qui ne dépendent que de
T,
0%0(&)| < C Y sup |07 ((—iz)*e )| < Ca(1+ (€)™

181<m rzeK

Il reste & montrer que T =wv. Or pour ¢ € C°(R™), on a, grace au lemme d’intégration sous
le crochet,

(T, 6) = (T, x(2) / eTEH(£)de) = / (T, x(@)e ) $(€)de,
dott T(€) = (T, x(x)e ™€), O

A titre d’exemple, on calcule la transformée de Fourier de la mesure de surface or de la sphere
812% de rayon R dans R3. On utilisera ce résultat plus loin.

Notes du cours D4AMA1U2, année 2011/2012. Version 1.03. Thierry Ramond



CHAPITRE 5. TRANSFORMATION DE FOURIER 49

Proposition 5.5.2 Pour R > 0, on a

sin(R[¢])

TR(€) = AmRI =

Preuve.— On commence par montrer que op est invariante par rotation : si A € GL,(R)
est une matrice orthogonale,

(0RoA,d) = (op,do AT /<z> 2)dor(x).
Or

R R
/0 lyl=r Hy)dor(y)d /|w|<R Py)dy /|z|<R A o) /0 ||=r oA a)dar(z)dr,

donc, en dérivant par rapport a R,
[ owdon) = [ o4 n)don(o)
lyl=R lz|=R

et oro A =o0g.
—_—

On a alors aussi op = opo A = MTltA'@} o'A™! = Gp o A. Donc G est également invariante

par rotation. Pour ¢ € R3\ {0}, il existe une rotation qui envoie ¢ sur (|¢[,0,0), et

() =aR(1€,0,0) = / 11l do ()

27 T
= / / eIl c0s0 B2 gin dAdg
0 0

=27 R? /7r e HRIEN 03O giny 9P,
0

d’ou le résultat en posant ¢t = cos®f. O

5.5.2 Le théoreme de Paley-Wiener

On vient de voir que la transformée de Fourier d’une distribution a support compact est une
fonction C*°. On a en fait beaucoup mieux : il s’agit d’une fonction analytique dans C", dans
le sens suivant.

Définition 5.5.3 Soit F': 2 € C™ — C une fonction définie sur I'ouvert 2 de C™. On sup-
pose que I est C' comme fonctions des 2n variables réelles (Re z1,Im 21, ..., Re z,,Im 2,,).
On dit alors que F' est holomorphe dans C" lorsque

VzeQVje{l,...,n}, 0.,F(z) =0,
87 = %(a‘fj +Zay )
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Les fonctions holomorphes de plusieurs variables sont un vaste sujet d’étude en elles-mémes.
Dans un premier temps, on retiendra qu’il s’agit de fonctions holomorphes de chacune de leur
variables, les autres étant fixées.

On commence par étudier le cas de la transformée de Fourier des fonctions régulieres a support
compact.

Proposition 5.5.4 i) Soit ¢ € C{°(R"), telle que supp¢ C B(0,r). Alors ¢ s'étend en
une fonction holomorphe F' sur C", qui vérifie

(5.5.8) VN € N,3Cx > 0,Vz € C", |F(2)] < Cn(1 + |2]) Nl =l

ii) Réciproquement, si F' : C" — C est une fonction holomorphe qui vérifie (5.5.8), alors il
existe ¢ € C3°(R™) telle que supp ¢ C B(0,7) et ¢(§) = F(&) pour tout { € R™.

Remarque 5.5.5 i) Si ¢ € C§°(R™) n'est pas la fonction nulle, sa transformée de Fourier
n'est pas a support compact, puisque, comme en une variable, la seule fonction holomorphe
dans C™ a support compact est la fonction nulle.

ii) Pour z = ¢ € R, (5.5.8) donne

YN €N, ¢(€) = 0((1+[¢))™).

Preuve.— Soit ¢ € C*°(R"). On voit facilement que

F(:) = () = [ "o (w)is

est holomorphe sur C™ grace au théoreme de dérivation sous le signe somme. Pour a € N”,
on a aussi

2%F(z) = /zo‘e_i”'zqﬁ(:r)dx = /(—Dm)a(e_iz'z)<b(:c)d:r = /e_ix'zDaqb(x)dx,
d’ou lexistence, pour tout IV € N, d’une constante Cy > 0 telle que

(1+ [2DN|F(2)] < CyeltmAl,

On montre maintenant le point (ii). Supposons que F' soit holomorphe sur C" et vérifie (5.5.8).
Alors F|gn € L', et la fonction

¢(z) =

(gi)n/em{F(f)df,

est C*°. Puisque q%(g) = F(§), il reste & montrer que supp ¢ C B(0,r).
On admet provisoirement que pour tout € R”,

1

(5.5.9) o) = @ / @ (&M p(¢ 4 i) de.
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Im &

i

TR Re &
—R R

En prenant n = A%, A > 0,onax-({+1in) =x-£+iMz|, |n| = X et pour N =n+1 (5.5.8)

]
donne

e EHM P (& +in)| < Coe NP (1 4 Ja) e
Donc pour tout A > 0,
6] < Cue ™ [(14 Jal) 1,

ce qui montre que ¢(x) = 0 lorsque |z| > r.

Revenons & (5.5.9). La fonction g : 23 — €®*F(z1,2') est holomorphe dans C, donc

/ ¢ F(21,2")dz = 0
VR

en particulier lorsque ygr est le bord du rectangle indiqué sur la figure ci-dessus. Grace a
(5.5.8), on voit facilement que les intégrales sur les cotés du rectangle tendent vers 0 quand
R — 400, ce qui montre que pour tout n; € R,

1

P(x) = @

[ e OO (e i, ..., 0))de.
11 suffit alors de répéter cet argument pour la fonction ¢ (x) définie par le membre de droite
de I’égalité ci-dessus. O

5.5.3 Le théoréeme de Payley-Wiener-Schwartz

La proposition précédente dit que la transformée de Fourier d’une fonction réguliere a support
compact inclus dans B(0,r) croit "un peu moins vite” que e"m 2l quand z s’éloigne de I'axe
réel. Dans le cas des distributions & support compact inclus dans B(0,r), la croissance est
juste "un peu plus rapide” que erlmz|,

Proposition 5.5.6 i) Soit T € &'(R™). On note m € N son ordre, et » > 0 un réel tel
que supp T’ C B(0, 7). Alors la fonction C* sur R™ ¢ — T'({) s'étend en une fonction F
holomorphe sur C™ telle que

(5.5.10) 3C > 0,¥z € C", |F(2)| < C(1 + |z])merIm=

ii) Réciproquement, si F': C" — C est une fonction holomorphe qui vérifie (5.5.10), alors il
existe T' € £'(R™) telle que suppT C B(0,7) et T(&) = F(§) pour tout & € R™.
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n

- J=1
de dérivation sous le crochet, on voit facilement que 0., F'(2) = 0 pour tout j. D’autre part,
puisque 7' € £'(R™), il existe C > 0 et m € N tels que pour tout compact K C R™ avec K

voisinage de supp 7,

Preuve.— Pour z € C, on pose F(z) = (T, e *%), ot z-x = >_"_, zjzj. Grace au théoréme

[F(2)] <C ) sup|og (™).

la|<m
Pour tout € > 0, on peut prendre K = m, et on obtient
[F(2)] < O(1 + |2 metfralim =],
et donc (5.5.10).

Réciproquement, supposons que F soit holomorphe sur C" et vérifie (5.5.10). Pour z = £ € R,
on a

[F(] < C1+1g)™,

donc Flgn € S'(R"™). On pose alors T = F~}(F|gn) € S'(R"), et 'on doit montrer que
suppT C B(0,r).

Soit (p.) une approximation de I'identité. Puisque supp p. C B(0,¢), d’apres le point (i) du
théoreme de Paley-Wiener, p, se prolonge en une fonction holomorphe sur C" telle que, pour
tout NV € N, il existe C'y > 0 avec

Be(2)] < On (14 [2)~Needtmel,

On pose Fc(z) = F(2)pe(z). D’apres 'inégalité précédente et (5.5.10), pour tout N € N, il
existe Cy > 0 tel que
|Fe(2)] < O(1 +|z]) Nelrtaltm=l,

Le point (ii) du théoreme de Payley-Wiener dit alors qu’il existe une fonction ¢. € C§°(R")
telle que supp ¢ C B(0,r + €) et ¢ = Fe.

Pour ¢ € C§°(R") telle que supp yNB(0,7) = 0, il existe ¢y > 0 tel que supp ) C B(0, R+¢€p)°.
On a donc

(T =(F @), 77 @) = [ FOF W)
—tim [ FOF @)©ds = tm [ OF 1 (w)(€)de

e—0t

~ lim / be(a)(x)dz = 0,

e—0t

ce qui montre bien que suppT C B(0,7). O

5.6 Convolution et transformation de Fourier dans S’(R")

On revient maintenant sur la convolution de deux distributions lorsque I'une d’entre elle est
dans S§’(R™). On va en particulier définir la convolution d’une distribution tempérée avec une
fonction de S(R™).

Notes du cours D4AMA1U2, année 2011/2012. Version 1.03. Thierry Ramond



CHAPITRE 5. TRANSFORMATION DE FOURIER 53

5.6.1 &'(R") xS(RY)

Proposition 5.6.1 Soit T € &'(R"™).
i) Si ¢ € S(R™), alors ¢ x T € S(R™). De plus il existe & € N tel que

Vp € N,3C, > 0,Vf € S(R™), Ny(¢*T) < CpNyi ()

ii) Pour ¢ € S(R™) et pour £ € R™, gﬁk\S(ﬁ) = <ZA>(§)S'(§)

Preuve.— Puisque ¢ est C*°, on sait que T * ¢ est une fonction C*°, et que
2*0(T % ¢)(a) = (T, 2°0]¢(x — y)).-

Puisque T est a support compact, T est d’ordre fini k, et il existe C' > 0 tel que, si suppT’ C
B(0, R),
[220°(T + ¢) ()] < C Y sup [9f(z*0d(x — y))|

<k ly|<R

<CY sup [290° (s — y)
<k WISE

<C Y s |((z—y) + )0 (@ —y)
<k WISE

é CNp'i‘k ((b) )

pour ||, |3] < p, ou la derniére inégalité s’obtient par exemple par la formule du binéme. On
a donc prouvé le point (i). Pour le point (ii), on utilise le lemme d’intégration sous le crochet :

T0(0) = [ Ty 000 — y))do

Ty, [ ol — y)da) = (1, [ o(2)az)
=(Ty,e V) 3(&) = T(€)$;(€).

Seule difficulté, il faut justifier le passage de la premiere a la seconde ligne alors que (z,y) —
¢(x—y) n’est pas supposée a support compact. Soit donc (¢;) une suite de fonction de Cg°(R"™)
qui tend vers ¢ dans S(R"). Le calcul précédent montre que

T x 6;(€) = T(€);(¢).
Or d’apres (i), T'* ¢; — T * ¢ dans S(R™). Puisque la transformation de Fourier est continue
sur S(R™) (cf. la Proposition 5.2.5), on a donc T'* ¢; — T * ¢. Enfin on voit facilement que
—

T(€)¢;(€) — T(£)$(€) dans S(R™). O

5.6.2 &(R)xS(RY)
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Proposition 5.6.2 Soit T € S'(R"), et S € &'(R"). Ona TxS € S'(R") et T S = S(&)T.

Preuve.— Soit ¢ € C5°(R"). Il existe une suite (¢;) de fonctions de C§°(R") telle que ¢ — 5
dans D'(R™). La Proposition 4.3.16 donne (T = @Z)j,vqﬁ) = (T,¢;* ). Or T'x¢p; — T % S dans
D'(R™) grace a la Proposition 4.3.13, et 1 * ¢ — S * ¢ dans C§°(R™). Donc

(TS5, ¢) = <T,¢j*¢>=jgl+noo<T*¢ja¢>= (T, 5+ ).

lim

o0

Or, puisque T € S'(R"), il existe C;C" > 0 et p,k € N tels que
(T, 5 % ¢)] < ONy(S * ¢) < C'Nppy1(9),

ou la derniére inégalité provient de la Proposition 5.6.1. Cela montre que T x S € S'(R").

Enfin pour ¢ € C°(R"), on a

donc ﬂ\S = ST. O

5.6.3 S(R")*S'(R")
Pour T' € £&'(R™) et ¢ € C°(R™), on a vu que T * ¢ est la fonction C*° définie par

T+ ¢(x) = (Ty, o(x — y))-

Lorsque T' € 8'(R™), le membre de droite de cette égalité garde un sens pourvu que ¢ € S(R™).
Plus précisément

Proposition 5.6.3 Soit T' € §'(R"), et ¢ € S(R™). La fonction = — (T}, ¢(x — y)) est bien
définie et appartient a C>°(R").

Preuve.— On commence par montrer que pour ¢ € S(R™), la fonction 9 : y — o(x — y)
appartient & S(R™). Soit «, 5 € N", avec |a/, |5] < p.

() = (~DP(y — 2 + 22 @%)( —y) = (-1 T (j) Iy — 2)°(0%6)(x — y)

Donc

(5.6.11) N, < 3 (2)IM0) < O+ P M),

V<«
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et g:ax— (T, p(x —y)) est bien définie.

On veut montrer que g € C*°(R"™). Il s’agit encore une fois de dériver sous le crochet, alors
que (z,y) — ¢(x — y) n’est pas a support compact en y - méme si l'on suppose que = varie
dans un compact, ce que I’on peut toujours faire pour montrer la régularité de g.

Soit donc K C R un compact, et (¢;) une suite de fonctions de C5°(R™) qui converge vers
¢ dans S(R™). II résulte du lemme de dérivation sous le crochet que la fonction g;(z) =
(Ty, ¢j(x —y)) est C*> sur K et que, pour tout o € N*,

9%gj(x) = (Ty, (0%¢;)(z — y))

L’inégalité (5.6.11) ci-dessus montre que y — (0%¢;)(z — y) tend vers y — (0%¢)(z — y) dans
S(R™) uniformément par rapport a z € K. Ainsi

0%gj — (Ty, (0°¢)(z — y))

uniformément sur K, ce qui montre que g est C* sur K et que

9%g(x) = (Ty, (0%9)(z — y)).

Définition 5.6.4 Pour T' € S'(R") et ¢ € S(R™), on appelle produit de convolution de T’
et ¢ la fonction de C*°(R™) définie par T * ¢(x) = (Ty, p(x — y)).

Exercice 5.6.5 Montrer que si T € S'(R"), ¢ € S(R™) et ¢ € C§°(R"), alors

(T * ¢, 1) = (T, 9% ).

On remarque d’abord que puisque T x ¢ € C*°(R"), T x ¢ € D'(R"), et le membre de droite a
bien un sens. Il suffit ensuite d'écrire

(T % 6,9) =((T, d(z — v)), ¥(x)) = (@) @Ty,qb(x )
(T, ($(2), bz —v)) ) = (T, / e dz) = (T, 3% ).

Proposition 5.6.6 Pour T € S'(R") et ¢ € S(R"), ona T+ ¢ € S'(R"). De plus T ¢ =
P(&T.

Preuve.— Soit ¢ € C§°(R™). Puisque T' € §'(R"), il existe C' > 0 et p € N tels que

(T ¢, 90)| ST, ¢ x )| < ONp(¢p % ¥0) < CNpsng1(8) Np(1)),
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ou la derniére inégalité n’est autre que (5.2.5). Donc T * ¢ € S'(R™).
Enfin en utilisant le point (ii) de la Proposition 5.2.9, on a, pour ¢ € C3°(R"),
(T 6, ) = (T 6,4) = (T, 6+ ) = (2m) (T, ¢ 5 40) = (T, 6) = (9T ).
O

Exercice 5.6.7 Soit T' € S'(R™). Montrer que si ¢; — ¢ dans S(R"), alors T« ¢; — T * ¢
dans S(R™).

5.7 L’équation des ondes

On s’intéresse ici & I’équation des ondes Cu = 0 dans R = R, x R?, ot le D’Alembertien
[ est 'opérateur différentiel

Du(t, z) = Ofult,z) — Z 8]2ju(t, x) = OZu(t, x) — Aul(t, ).
j=1

Les physiciens considerent que les solutions de cette équation décrivent correctement les ondes
qui se déplacent a vitesse 1 au cours du temps ¢ dans I’espace R™. On va voir que le matériel
développé dans les paragraphes précédents permet d’établir des propriétés particulierement
importantes (des solutions) de 1’équation des ondes.

Cette équation fait partie de la famille des équations d’évolution : la variable ¢ joue un role
particulier. On commence par introduire une transformation de Fourier adaptée a ce genre
d’équations.

5.7.1 Transformation de Fourier partielle

Définition 5.7.1 Soit ¢ € S(R? x RY). La transformée de Fourier partielle (par rapport aux
q derniéres variables) de ¢ est la fonction ¢(t,§) = F,_.c(¢(t, x)) définie sur RP x R? par

B(t, &) = / e~ p(t, x)dx.

En raisonnant a t € R? fixé, la Proposition 5.2.5 donne immédiatement la

Proposition 5.7.2 La transformation de Fourier partielle F,_.¢ est un isomorphisme de I'es-
pace vectoriel S(RP x R?), d'inverse Fg_lw donné par

1

Fe2al9(69) = G

/ eES (1, €)de.
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De plus la transformation de Fourier partielle est continue, dans le sens ou, pour tout k € N, il
existe C > 0 telle que

Vo € S(RP x RY), Np(¢) < CNiyqr1(9).

On définit la transformation de Fourier partielle des distributions tempérées par dualité :

Définition 5.7.3 Soit T' € S'(RP x RY). La transformée de Fourier partielle de 7" est la
forme linéaire T' = F¢_,,(T) sur S(RP x R?) définie par

<ffﬂx(T)a ¢> = <T> j:‘xﬂf(b)‘

Proposition 5.7.4 La transformation de Fourier partielle F¢_,, est un isomorphisme de I'es-
pace vectoriel S'(RP x R?), d'inverse

-1

De plus si Tj — T dans S'(R? x R?), alors fj — T dans S'(RP x RY).

On a enfin les propriétés

DT = ¢°T, 2oT = (—D¢)*T, et DT = DT,

Exercice 5.7.5 F¢_.;(01=0¢=0) = 6¢t=0 ® 1. En effet, pour ¢ € S(R? x RY),

(Fea(b1=0£=0), ) = (0t=0,6=0, Fuo—e(9)) = <5t0,§0,/6_m'§¢(ta z)dr) = /¢5(0,~’U)d$-

5.7.2 Solution élémentaire de 1’équation des ondes

On cherche E € S&'(R'*") telle que OF = 4. Pour des raisons qui vont apparaitre dans la
discussion, on cherche E & support dans le futur, c¢’est-a-dire telle que

(5.7.12) supp £ C Rt x R™.
Supposons que FE satisfait ces conditions. On doit avoir OF = d¢—0 ® 1, ou encore

(5.7.13) O2E — |€)°E = 61— © 1¢.
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Sur {(t,€) € R ¢ # 0}, on doit donc avoir
OLE — |€|*E = 0.
Pour chaque £ fixé, les solutions réelles de cette équation sont les fonctions
t - ag cos(t[€]) + be sin(t]¢]),
oll ag,be € R. Compte tenu de la condition (5.7.12), on cherche donc E sous la forme
E = (a(€) cos(t[€]) + b(¢) sin(t|¢])) H ().

Pour une telle distribution E, on calcule facilement

0. E =(a(€) cos(t[€]) + b(€) sin(t[&]))d=o + (—al(&)[¢] sin(t[€]) + b(€)[¢] cos(t[€]) H(¢)
=0t=0 ® a(§) + (—a(©)|&] sin(tl¢]) + b(E)[€] cos(tlE])) H (1),

et
OpE = 829 ® a(€) + Si=0 @ b(&)[¢] — |£[*(a(&) cos(t|&]) + (&) sin(¢[<]) H (1)

Donc, & condition que les calculs précédents aient un sens, E vérifie (5.7.12) et (5.7.13) pour
a=0 et b(&) =1/|f], c’est-a-dire quand

~  sintf¢|
E—
€l

H(t).

sin t|¢]
= €]
de E. Elle est aussi bornée, donc ’expression ci-dessus définit bien une distribution tempérée.

On a donc prouvé une bonne partie de la

La fonction (t,&) est C*°, donc les calculs qui précedent sont valides pour ce choix

Proposition 5.7.6 L'équation des ondes admet une unique solution élémentaire dans
S’(R'*™) supportée dans le futur. Il s'agit de la distribution

sin ¢|¢]
€]

E(t,x)=F' (

r—E

H(t)).

Preuve.— Il reste a montrer I'unicité. Supposons que F; et Fo soient deux telles distribu-
tions, et posons G = F1 — E5. On a G =0 et suppG C RT x R™. Or

0G =0 <= 902G — [£PG = 0 < (8, — i|¢])(8; + i|¢])G = 0 < 9,(* €19, (e~ €N @) = 0.

On a donc e2¢19, (e ”‘HG) Cste = 0 compte tenu de la condition sur le support de G, puis
e~ ElG = Cste = 0 encore une fois parce que supp G C {t > 0}. Donc G= 0,et G=0. O

Exercice 5.7.7 Reprendre ce qui précede pour
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i) I'équation de la chaleur 9;u — Au = 0. On trouve

H(t)  _jop2/a

E(t,z) = Aty

ii) I'équation de Schrédinger i0yu — Au = 0. On trouve

H(t) ilz|? /4
E(t,z) = W€| /4t

On notera que dans ces deux cas on a une expression explicite grace au résultat sur la transformée
de Fourier des gaussiennes.

5.7.3 Support de la solution fondamentale

Pour n = 3, la Proposition 5.5.2 donne

sin(t[¢])
[

ot o; désigne la mesure de surface sur la sphere S? C R3 de rayon t. On en déduit une
expression plus simple de la solution élémentaire E. Pour ¢ = ¢ € S(R'™3), on a en effet

54(€) = dnt

(E®), (t,€)) =(Es,9(1,€)) = / Sy, € dede

rivs [€]

+o0
- [Tt e

+o0o
[ e

+oo
(5.7.14) :/O ﬁ@, 6(t, )\ dt.

Sur cette expression, on voit en particulier qu’en dimension 3 d’espace

supp E(S)(t,x) ={(t,z),|z| = t}.

Exercice 5.7.8 Pour n = 2, montrer que

1 1
E® (t,z) = 21 (/12 — 22 — 42
0 sinon.

pour 2 + y2 < t2,

On notera qu'en dimension 2 d'espace,

supp E(2)(t,a:) ={(t,z),|z| < t}.

De maniere générale, on ne peut donc pas faire mieux que la
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Proposition 5.7.9 Soit E(™ la solution élémentaire de I'équation des ondes dans S’(R'*™)
a support dans le futur. Pour tout n > 1, on a

supp EM™ C {(t,z), |z| < t}.

Preuve.— C’est une conséquence du théoreme de Paley-Wiener-Schwartz! On sait en effet

que F = ]:jm(sm‘(g&l)). Soit alors F': C" — C la fonction définie par

Fz) = sin(¢]z])

2|

On remarque que

B h(z)kt2k+1
F(z) = kzm(_l)k(%-i-l)!’

ot 2+ h(z) = |z|* = > 1<ij<n zJZ est holomorphe sur C". Donc F' est holomorphe sur C". De
plus un calcul simple montre qu’il existe C' = Cy > 0 tel que

[F(z)] < (1 +C(0))el ™=,

Le point (ii) de la proposition 5.5.6 donne donc supp E,, C {(t,z), |z| < t}. O

5.7.4 Le probleme de Cauchy

On s’intéresse enfin aux solutions éventuelles du probleme de Cauchy pour 1’équation des
ondes. En raison encore une fois du role particulier que joue la variable ¢, on est conduit a la

Définition 5.7.10 Soit (7});cr une famille de distributions tempérées sur R™. On dit que
(T3) € C*(R, S'(R™)) lorsque pour toute fonction ¢ € S(R™), la fonction

t— <Tt7 (b)

est C> sur R. On note alors (7}) et (7}) les familles de distributions tempérées sur R” définies
par

(T}, ¢) = 0Ty, ¢), (Ty,9) = O5(Ty, 9),... ¢ € SR").

Soit £ = ]—"gjx(SiTé'le (t)) la solution fondamentale de I’équation des ondes dans R*". E

définit clairement une famille (E}). Puisque E; = F _I(Sh‘lgl‘él H(t)), E} appartiennent a S'(R"™)
pour tout ¢ € R. Pour ¢ € S(R™) on a

sin t|¢|

-1
] F(9)(&)de,

(End) = (B 7 (0) = HO) |
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donc t — (E}, ¢) est C* sur [0, +oo] (et aussi bien str sur | — oo, 0], mais pas sur R). Autrement
dit E € C*([0, 4+o0[, S'(R™)), et

By = F L (cos(té]), Er = F L (—[¢]sin(t[¢])).

En particulier Ey = 0, Ey = 6,0, et Ey = 0. Notons enfin que pour ¢ € S(RM™),

B sint|g| ~ 51nt\§\~ B _
E.0) = OG- [ [ a= o gaca = [ (5ot )ar

De maniere générale, on a la

Proposition 5.7.11 Soit (7;) une famille de distributions dans C*°(I,S'(R™)), ou I est un
intervalle de R. La forme linéaire T" sur Cg°(I x R™) définie par

(5.7.15) (T,¢) = /I<Tt, o(t,.))dt

est une distribution de D'(I x R™).

On revient a l’équation des ondes. Puisqu’elle est invariante par renversement du temps,
on peut se concentrer sur la résolution du probleme de Cauchy pour les temps ¢ > 0. On
cherche donc les distributions 7' associées a des familles (73) € C*®(RT,S'(R™)) telles que,
pour F,G € §'(R™) données,

OT = 0 dans D'(R4+ x R™),
(5.7.16) Ty = F,
Ty =G.

Proposition 5.7.12 Le probleme (5.7.16) admet une unique solution 7T dans
C®(R™,S'(R™)). Elle est donnée par (5.7.15) avec
(5.7.17) T, =E; «G+FE;«F,

ou E = (E,) est la solution élémentaire du D'Alembertien définie dans la Proposition 5.7.6.

Preuve.— Compte tenu de I’exemple ci-dessus, on a bien Ty = Egx G+ Eo * ' = F. De plus
TO—EO*G—I—EO*F G. On a aussi, pour t > 0, Tt Et*G—i—Et*F Donc

Ty, = —|¢|sin(t|e)C — [¢[2 cos(tle F = —[¢[*T,

d’ott Ty = AT;. On veut montrer pour toute ¢(t,z) € C°(R'*"), on a (OT, ¢) = 0. Or

+oo +oo +o0o
(OT, ¢) =(T,0) = /0 (T3, O(t, ) dt = /0 (T 036t Nt — [ (T Ad(r, )t

o0 oo ’
- / (T, 02(t, ) dt — / (T (1, ))dt.
0 0

Pour conclure, on utilise le résultat suivant
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Lemme 5.7.13 Soit (T3) € C*®(R,8'(R")), et ¢¥(t,z) € C(R™). La fonction t
(Ty,(t,-)) est C* sur R, et

O((Ty p(t,-)) = (T, (¢, ) + (Th, Otp(t, ).

On a donc

+00 +o0 +oo +oo
2 . = . — .t, t 5 " - - .ta t 5" )
| mdko nat= [ aumaepd— [ dastnd =~ [ oo )

puisque ¢ est a support compact. En répétant le méme argument on trouve

—+o00 “+o00 .
/ (T, B26(t, ))dt = / (T (1, ),
0 0
d’ou T = 0.

Il reste & démontrer I'unicité. Supposons donc que U = (U;) et V' = (V) soient deux solutions
du probleme (5.7.16), et posons Gy = H (t)(Up — V;). On a G = 0, et supp G C {t > 0}. En
particulier, compte tenu de ce que I'on sait du support de E, E et G sont convolables comme
distributions de D’(R'*"), et

0=FE+0G=0FEx*G)=(0FE)*G =20 *xG =G,
Donc U = V. O

Proposition 5.7.14 Soit T € C*(R,S'(R™)) la solution du probléme de Cauchy (5.7.16),
avec F,G € Cg°(R™). Alors T; € C3°(R™) pour tout t > 0, et la quantité

B(t) = 0Tl 22 gy + VT2 )

ne dépend pas de t.

Preuve.— Le fait que T; € C§°(R") se lit directement sur (5.7.17). On note u = (1) €
C>®(R1*™), et on calcule

OLE(t) =0y(Opu, Ou)r2 + 0y Y _(9ju,0ju)r2 = 2Re(Dfu, dpu) 12 + 2Re Y (0,05, Oju) 2

j=1 j=1
n
=2Re(07u, Opu) g2 — 2Re Y (9,03;u, Ou) 2 = 2Re(Du(t, x), dyult, x)) r2(rn) = 0.
j=1
O
Pour conclure, on énonce quelques propriétés de la solution du probleme de Cauchy pour

I’équation des ondes. Tout d’abord les ondes se propagent a vitesse finie, et vérifient le célebre
Principe de Huygens (fort) en dimension 3 d’espace. Précisément
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Proposition 5.7.15 Si F, G sont des fonctions C*° a support dans B(0, R), alors, pour ¢t > 0,
i) suppT; C B(0, R+ |t]).
ii) De plus, en dimension 3, T} est nulle dans {(t,z) € R'*3,|t| > R, |z| <t — R}.

Preuve.—(i) se lit sur la formule (5.7.17), compte tenu de la Proposition 5.7.9. On a par
exemple

supp E; * G C supp Fy +supp G C B(0, R) + B(0, |[t|) € B(0, R+ |t])

(ii) En dimension 3 d’espace, on sait que supp E; = {|z| = t}. Supposons t > R, et |z| < t—R.
Pour w € S?, on a
|z — tw| >t — |z| > R,
donc G(z — tw) = 0. De ce fait [, G(z — tw)dw = 0 et
1
E;«G(x) = (B, G(x — ) = R(at, G(z—-))=0.

On a aussi Fy * F(z) = (B, F(x — ) = 8:(Ey, F(z — -)) = 0 par le méme raisonnement. O

Finalement, on énonce une conséquence de la propagation a vitesse finie :

Proposition 5.7.16 Soit F, G des fonctions C§°, et u € C>®(R'"™) la solution du probleme
de Cauchy 5.7.16 correspondant. La valeur de u en (fg,79) € R x R™ ne dépend que des
valeurs de F' et G dans {t = 0} N C(tg, zo), ou C(to,xo) est le "cdne rétrograde” défini par

C(to,z0) = {(t,x), t < to, |z — xo| < to —t}.

Preuve.— Il s’agit de montrer que si F' = G = 0 dans C(tg, zo) N{t = 0}, alors u(tg, z9) = 0.
Or dans ce cas, supp G C {|z — x| > o}, donc

supp By « G C {|z| <t} + {|z — zo| > to} C {|x — x| > to — t}.

On a la méme inclusion pour supp E; * F, donc u est nulle dans C (to, o). Par continuité, on
a donc bien u(tg, zg) = 0. O
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