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Mode d'emploi de cette th�ese

La grande majorit�e des r�esultats que nous allons exposer ici ont donn�e lieu �a des
articles d�ej�a r�edig�es. Nous en avons pro�t�e pour adopter une m�ethode de r�edaction
malhonnête mais dot�ee de nombreux attraits.

Dans les articles math�ematiques, o�u il faut faire court, les aspects techniques
incompressibles occupent un volume important au d�etriment des id�ees. Ici, �a l'in-
verse, nous avons d�ecid�e de ne donner dans le corps du document que tr�es peu de
d�emonstrations ; cela permet de ne conserver que ce qui est au fond essentiel, de
multiplier exemples et r�ef�erences culturelles et d'obtenir un texte facilement lisible.
Cela risque en revanche de donner au lecteur une id�ee fausse de la complexit�e des
r�esultats �enonc�es ici ; on s'apercevra bien vite qu'en tout cas cela attribue �a chaque
chapitre un volume qui n'est proportionnel ni �a la taille des articles correspondant,
ni �a la longueur des preuves de ce qu'il contient. Si cela signi�e que tout ce que
nous exposons peut sembler �egalement simple et naturel, nous nous en r�ejouirons.

Puisque nous faisons des math�ematiques, il faut bien fournir des d�emonstrations
�a nos r�esultats. Nous avons joint �a cette th�ese les articles r�edig�es ; la plupart des
preuves se trouve dans ces articles. Cependant, ceux-ci sont �a prendre comme des
annexes. Nous entendons par l�a que le corps poss�ede en propre ses notations, sa bi-
bliographie et sa num�erotation mais surtout nous incitons le lecteur �a se pr�eoccuper
avant tout du texte de la th�ese. Hormis mention explicite du contraire toute r�ef�erence
renvoie �a un �el�ement du corps lui-même. Les articles utilisent parfois des notations
di��erentes des parties de la th�ese qui lui correspondent ; lorsque nous renvoyons le
lecteur �a l'un des articles nous signalons les am�enagements de notation �a prendre en
compte. La bibliographie g�en�erale a �et�e plac�ee en avant du texte pour �eviter qu'elle
se confonde avec la bibliographie des articles. L'article [AP2], qui n'a pas de liste
de r�ef�erences ind�ependantes, utilise la bibliographie du corps du texte.

En�n, les d�emonstrations les plus importantes et les plus instructives sont �ebau-
ch�ees dans le texte ; les d�emonstrations des r�esultats qui n'apparaissent pas dans
les articles sont donn�ees in extenso dans le corps.
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Introduction

Pourquoi des probabilit�es quantiques ?

On peut s'int�eresser aux probabilit�es quantiques pour des raisons purement
math�ematiques ; celles-ci sont en e�et l'une des extensions non commutatives pos-
sibles de la th�eorie classique des probabilit�es. Elles sont, plus pr�ecis�ement, l'exten-
sion qui suit le formalisme hilbertien de la m�ecanique quantique tel que l'a d�e�ni
von Neumann (voir [vNe] ou [Dav]).

Nous pr�ef�erons justi�er l'introduction des probabilit�es quantiques par la raison
peu �el�egante de la n�ecessit�e. En e�et, on sait que la th�eorie physique de la m�ecanique
quantique est intrins�equement al�eatoire ; on a donc essay�e d'utiliser les probabilit�es
classiques pour mod�eliser les al�eas li�es �a toute mesure de grandeur physique. Les
exp�eriences d'Aspect (\exp�erience d'Orsay") et les in�egalit�es de Bell ont cependant
montr�e que des situations même extrêmement simples fournissent des observations
qui ne peuvent être d�ecrites par la th�eorie probabiliste classique (voir �a ce sujet
[KM1]). Il a donc �et�e n�ecessaire de cr�eer une nouvelle th�eorie ad hoc.

La m�ecanique quantique associe �a tout syst�eme physique un espace de Hilbert,
appel�e espace d'�etat ; les grandeurs mesurables du syst�eme sont alors repr�esent�ees
par les op�erateurs autoadjoints sur l'espace d'�etat. En accord avec ce formalisme,
les probabilit�es quantiques auront donc pour nouvelles \variables al�eatoires" des
op�erateurs sur des espaces de Hilbert.

Calcul stochastique quantique

Les probabilit�es classiques prennent leur v�eritable ampleur une fois que l'on
d�e�nit les int�egrales stochastiques et que l'on a un vrai calcul stochastique ; la
situation est identique dans le cas quantique. Les int�egrales stochastiques quantiques
ont �et�e d�e�nies initialement par Hudson et Parthasarathy (dans [H-P]) a�n de
formaliser les \�equations de Langevin quantiques" des physiciens, o�u apparaissaient
des termes de bruit de nature quantique. Une int�egrale stochastique quantique est,
dans ce cadre, une int�egrale du type

R
Hs da

�
s o�u les Hs sont des op�erateurs sur

l'espace de Hilbert consid�er�e, et les bruits quantiques da� sont des \di��erentielles"
d'op�erateurs a�. Le calcul stochastique quantique, qui a �et�e am�elior�e par les travaux
de Attal, Meyer, Belavkin et Lindsay entre autres, est maintenant un outil robuste :
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on dispose d'une formule d'Itô, de crit�eres d'existences de solutions aux �equations
di��erentielles stochastiques, etc. (on pourra consulter[At5] pour un expos�e g�en�eral).

Il est donc particuli�erement int�eressant de pouvoir �ecrire un op�erateur donn�e
sous la forme d'une int�egrale stochastique quantique ; il se pose alors naturelle-
ment la question de savoir si cela est possible. On sait depuis le contre-exemple
de Journ�e (voir [J-M]) que cela n'est pas possible en g�en�eral et que les facteurs
d�eterminants ne se limitent pas �a des consid�erations de domaine ; les r�esultats posi-
tifs �a cette question sont cependant en nombre tr�es limit�e (voir [P-S], [At3], [Co2]).
Un autre type de repr�esentation poss�ede un int�erêt �equivalent : les repr�esentations
en op�erateurs �a noyaux de Maassen-Meyer. Les r�eponses connues �a la question de
la repr�esentabilit�e nucl�eaire ne sont cependant pas plus nombreuses que pour les
repr�esentations int�egrales.

Au d�ebut de cette th�ese, le th�eme de nos travaux �etait sp�eci�quement celui-ci :
apporter des �el�ements de r�eponse �a ces questions de repr�esentabilit�e.

Approximations discr�etes du calcul stochastique quantique
Un outil d�evelopp�e par Attal �a cette �epoque est cependant venu perturber nos

occupations : il s'agit d'une m�ethode explicite d'approximation du calcul stochas-
tique quantique par un analogue \�a temps discret", d�e�nie dans [At7].

Cette approximation �etait consid�er�ee depuis longtemps par les physiciens ; parmi
les math�ematiciens elle �etait en g�en�eral consid�er�ee comme une source d'inspiration
(voir [Me1]). Leitz-Martini a enti�erement d�e�ni le calcul stochastique quantique
par des techniques d'analyse non-standard �a partir du calcul �a temps discret (voir
[LeM]) mais le cadre de sa construction semble disjoint de celui qui nous int�eresse
en g�en�eral. La m�ethode de Attal, en revanche, fait cohabiter les deux th�eories dans
un même cadre.

De plus, la m�ethode de Attal est compl�etement explicite en termes de calcul
d'Itô abstrait. Ce calcul est un outil particuli�erement maniable et �evocateur et est
�a la base de l'approche Attal-Meyer de la th�eorie de l'int�egration stochastique.
Cette nouvelle m�ethode semble donc bien se prêter �a l'approximation des int�egrales
stochastiques quantiques.

Il a �evidemment fallu commencer par donner un sens pr�ecis �a l'int�egration sto-
chastique quantique �a temps discret puisque cela n'avait �et�e fait que dans le cadre
de la dimension �nie ; cette th�eorie de l'int�egration est pr�esent�ee dans le chapitre 1
et dans l'article [Pt2] que l'on trouve en annexe B.

Questions de repr�esentations en temps discret
Cette m�ethode d'approximation montrait que des crit�eres en temps discret de

repr�esentabilit�e en int�egrales stochastiques ou en op�erateurs �a noyau pouvaient me-
ner �a des �el�ements de r�eponse pour le cadre �a temps continu. De plus, trouver
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des crit�eres en temps discret semblait plus facile. Nous avons donc commenc�e par
chercher de tels �el�ements de r�eponse ; notre premi�ere approche a �et�e d'utiliser le
fait que, en temps discret, les propri�et�es d'adaptabilit�e des op�erateurs permettent
essentiellement de se ramener �a des situations de dimension �nie.

Il apparut bien vite que les r�esultats obtenus suivant cette approche ne sont
pas suÆsants. Nous avons donc adopt�e une autre m�ethode : celle-ci, utilisant des
outils d�e�nis par Lindsay et certaines propri�et�es sp�eci�ques au temps discret, nous
a permis d'obtenir des r�eponses satisfaisantes �a la question de la repr�esentabilit�e en
op�erateurs �a noyau dans ce cadre, et cela avec des formules explicites pour le noyau
associ�e �a un op�erateur. Par ailleurs, �a partir de ces r�esultats nous avons pu obtenir
des r�esultats analogues et tout aussi explicites pour les repr�esentations int�egrales.

Ces r�esultats sont pr�esent�es dans le chapitre 2 et font l'objet de la publication
[Pt1], jointe en annexe A.

Formules d'Itô �a temps discret et �a temps continu
On s'aper�coit en d�e�nissant l'int�egration stochastique �a temps discret que celle-

ci pr�esente une di��erence majeure avec le calcul stochastique �a temps continu :
celle-ci r�eside dans les formules d'Itô exprimant la composition de deux int�egrales.
On a consid�er�e cette di��erence, que l'on observe imm�ediatement en dimension �nie,
comme rendant impossible l'utilisation eÆcace du calcul stochastique �a temps dis-
cret comme moyen d'approcher son analogue �a temps continu. Puisque nos r�esultats
de repr�esentation nous permettaient d'exprimer l'approximation d'une int�egrale sto-
chastique

R
Hs da

�
s, nous nous sommes propos�e le but suivant : red�emontrer la for-

mule d'Itô �a temps continu en n'utilisant rien d'autre que notre m�ethode d'approxi-
mation (dans laquelle la formule d'Itô n'intervient pas) et la formule d'Itô �a temps
discret. C'est ce que nous exposons dans le chapitre 4 et dans l'article [Pt2] pr�esent�e
en annexe B, montrant ainsi que la di��erence entre formules d'Itô n'est en rien une
obstruction �a ce que l'approximation de Attal soit un outil utile.

Dans ce chapitre 4 nous rappelons par ailleurs enti�erement la m�ethode de Attal,
avec de rares modi�cations qui simpli�ent l�eg�erement son utilisation.

Retour sur la repr�esentabilit�e des op�erateurs
Nous avons par la suite essay�e d'utiliser nos r�esultats de repr�esentabilit�e en

temps discret pour obtenir des r�esultats en temps continu. Malheureusement, les
conditions analytiques n�ecessaires pour que nous puissions appliquer nos r�esultats
et que les repr�esentations soient conserv�ees dans le passage �a la limite sont telles
que nous avons pu, suivant cette m�ethode, red�emontrer des r�esultats connus mais
h�elas rien de nouveau.

Nous avons donc adopt�e une autre approche, qui consiste �a consid�erer nos for-
mules explicites de repr�esentation et les formules obtenues par passage �a la li-
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mite comme des informations a priori sur les int�egrandes apparaissant dans une
repr�esentation int�egrale d'un op�erateur donn�e. On peut alors, �a partir de ces infor-
mations, chercher des conditions pour pouvoir d�e�nir rigoureusement ces int�egrandes,
pour que l'on puisse consid�erer les int�egrales stochastiques associ�ees et en�n pour
que les int�egrales obtenues repr�esentent bien l'op�erateur qui nous int�eresse. Cette
m�ethode pr�esente un inconv�enient : pour estimer les formules a priori des int�egrandes
il faut que l'op�erateur consid�er�e permette des calculs explicites.

Nous avons donc appliqu�e cette m�ethode aux op�erateurs de seconde quanti�-
cation et de seconde quanti�cation di��erentielle, op�erateurs tr�es utilis�es en phy-
sique. Nous en avons tir�e une caract�erisation simple de ceux de ces op�erateurs
qui admettent une repr�esentation int�egrale, avec des formules explicites pour les
int�egrandes.

Ces r�esultats, ainsi que notre premi�ere approche, sont pr�esent�es dans le chapitre
5. Les crit�eres de repr�esentabilit�e pour les op�erateurs de seconde quanti�cation
(di��erentielle ou non) sont par ailleurs expos�es dans l'article [Pt3] que l'on trouve
en annexe C.

Equations di��erentielles stochastiques quantiques et interactions r�ep�et�ees
en m�ecanique quantique

Nous avons ensuite cherch�e �a voir si nos r�esultats �etaient assez puissants pour
que l'on puisse obtenir la convergence de solutions d'�equations aux di��erences vers
les solutions des �equations di��erentielles obtenues en passant formellement �a la
limite. Nous avons obtenu des r�esultats tr�es g�en�eraux de convergence.

Nous nous sommes aper�cus par la suite que ces r�esultats avaient une port�ee bien
plus grande en termes physiques : en e�et, ils montrent que l'op�erateur d'�evolution
associ�e en m�ecanique quantique �a une interaction r�ep�et�ee (ce qui couvre un cadre
tr�es large) est donn�e, �a la limite, comme la solution d'une �equation di��erentielle sto-
chastique quantique que l'on peut expliciter. Nous pouvons ainsi d�ecrire le passage
d'�evolutions discr�etes �a des �evolutions continues en un sens plus pr�ecis que dans
les r�esultats de convergence connus jusqu'alors : notre passage �a la limite prend en
compte l'�evolution des deux entit�es entrant en interaction et pas seulement l'une
des deux.

Ces r�esultats sont pr�esent�es dans le chapitre 6 et dans l'article [AP1], �ecrit en
collaboration avec St�ephane Attal et pr�esent�e en annexe D.

Nous n'avons pu, pour des raisons de volume et d'unit�e de sujet, rappeler autant
que nous l'aurions voulu le formalisme des �evolutions dans les syst�emes quantiques
ouverts ni justi�er notre int�erêt pour les objets que nous �etudions. Nous renvoyons
donc le lecteur �a [Dav] ou [Reb].
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Convergences de marches al�eatoires et �equations de structure
Nous n'avons pas parl�e encore des r�esultats contenus dans l'article [AP2], �ecrit

en collaboration avec St�ephane Attal : c'est que nous nous sommes aper�cus que,
parmi les r�esultats qu'il contient, ceux que l'on ne retrouve pas dans d'autres de
nos articles sont d�ej�a connus.

Cet article garde cependant un int�erêt en ce qu'il adopte un point de vue nou-
veau. Il provient de la question des interpr�etations probabilistes �a donner aux es-
paces de Fock �a temps discret de multiplicit�e sup�erieure au classique \b�eb�e Fock".
Nous nous sommes aper�cus que, lorsque l'on consid�ere des marches al�eatoires dans
R
n , on peut tout �ecrire dans une structure alg�ebrique qui est compl�etement ind�epen-

dante de la loi de la marche ; tout le contenu probabiliste est alors contenu dans des
�equations de structure �a temps discret. Nos techniques d'approximation permettent
alors d'observer que, suivant la forme des �equations de structure associ�ees �a une
marche al�eatoire, une renormalisation de cette marche converge vers un processus
qui s'explicite comme une somme d'un mouvement brownien et de processus de
Poisson.

Ces r�esultats sont �evoqu�es tout au long de cette th�ese, dans des exemples ; ils
sont par ailleurs pr�esent�es sous une forme non d�e�nitive dans l'article [AP2] que
l'on trouve en annexe E.
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Premi�ere partie

Pr�esentation des r�esultats obtenus
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Chapitre 1

Calcul stochastique quantique sur

l'espace de Fock �a temps discret

Dans ce chapitre, nous d�e�nissons l'espace de Fock \�a temps discret" et le calcul
stochastique quantique qui lui est associ�e.

Dans la section 1.1, nous justi�ons tr�es rapidement l'apparition de cet espace par
des raisons compl�etement ind�ependantes de l'id�ee d'approximation de l'espace de
Fock �a temps continu. L'une de ces justi�cations provient de la physique quantique,
l'autre des probabilit�es classiques.

Dans la section 1.2, nous d�e�nissons le calcul d'Itô abstrait et la th�eorie de
l'int�egration stochastique quantique �a temps discret. Ces outils sont intuitivement
plus simples �a manier que leurs analogues �a temps continu ; il est cependant �evident
que, pour que nous puissions utiliser de mani�ere eÆcace le proc�ed�e d'approximation,
il faut des �enonc�es pr�ecis. C'est ce qui justi�e le d�eveloppement de la th�eorie telle
que nous la pr�esentons. Nous n'y d�ecrirons pas les repr�esentations en noyaux : le
sens �a donner �a ces repr�esentations est discut�e dans le chapitre suivant.

Ces deux sections correspondent approximativement �a la premi�ere partie de
l'article [Pt2].

Dans la section 1.4, nous d�ecrivons les espaces de Fock �a temps discret \de
multiplicit�e sup�erieure �a 1", que nous appellerons ainsi puisqu'ils sont en fait les
espaces qui serviront �a approcher les espaces de Fock �a temps continu de multiplicit�e
sup�erieure �a 1. Nous verrons que, tout comme l'espace de Fock T� est associ�e �a des
marches al�eatoires sur Z, ces espaces sont associ�es �a des martingales �a temps discret
�a valeurs vectorielles.

Cette section correspond �a la premi�ere moiti�e de l'article [AP2].
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24 Chapitre 1

1.1 Motivations pour l'�etude de T�

Avant d'aborder l'�etude technique de l'espace T� et du calcul stochastique qui
lui est associ�e, nous allons justi�er cette �etude et montrer pourquoi cet espace est
un objet int�eressant en soi et pas uniquement comme moyen d'approcher l'espace
de Fock �a temps continu.

1.1.1 Une motivation physique

L'un des postulats de la physique quantique veut qu'�a chaque syst�eme physique
soit associ�e un espace de Hilbert qui repr�esente les �etats (�a prendre ici au sens
intuitif du terme) du syst�eme. Si l'on consid�ere par exemple un syst�eme constitu�e
d'une seule particule qui n'a que deux �etats di��erents (par exemple deux niveaux
d'�energie, deux �etats de polarisation, etc.) alors l'espace d'�etat associ�e est C 2 . Si
l'on veut consid�erer un ensemble in�ni d�enombrable de telles particules et que l'on
suppose celles-ci distinguables et ind�ependantes, alors l'espace d'�etat �a consid�erer
est le produit tensoriel des espaces associ�es �a chaque particule.

Cet espace d'�etat T� est donc

T� =
O
N

C
2 :

Notons f
i; Xig la base canonique de la i-�eme copie de C 2 . Pour simpli�er les
notations on choisit de ne pas faire apparâ�tre le vecteur 
i dans les produits ten-
soriels : par exemple Xi1 
Xi2 repr�esente


0 
 : : :
 
i1�1 
Xi1 
 
i1+1 
 : : :
 
i2�1 
Xi2 
 
i2+1 
 : : : :
Ce choix est motiv�e par l'id�ee que 
i repr�esente l'�etat \vide" ou \au repos" du
i-�eme site.

On a alors une base hilbertienne naturelle, constitu�ee d'un vecteur 



 = 
1 
 
2 
 : : :
appel�e vecteur vide, et par tous les vecteurs Xfi1;:::;ing pour i1 < : : : < in. Cha-
cun de ces vecteurs Xfi1;:::;ing correspond �a un �etat du syst�eme dans lequel par
exemple les particules du syst�eme qui sont excit�ees sont exactement les particules
index�ees i1; : : : ; in. Notons PN l'ensemble des parties �nies de N , que l'on munit de
la mesure de d�enombrement. Ce qui pr�ec�ede montre que l'espace

N
N
C 2 admet un

isomorphisme explicite avec l2(PN) : on identi�e simplement chaque Xfi1;:::;ing avec
l'indicatrice de l'�el�ement fi1; : : : ; ing de PN . L'objet physique que nous consid�erons,
cet ensemble d�enombrable de particules �a deux niveaux, est appel�e châ�ne de spins ;
nous lui avons associ�e naturellement l'espace d'�etat l2(PN).
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Calcul stochastique quantique sur les espaces de Fock �a temps discret 25

1.1.2 Une motivation probabiliste

Supposons que l'on veuille consid�erer une suite (�i)i�0 de variables de Bernoulli
ind�ependantes et de param�etre p. Pour construire une telle suite, on consid�ere une
r�ealisation quelconque d'une variable de Bernoulli �1 sur un espace E1 muni d'une
mesure ad hoc �1(p). La suite de variables ind�ependantes de même loi que �1 peut
être r�ealis�ee sur le produit E =

N
N
Ei o�u chaque Ei est une copie de E1, E �etant

muni de la mesure produit �(p) =
N

N
�1(p),

On veut �evidemment pouvoir consid�erer des fonctionnelles de notre processus ;
on s'int�eresse donc plutôt �a l'espace L2(E; �(p)) associ�e �a E, espace que l'on notera
encore T�. On a naturellement et de mani�ere explicite

L2(E; �(p)) '
O
N

L2(E1; �1(p)): (1.1.1)

Par ailleurs, chaque L2(Ei; �1(p)) est un espace complexe de dimension 2 dont une
base est donn�ee par la variable d�eterministe �egale �a 1, que l'on note 
i, et la variable
al�eatoire de Bernoulli �i de param�etre p. Cette base peut être orthonormalis�ee en
consid�erant 
i et la variable al�eatoire centr�ee r�eduite Xi obtenue en normalisant �i
en Xi = (�i� p)=pp(1�p). On obtient ainsi une base orthonormale de L2(E) faite de
vecteurs Xfi1;:::;ing comme pr�ec�edemment.

Venons-en �a l'int�erêt de cette construction : quelle que soit la loi des variables
al�eatoires de Bernoulli (�i)i�0, l'espace L2(E) associ�e est naturellement isomorphe �a
l2(PN). On a donc perdu les propri�et�es probabilistes qui leur �etaient associ�ees. Ces
propri�et�es cependant sont enti�erement d�etermin�ees par le param�etre p et l'on voit
bien que celui-ci est d�etermin�e par la loi produit qui est d�e�nie sur L2(E) : cette
loi est en e�et enti�erement d�etermin�ee par les formules

X2
i = 1 + cpXi; (1.1.2)

valables pour tout i, o�u cp =
1�2pp
p(1�p) est une fonction biunivoque de p.

En d�e�nissant sur notre espace l2(PN) une famille de lois produits { un produit
pour chaque p de ]0; 1[ { on a donc une structure abstraite commune permettant de
rendre compte des dif�erentes structures probabilistes, suivant la loi produit que l'on
ajoute �a cette structure hilbertienne. Dans la suite, nous ne parlerons pas de choix
d'une loi produit associ�ee �a une relation (1.1.2) mais de choix d'une interpr�etation
probabiliste.

Dans le cas de la multiplicit�e sup�erieure, la question des interpr�etations proba-
bilistes sera plus complexe mais �evidemment plus int�eressante. Nous y reviendrons
dans la section 1.4.1.
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26 Chapitre 1

1.2 Calcul d'Itô abstrait sur l'espace de Fock �a

temps discret

A partir de maintenant, l'espace de Fock �a temps discret est d�e�ni comme l'es-
pace L2(PN), que nous noterons simplement l2(P), la notation l2 devant suÆre �a
rappeler que l'espace P consid�er�e est discret. On notera aussi T� l'espace l2(P)
pour souligner l'analogie avec l'espace de Fock �a temps continu � (le T vient de
l'anglais : l'espace de Fock discret, ou suivant la terminologie plus sympathique de
Meyer, b�eb�e Fock, est appel�e en anglais toy Fock). Remarquons encore que nous
appellerons T� l'espace de Fock �a temps discret simple par opposition aux espaces
de Fock �a temps discret de multiplicit�e sup�erieure que nous d�e�nirons en 1.4.

Fixons une base fXA; A 2 PNg de T�. Le vecteur X; sera en g�en�eral not�e 

et appel�e le vecteur vide. Les variables dans P seront not�ees M , N , ... Fixons tout
de suite une notation �a propos de ces variables : pour tout M de P, tout i de N
on notera Mi l'ensemble M \ f0; : : : ; i � 1g et M[i l'ensemble M \ fi; : : :g. Nous
noterons par ailleursM < i (respectivementM � i) �a la place deM � f0; : : : ; i�1g
(respectivement M � f0; : : : ; ig.

L'espace de Fock poss�ede une propri�et�e importante de d�ecomposition tensorielle
explicite qui va nous permettre de retranscrire la notion probabiliste de pr�evisibilit�e
et plus loin d'utiliser cet espace pour obtenir des dilatations de processus d'op�era-
teurs. D�etaillons cette propri�et�e : de même que nous avons consid�er�e dans notre
pr�esentation probabiliste un espace de Fock T� associ�e �a une suite de variables
de Bernoulli ind�ependantes, nous aurions pu consid�erer un espace T�i associ�e aux
variables �1; : : : ; �i�1 et un autre, T�[i, associ�e aux variables �i; �i+1; : : :. L'isomor-
phisme (1.1.1) montre alors imm�ediatement que l'on a

T� ' T�i 
 T�[i; (1.2.1)

Cet isomorphisme est encore explicite et nous le d�etaillons ci-dessous. De plus, il
est clair que nous aurions pu regrouper autrement les indices des variables, ce qui
fait que l'on a de mani�ere tr�es g�en�erale le r�esultat suivant :

Proposition 1.2.1 Soit N = [iIi une partition disjointe de N ; on a alors l'iso-
morphisme explicite suivant :

T� '
O
i

T�Ii:

qui est donn�e pour toute famille (Ai)i, o�u chaque Ai est une partie �nie de Ii, par

X[iAi  �
O
i

XAi:
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Calcul stochastique quantique sur les espaces de Fock �a temps discret 27

Nous utiliserons principalement des d�ecompositions du type (1.2.1). Faisons deux
commentaires �a ce sujet : d'abord, on voit qu'un espace T�i s'identi�e �a l'espace
L2 construit sur la tribu i-pr�evisible naturellement associ�e �a la marche de Ber-
noulli. Ceci justi�e l'int�erêt probabiliste des op�erateurs du calcul d'Itô abstrait que
nous d�e�nissons un peu plus loin. Par ailleurs, nous avons parl�e du fait que la
structure produit est enti�erement d�e�nie par les X2

i , qui font apparâ�tre la valeur
de p. Nous n'avons pas parl�e de la nature des produits XiXj, i 6= j ; on voit ici
que l'ind�ependance au sens probabiliste des variables Xi et Xj se traduit par une
ind�ependance alg�ebrique qui fait du produit XiXj un produit tensoriel.

Dans la suite nous identi�erons tout espace T�I �a un sous-espace de T� et omet-
trons d'�ecrire les signes 
, �etant entendu que nous ne consid�ererons pas de produit
autre que tensoriel. Autrement dit, sauf mention explicite, nous ne consid�ererons
pas de produit qui dependrait du choix d'une interpr�etation probabiliste. Remar-
quons par ailleurs que le point de vue que nous adoptons m�ene naturellement �a voir
l'indice i comme une variable de temps, alors que notre pr�esentation physique en
faisait plutôt une variable d'espace ; voir l'indice i comme une variable de temps
m�ene naturellement �a l'inspiration probabiliste et c'est justement la coexistence des
points de vue qui fait l'originalit�e de notre approche.

Avec ce point de vue probabiliste, les d�e�nitions suivantes sont naturelles ; no-
tons que l'on appelle processus une suite (que ce soit une suite de vecteurs ou
d'op�erateurs) lorsque l'on veut mettre l'accent sur le fait que l'indice est vu comme
une variable de temps.

D�e�nition 1.2.2 Soit i � 0 ;
� Un vecteur f de T� qui appartient �a T�i est dit i-pr�evisible.
� Un processus de vecteurs (fi)i�0 est dit pr�evisible si pour tout i de N, le vecteur
fi est i-pr�evisible.
� On appelle projection pr�evisible au temps i l'op�erateur de projection orthogo-
nale sur le sous-espace T�i.

Un op�erateur pi s'exprime de la mani�ere suivante :

pif(M) =

�
f(M) si M � f0; : : : ; i� 1g
0 sinon,

(1.2.2)

Par ailleurs si l'on consid�ere un �el�ement f de T�, on voit facilement que pour tout
i, des vecteurs (pi+1�pi)f associ�es �a des i distincts sont orthogonaux et que chacun
s'�ecrit dif Xi pour un certain dif de T�i dont on obtient facilement l'expression
explicite. Ceci justi�e la d�e�nition suivante et les propri�et�es (1.2.4) et (1.2.5) :

D�e�nition 1.2.3 Pour tout i � 0, on d�e�nit un op�erateur di sur l
2(P), appel�e

gradient pr�evisible au temps i, par les formules

dif(M) =

�
f(M [ i) si M � f0; : : : ; i� 1g

0 sinon.
(1.2.3)
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28 Chapitre 1

Cela d�e�nit bien un op�erateur di sur l
2(P) qui v�eri�e, pour tout f , les �egalit�es

f = f(;)
 +
X
i

dif Xi (1.2.4)

et
kfk2 = jf(;)j2 +

X
i

kdifk2: (1.2.5)

A tout vecteur f est ainsi associ�e un processus i-pr�evisible (dif)i�0.

On remarque par ailleurs que pour tout processus pr�evisible (gi)i�0 on a pour
tout f dans l2(P) X

i�0
hgi; difi = h

X
i�0

giXi; fi (1.2.6)

si l'on peut d�e�nir la s�erie
P

i giXi. et que la s�erie
P

i�0 kgiXik2 a un sens si et
seulement si X

i�0
kgik2 <1:

Il est donc naturel de d�e�nir l'op�eration adjointe de celle qui �a un vecteur f de
T� associe le processus pr�evisible (dif)i�0. Encore une fois il est facile d'obtenir
l'expression de

P
i2N giXi comme fonction sur P : X

i�0
giXi

!
(M) = g_M(M n _M) (1.2.7)

o�u _M repr�esente le plus grand �el�ement de M .
L'objet que nous avons d�e�ni ainsi s'appelle l'int�egrale d'Itô :

D�e�nition 1.2.4 Soit (gi)i�0 un processus pr�evisible v�eri�ant
P

i�0 kgik2 < 1.
Ce processus est alors dit Itô int�egrable et son int�egrale d'Itô est d�e�nie comme
l'�el�ement de l2(P) �egal �a

P
i�0 giXi ; cet �el�ement v�eri�e l'�equation (1.2.7) et la

relation de dualit�e (1.2.6).

Il est facile de v�eri�er que l'on a, pour tout i,

pi
X
j�0

gjXj =
i�1X
j=0

gjXj et di
X
j�0

gjXj = gi:

Pour illustrer ces notions nous allons maintenant d�e�nir une classe d'�el�ements
de l2(P) : la classe des vecteur exponentiels. A toute fonction u de l2(N) on associe
un �el�ement e(u) de l2(P) de la mani�ere suivante :

e(u)(M) =
Y
i2M

u(i)

te
l-0

00
04

05
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

22
 D

ec
 2

00
3



Calcul stochastique quantique sur les espaces de Fock �a temps discret 29

et en particulier e(u)(;) = 1. La fonction e(u) ainsi d�e�nie est bien un �el�ement de
l2(P) d'apr�es l'in�egalit�e

n!
X
jAj=n

���Y
i2A
ju(i)j

���2�
 X

i�0
ju(i)j2

!n

;

valable pour tout n et qui entrâ�ne que ke(u)k2 � ekuk
2

. Remarquons que l'on n'a
pas en revanche de formule simple pour un produit scalaire he(u); e(v)i.

La d�ecomposition tensorielle (1.2.1) de e(u) dans T�i 
 T�[i s'�ecrit aussi tr�es
simplement : en e�et, un vecteur exponentiel e(u) v�eri�e pour tout i

e(u) = e(ui) e(u[i);

o�u, comme pour les ensembles, nous notons ui la restriction de u �a f0; : : : ; i� 1g et
u[i sa restriction �a fi; : : :g.

On a par ailleurs pour tout i

pie(u) = e(ui) et die(u) = u(i)e(ui);

d'o�u la repr�esentation pr�evisible de e(u) :

e(u) = 
 +
X
i�0

u(i)e(ui)Xi:

On notera E l'ensemble des vecteurs exponentiels.

Remarque
Le lecteur familier avec l'espace de Fock �a temps continu � sait que, outre

leur facilit�e de manipulation, les vecteurs exponentiels ont l'avantage de former une
famille totale et libre. On voit facilement que les vecteurs exponentiels de T� tels
que nous les avons d�e�nis forment une famille totale dans � (tout vecteur XA s'�ecrit
comme combinaison lin�eaire de vecteurs exponentiels ; voir par exemple 4.2.2 dans
le chapitre 4). En revanche une famille �nie de vecteurs exponentiels n'est plus
forc�ement lin�eairement ind�ependante. Si par exemple on prend u = 0, v �egal �a la
suite dont tous les termes sont nuls sauf le premier qui vaut 1 et w �egal �a 2v, on a

e(u)� 2e(v) + e(w) = 0:

On voit facilement que c'est l'atomicit�e de la mesure consid�er�ee dans l2(N) qui
cause cette di��erence : ici u, v, w sont distincts mais ne di��erent qu'en un point
(ce qui ne pourrait se produire s'ils �etaient �el�ements de L2(R+)). On peut voir
qu'en revanche si une famille de n vecteurs s�epare au moins n � 1 points alors les
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30 Chapitre 1

vecteurs exponentiels qui leur sont associ�es sont lin�eairement ind�ependants. De la
même mani�ere, c'est l'atomicit�e de la mesure qui fait qu'on n'a qu'une in�egalit�e
ke(u)k2 � ekuk

2

et pas de formule simple pour he(u); e(v)i : contrairement �a ce qui
se passe en temps continu, les diagonales de N2 par exemple ne sont pas de mesure
nulle.

1.3 D�e�nition du calcul stochastique quantique �a

temps discret

Le calcul d'Itô abstrait que nous avons d�e�ni est une structure pratique pour
parler des vecteurs de l'espace de Fock ; nous allons nous tourner �a pr�esent vers les
op�erateurs de cet espace.

1.3.1 Op�erateurs fondamentaux

Nous commen�cons par d�e�nir une famille particuli�ere, appel�ee �a jouer un rôle
important : les op�erateurs de cr�eation (a+i )i�0, annihilation (a�i )i�0 et conservation
(aÆi )i�0.

D�e�nition 1.3.1 Pour tout entier naturel i on d�e�nit trois op�erateurs born�es a+i ,
a�i , a

Æ
i sur T� par

a+i XA =

�
XA[fig si i 62 A;

0 sinon,

a�i XA =

�
XAnfig si i 2 A;

0 sinon,
(1.3.1)

aÆiXA =

�
XA si i 2 A;
0 sinon.

Les op�erateurs ainsi d�e�nis sont born�es, de norme 1 ; on les �etend donc �a T� tout
entier. Pour des raisons d'homog�en�eit�e des notations on notera parfois a�i l'op�erateur
identit�e Id.

On remarque imm�ediatement que aÆi s'exprime simplement comme le produit
a+i a

�
i et que ces op�erateurs a+i , a

�
i v�eri�ent une relation d'anticommutation

a+i a
�
i + a�i a

+
i = Id;

ce qu'il faut relier au fait que T� peut aussi être construit comme un espace de Fock
antisym�etrique. On peut remarquer que les op�erateurs de cr�eation et annihilation
que nous avons d�e�nis ne sont en fait pas exactement les op�erateurs usuels d�e�nis
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Calcul stochastique quantique sur les espaces de Fock �a temps discret 31

sur un espace de Fock antisym�etrique ; ils n'en di��erent cependant que par un signe,
et cela de telle mani�ere que la relation d'anticommutation reste satisfaite.

L'int�erêt de d�e�nir ces a�i , � = +; Æ;� vient des observations suivantes : dans
une d�ecomposition de l'espace T� de la forme

T� = T�i 
 T�fig 
 T�[i+1;

les op�erateurs a�i , � 2 f+;�; Æ;�g s'�ecrivent Id 
 a�i 
 Id. De plus, T�fig est iso-
morphe �a C

2 ; l'ensemble des op�erateurs lin�eaires de la forme Id 
 a�i 
 Id dans
cette d�ecomposition tensorielle est donc de dimension 4 et, si on leur adjoint l'iden-
tit�e, les op�erateurs a+, a�, aÆ forment une base de cet ensemble. Ils s'identi�ent
respectivement, dans la base 
; X de C 2 , aux matrices de M2(C )�

0 0
1 0

�
;

�
0 1
0 0

�
;

�
0 0
0 1

�
:

Pour toute partie �nie B de N , tout � 2 f+;�; Æg on d�e�nit a�B =
Q

i2B a
�
i . Ces

op�erateurs v�eri�ent

a+BXA =

�
XA[B si B \ A = ;;
0 sinon,

a�BXA =

�
XAnB si B � A;
0 sinon,

(1.3.2)

aÆBXA =

�
XA si B � A;
0 sinon.

Nous allons simpli�er l'�ecriture de ces op�erateurs en faisant une convention de
notation suppl�ementaire qui nous servira tout au long de cette th�ese. Nous noterons
simplement

a+BXA = XA+B

a�BXA = XA�B

en consid�erant que toute quantit�e dans laquelle intervient A + B (respectivement
A�B) est nulle si A \B 6= ; (respectivement B 6� A) ; en pratique cela reviendra
simplement �a restreindre des ensembles de sommation : par exemple, C �etant �x�e,
une somme

P
A+B=C est l'ensemble des sommes sur les A, B disjoints et de r�eunion

C.

On observe facilement deux propri�et�es de ces familles d'op�erateurs, propri�et�es
qui seront fondamentales dans la suite.
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32 Chapitre 1

Tout d'abord, du calcul

a+Aa
Æ
Ba

�
CXM =

�
XM+A�C si B �M;
z�ero sinon

pour un triplet A;B;C disjoint, on d�eduit facilement que la famille�
a+Aa

Æ
Ba

�
C ; A; B; C disjoints et dans f0; : : : ; i� 1g	 (1.3.3)

forme une base de l'espace vectoriel des op�erateurs born�es sur T�i (nous devrions
�ecrire : de l'ensemble des h
 Id pour h born�e sur T�i).

En utilisant le fait que a+Aa
Æ
Ba

�
C = a+A+Ba

�
B+C pour tous A;B;C on voit par

ailleurs que �
a+Aa

�
B; A; B dans f0; : : : ; i� 1g	 (1.3.4)

constitue une autre base du même espace.

Par ailleurs, on remarque facilement diverses relations, d'une part concernant
les op�erateurs a�i entre eux :

(a+i )
� = a�i et (aÆi )

� = aÆi ;

et d'autre part entre ces op�erateurs et les op�erateurs du calcul d'Itô abstrait : on
a di = pia

�
i . Nous pourrions donc simpli�er nos notations et r�eduire le nombre

d'objets consid�er�es ; nous conservons cependant tous ces objets pour souligner les
analogies avec le cas du temps continu.

En combinant les deux remarques ci-dessus, on remarque encore que (di)
� =

a+i pi. Comme pour tout f dans T� on a a+i pif = (pif)Xi, on a un �eclaircissement
sur l'identit�e (1.2.6) et sur d'autres relations de dualit�e que nous observerons plus
tard.

Exemples
� Un op�erateur de multiplication Mp

Xi
par Xi pour le produit associ�e �a une

valeur de p se d�ecompose lui aussi en Id
Mp
Xi

 Id. Il est facile de v�eri�er �a

partir des formules (1.3.1) et de (1.1.2) queMp
Xi

peut s'�ecrire

Mp
Xi

= a+i + a�i + cpa
Æ
i :

� Une autre base de C 2 est plus classique : c'est la base form�ee des matrices de
Pauli

�x =

�
0 1
1 0

�
�y =

�
0 �i
i 0

�
�z =

�
1 0
0 �1

�
(1.3.5)

et de la matrice identit�e. Si l'on note a+, a�, aÆ les op�erateurs a+i , a
�
i , a

Æ
i vus

comme agissant sur C 2 , alors on a

a+ =
1

2
(�x � i�y) a� =

1

2
(�x + i�y) aÆ =

1

2
(Id� �z) (1.3.6)
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Calcul stochastique quantique sur les espaces de Fock �a temps discret 33

On va s'int�eresser dans la suite �a un analogue, pour les op�erateurs, de la repr�esen-
tation pr�evisible (1.2.4).

1.3.2 D�e�nition de l'int�egrale stochastique �a temps discret

Nous allons discuter un type de repr�esentation analogue aux repr�esentations
pr�evisibles mais concernant les op�erateurs. Pour cela nous devons d'abord d�e�nir la
notion de pr�evisibilit�e d'un op�erateur.

Consid�erons le cas d'une variable classique f , ou plutôt de l'op�erateur de mul-
tiplicationMf qui lui est associ�e dans une interpr�etation probabiliste quelconque ;
on voit facilement que, si f est i-pr�evisible, alors l'op�erateurMf s'�ecrit Mf 
 Id
dans T�i 
 T�[i. C'est de cette propri�et�e que nous nous inspirons pour d�e�nir
la pr�evisibilit�e au temps i d'un op�erateur de T� ; cette d�e�nition peut parâ�tre
�etonnamment simple en regard de celle qu'il faut consid�erer en temps continu pour
ne pas restreindre son domaine de validit�e. La di��erence est qu'ici la pr�evisibilit�e
permet de se ramener essentiellement �a la dimension �nie, et que consid�erer, en di-
mension �nie, des op�erateurs non born�es tient d'une subtilit�e qui serait ici gratuite.

Le Lemme 1.3.3 qui suit la d�e�nition fait le lien entre notre d�e�nition de la
pr�evisibilit�e et la d�e�nition plus alg�ebrique que l'on obtiendrait en retranscrivant
m�ecaniquement les d�e�nitions consid�er�ees par Attal et Lindsay.

D�e�nition 1.3.2 Un op�erateur h de T�i est dit i-pr�evisible s'il est de la forme
h
 Id dans T�i 
 T�[i.

On voit en particulier que tout op�erateur i-pr�evisible peut être �etendu en un op�erateur
born�e ; c'est pourquoi, dans la suite (�a l'exception du lemme suivant), tout op�erateur
i-pr�evisible sera consid�er�e comme born�e.

Lemme 1.3.3 Un op�erateur h sur T� qui satisfait aux conditions suivantes :
� Son domaine Domh est stable par pi et par tous les op�erateurs dj, j � i.
� Les �egalit�es suivantes sont v�eri��ees sur Domh :

hpi = pih et

hdj = djh pour tout j � i

peut être �etendu en un op�erateur pr�evisible au sens de la D�e�nition 1.3.2.

Exemples
� Tout op�erateur de multiplication dans une interpr�etation probabiliste quel-
conque par une variable al�eatoire i-pr�evisible est un op�erateur i-pr�evisible.
� Tout op�erateur qui est combinaison lin�eaire d'op�erateurs a+Aa

Æ
Ba

�
C pourA, B, C

contenus dans f0; : : : ; i�1g est i-pr�evisible. On peut voir grâce �a la remarque
(1.3.3) qu'inversement tout op�erateur i-pr�evisible (born�e) est de cette forme.

te
l-0

00
04

05
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

22
 D

ec
 2

00
3



34 Chapitre 1

On voit d�ej�a �a quel point la combinaison des notions d'adaptation et du temps
discret permet de simpli�er les probl�emes par rapport au cas usuel.

Nous allons maintenant d�e�nir de mani�ere rigoureuse les int�egrales stochastiques
quantiques �a temps discret. On veut que de telles int�egrales forment des analogues,
pour les op�erateurs, de la repr�esentation pr�evisible des vecteurs ; on veut donc pou-
voir �ecrire des op�erateurs sous la forme de s�eries

P
i hi ai o�u le terme hi ai repr�esente

l'action \au temps i". Il est alors naturel de vouloir que ai soit un op�erateur agissant
sur T�fig uniquement, et que les op�erateurs int�egr�es hi n'agissent que sur T�i ; or
nous avons d�ej�a vu que la famille Id, a+i , a

�
i , a

Æ
i forme une base de l'ensemble des

op�erateurs qui s'�ecrivent Id
 ai 
 Id dans T�i 
 T�fig 
 T�[i+1.
Nous consid�erons donc les repr�esentations qui nous int�eressent comme des \s�eries"

(en un sens �a pr�eciser) d'op�erateurs hi ai o�u hi est i-pr�evisible et ai est Id, a
+
i , a

�
i ,

aÆi . Ceci explique l'int�erêt de notre convention de notation a�i = Id pour tout i.
On appelle processus pr�evisible un processus d'op�erateurs (hi)i�0 tel que chaque

hi est i-pr�evisible. Rappelons que nous consid�ererons toujours un op�erateur i-pr�evi-
sible comme born�e.

D�e�nition 1.3.4 Soit � dans f+;�; Æ;�g. Pour tout processus pr�evisible (h�i)i�0,
on d�e�nit l'int�egrale de (h�i)i�0 par rapport �a a� comme la s�erie

P
i�0 h

�
ia
�
i, au sens

o�u :
� Dom P

i
h�ia

�
i est l'ensemble des f 2 T� tels que(

pour tout M 2 P;Pi�0 jh�ia�if(M)j < +1
M 7!P

i�0 h
�
ia
�
if(M) est alors de carr�e int�egrable.

� P
i
h�ia

�
i f est d�e�ni par�X

i

h�ia
�
i f
�
(M) =

X
i�0

hia
�
if(M)

pour tout M de P.
Remarquons { cela nous sera utile dans la suite { que la condition de sommabilit�e
�a M �x�e

P
i
jh�ia�if(M)j < +1 est triviale pour � �egal �a + ou Æ.

Il sera pratique, pour �enoncer certains des th�eor�emes �a venir, de consid�erer des
int�egrales restreintes, aux propri�et�es analytiques plus maniables.

D�e�nition 1.3.5 Soit � dans f+;�; Æ;�g. Pour un processus pr�evisible (h�i)i�0 on
d�e�nit l'int�egrale restreinte

P
i

Rh�ia
�
i comme la restriction de l'int�egrale

P
i
h�ia

�
i �a

l'ensemble des vecteurs f de Dom
P

i
h�ia

�
i tels que

M 7!
X
i�0

jh�ia�if(M)j

est une fonction de carr�e int�egrable sur P.

te
l-0

00
04

05
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

22
 D

ec
 2

00
3



Calcul stochastique quantique sur les espaces de Fock �a temps discret 35

Lien avec une d�e�nition Attal-Lindsay des int�egrales
Il est facile de voir �a partir des formules (1.3.1), que
� la quantit�e a+i f(M) est non nulle seulement si i 2 M et qu'alors a+i f(M) =
f(M � i). On a donc pour tout M de P,X

i

hia
+
i f(M) =

X
i2M

hif(M � i);

c'est-�a-dire que
P

i
h+i a

+
i f est \l'int�egrale de Skorohod" (voir [Bel] ou [A-L])

de (h+i f)i�0.
� l'op�erateur de gradient pr�evisible di est �egal �a pia

�
i , donc pour tout M de P,X

i

hia
�
i f(M) =

X
i

hif(M + i);

� l'�egalit�e aÆi = a+i a
�
i et les deux remarques impliquent que pour tout M de P,X

i

hia
Æ
i f(M) =

X
i2M

hif(M)

et dans ces trois �egalit�es il est �equivalent que l'un ou l'autre des termes forme
une s�erie sommable et d�e�nisse un �el�ement de l2(P). Les int�egrales que nous avons
d�e�nies sont donc exactement les traductions en temps discret des int�egrales au
sens de Attal et Lindsay (voir [A-L]). De même, les int�egrales restreintes que nous
d�e�nissons sont les analogues des int�egrales restreintes de Attal et Lindsay.

En particulier, ces int�egrales se manipulent exactement de la même mani�ere
que les int�egrales �a temps continu du type Attal-Lindsay, avec ceci de di��erent que
nous consid�erons nos int�egrandes hi comme born�es et qu'une condition de domaine
est par cons�equent supprim�ee. Cette condition est cependant la condition la \moins
li�ee" �a l'int�egrale elle-même : on peut tout autant, en temps continu, se restreindre �a
des int�egrales de processus d'op�erateurs born�es. Il est donc possible de retranscrire
m�ecaniquement des preuves concernant les int�egrales stochastiques quantiques �a
temps continu et d'obtenir ainsi �a peu de frais des propri�et�es importantes satisfaites
par nos int�egrales.

Nous donnerons trois telles propri�et�es. La premi�ere est la formule d'Hudson et
Parthasarathy d�ecrivant l'action d'une int�egrale stochastique sur le domaine expo-
nentiel ; ces formules nous seront utiles dans nos proc�edures d'approximation. La
seconde de ces propri�et�es est une caract�erisation des int�egrales restreintes comme
solutions d'esp�eces d'�equations di��erentielles, qui montre que nos int�egrales res-
treintes sont les transcriptions en temps discret des int�egrales stochastiques au sens
de la d�e�nition Attal-Meyer. Cette formulation a le d�efaut de donner une expression
moins explicite de l'action d'une int�egrale stochastique mais condense de mani�ere
particuli�ement pratique les conditions de domaine. La troisi�eme propri�et�e que nous
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36 Chapitre 1

�enoncerons est la formule d'Itô qui donne une expression de la composition de
deux int�egrales stochastiques quantiques et nous int�eressera particuli�erement dans
le chapitre 4.

Il est facile, dans notre cadre �a temps discret, d'obtenir �a chaque fois, les ex-
pressions voulues par des calculs formels ; la diÆcult�e porte sur des questions de
domaine qui alourdissent les d�emonstrations de discussions peu instructives. Il n'y
avait donc que peu d'int�erêt �a donner les preuves ici. Puisque par ailleurs celles-ci se
d�eduisent de mani�ere syst�ematique du cas �a temps continu, elles n'apparaissent pas
non plus dans l'article [Pt2]. Le lecteur qui voudra des d�emonstrations compl�etes
pourra se reporter �a [A-L] ; il n'y a presque aucun changement �a e�ectuer pour
obtenir des preuves dans notre cadre �a temps discret.

Proposition 1.3.6 (Proposition 1.7 de [Pt2]) Soit � 2 f+; Æ;�;�g et soit un
processus pr�evisible (h�i)i�0. Supposons qu'un vecteur exponentiel e(u) soit dans le
domaine de l'int�egrale restreinte

P
i

Rh�i a
�
i ; alors pour tout v de l2(N) on a

he(u);
X
i�0

h+i a
+
i e(v)i =

X
i�0

u(i)he(u1l6=i); h+i e(v)i si � = +

he(u);
X
i�0

h�i a
�
i e(v)i =

X
i�0

v(i)he(u); h�i e(v1l6=i)i si � = �

he(u);
X
i�0

hÆi a
Æ
i e(v)i =

X
i�0

u(i)v(i)he(u1l6=i); hÆi e(v1l6=i)i si � = Æ

he(u);
X
i�0

h�i a
�
i e(v)i =

X
i�0

he(u); h�i e(v)i si � = �

o�u, dans chaque cas, la s�erie est sommable et o�u u1l6=i par exemple repr�esente la
suite �egale �a u, sauf pour le i-�eme terme qui vaut z�ero.

La propri�et�e suivante est la caract�erisation de type Attal-Meyer de nos int�egrales
restreintes :

Proposition 1.3.7 (Proposition 1.8 de [Pt2]) Soit � dans f+; Æ;�;�g et soit
(h�i)i�0 un processus d'op�erateurs pr�evisibles sur T�. Alors

P
i

Rh�i a
�
i peut aussi être

d�ecrit comme l'unique op�erateur h v�eri�ant

hf =
X
i�0

hidif Xi +
X
i�0

h+i pif Xi si � = +;

hf =
X
i�0

hidif Xi +
X
i�0

h�i dif si � = �;

hf =
X
i�0

hidif Xi +
X
i�0

hÆidif Xi si � = Æ;
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Calcul stochastique quantique sur les espaces de Fock �a temps discret 37

hf =
X
i�0

hidif Xi +
X
i�0

h�i pif si � = �;

o�u hi =
P

j<i
h�ja

�
j et o�u une �egalit�e ci-dessus signi�e que

� un vecteur f est dans le domaine de h si et seulement si
{ (hidif)i�0 est Itô-int�egrable et
{ la condition similaire de sommabilit�e (Itô int�egrabilit�e ou sommabilit�e sui-
vant �) de la seconde somme est v�eri��ee

� l'�egalit�e est v�eri��ee.

Avec nos d�e�nitions de l'int�egrale stochastique on obtient la formule fonda-
mentale suivante, qui donne la repr�esentation int�egrale de la composition de deux
int�egrales stochastiques quantiques. Cette formule, la formule d'Itô, �etend la for-
mule de composition de deux variables al�eatoires classiques si on identi�e celles-ci
�a des op�erateurs de multiplication.

Th�eor�eme 1.3.8 (Th�eor�eme 1.9 de [Pt2]) Soient �; � 2 f+; Æ;�;�g ; soient
(h�i)i�0 et (k�i )i�0 deux processus d'op�erateurs pr�evisibles sur T�. Alors

X
i�0

Rh�ia
�
i

X
i�0

Rk�i a
�
i �

X
i�0

Rh�ikia
�
i �
X
i�0

Rhik
�
i a

�
i �

X
i�0

Rh�ik
�
i a

�:�
i ; (1.3.7)

est une restriction de l'op�erateur nul, o�u a�:� est simplement a� a�. Si les deux
premi�eres int�egrales sont partout d�e�nies, alors l'op�erateur (1.3.7) est l'op�erateur
nul.

Dans le cas o�u � = � et � = +, on a a�:� = a�� aÆ, et le r�esultat est vrai a fortiori
si la derni�ere int�egrale est remplac�ee par deux int�egrales.

Un calcul formel sur le produit de s�eries
P

i
hia

�
i

P
j
kja

�
j permet d'obtenir

imm�ediatement la formules ci-dessus. Il est cependant �evident que l'on ne peut �eviter
de discuter les domaines de validit�e des diverses s�eries ; pour cela, la caract�erisation
sous forme Attal-Meyer (voir (1.3.7)) est n�ecessaire.

Notons que a�:� est donn�e par le tableau suivant :

� � Æ + �
� 0 a� a�� aÆ a�

Æ 0 aÆ a+ aÆ

+ aÆ 0 0 a+

� a� aÆ a+ a�

(1.3.8)

sur lequel nous reviendrons au chapitre 4.
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38 Chapitre 1

1.4 Espaces de Fock �a temps discret de multipli-

cit�e sup�erieure �a 1

Nous d�e�nissons dans cette section les espaces de Fock �a temps discret de mul-
tiplicit�e sup�erieure �a 1.

Il est facile de motiver physiquement l'introduction d'un espace de Fock �a temps
discret de multiplicit�e N : si l'on veut consid�erer une châ�ne de particules qui n'ont
plus seulement deux niveaux d'�energie mais, par exemple, N+1 niveaux, il nous faut
consid�erer l'espace d'�etat O

N

C
N+1 ;

que nous appelerons espace de Fock �a temps discret de multiplicit�e N (et pas de
multiplicit�e N + 1). L'int�erêt de faire apparâ�tre ces espaces dans un cadre pro-
babiliste est en revanche moins �evident ; c'est ce que nous allons discuter dans la
partie 1.4.1, o�u nous nous cantonnons aux espaces de Fock de multiplicit�e �nie pour
rappeler les r�esultats expos�es dans [AP2]. Dans la partie 1.4.2 en revanche nous
donnons en revanche les d�e�nitions les plus g�en�erales et d�ecrivons l'analogue, sur
ces espaces, de la th�eorie que nous avons d�etaill�ee en multiplicit�e 1.

1.4.1 Espace de Fock associ�e �a une marche al�eatoire

Soit X une variable al�eatoire sur un espace (A;A; P ), �a valeurs dans RN qui
prend N + 1 valeurs exactement (au sens o�u elle prend chacune de ces valeurs avec
une probabilit�e non nulle), ces valeurs engendrant tout l'espace RN ; nous noterons
X1; : : : ; XN les variables coordonn�ees de X dans la base canonique. Pour normaliser
le probl�eme on suppose que cette variable al�eatoire est centr�ee et r�eduite, c'est-�a-dire
que

E (X i) = 0 pour tout i = 1; : : : ; N

E (X iXj) = Æi;j:

Consid�erons une suite (Xn)n�0 de copies ind�ependantes deX r�ealis�ee par exemple
sur (A
N;A
N; P
N) ; on voit alors (Proposition 4 de [AP2]) que l'on obtient na-
turellement une base de l'espace L2(A
N ;A
N; P
N) en consid�erant les variables
al�eatoires

XM =
Y

(nk;ik)2M
Xnk
ik

o�u M d�ecrit l'ensemble des parties �nies de N � f1; : : : ; Ng. On a donc bien fait
apparâ�tre l'espace de Fock �a temps discret de multiplicit�e N , analogue �a l'espace
de Fock �a temps discret simple.
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Calcul stochastique quantique sur les espaces de Fock �a temps discret 39

Dans le cas simple cependant, l'int�erêt de cette construction r�esidait dans le
fait qu'elle permettait de faire cohabiter toutes les interpr�etations probabilistes qui
correspondaient au di��erentes valeurs prises par un param�etre p 2]0; 1[. Il est moins
clair que l'on va pouvoir conserver une distinction entre les di��erents choix de la
variable X ; cela d�ecoule en fait des r�esultats suivants (expos�es comme Th�eor�emes
2 et 3 dans [AP2] mais prouv�es initialement dans [A-E]) :

Th�eor�eme 1.4.1 Soit X une variable al�eatoire comme ci-dessus. Alors il existe
une famille (T i;jk )i;j;k=1;:::;N de scalaires telle que pour tout i; j dans 1; : : : ; n,

X iXj = Æi;j +
NX
k=1

T i;jk Xk (1.4.1)

et la famille (T i;jj ) a les deux propri�et�es de sym�etrie suivantes :

� la fontion (i; j; k) 7! T i;jk est sym�etrique,

� la fonction (i; j; l;m) 7!PN
k=1 T

i;j
k T l;mk + Æi;jÆl;m est sym�etrique.

Inversement toute famille (T i;jk )i;j;k v�eri�ant ces propri�et�es d�e�nit une unique
variable al�eatoire X centr�ee r�eduite comme ci-dessus.

C'est donc la famille (T i;jk )i;j;k qui va jouer le rôle du param�etre p du cas simple
(ou plutôt de cp : l'�equation (1.1.2) est l'analogue dans l'espace T� simple de
(1.4.1)) ; en particulier �a toute telle famille { nous dirons encore interpr�etation proba-
biliste { sera associ�ee un produit di��erent. Nous donnons plus loin la repr�esentation
int�egrale d'un op�erateur de multiplication par X i

k dans une interpr�etation probabi-
liste, de même que nous l'avons fait en 1.3.1 pour le cas simple.

1.4.2 Espaces de Fock �a temps discret de multiplicit�e quel-

conque

Nous d�e�nissons de mani�ere plus g�en�erale les espaces de Fock �a temps discret
de multiplicit�e sup�erieure �a 1. Un tel espace est associ�e �a un espace de multiplicit�e
qui sera un espace de Hilbert K, �eventuellement de dimension in�nie mais toujours
s�eparable. Le cas de multiplicit�e �nie N se retrouvera en choisissant K = C N .

On �xe une base hilbertienne (e�)�2� de K ; nous supposons par commodit�e que
l'indice z�ero 0 n'apparâ�t pas dans �. On peut identi�er K �a C � ; il est alors naturel
de d�e�nir T�(K) comme l'ensemble des fonctions sur P�, o�u P� est l'ensemble des
parties �nies de N � � sur lesquelles la projection sur la premi�ere coordonn�ee est
injective : autrement dit, un �el�ement de P� est un ensemble �ni

f(i1; �1); : : : ; (in; �n)g

avec i1 < : : : < in dans N et �1; : : : ; �n quelconques dans �.
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40 Chapitre 1

Une base naturelle est ainsi donn�ee par l'ensemble fXA; A 2 P�g ; pour i � 0
et � 2 �, nous noterons X�

i plutôt que Xfi;�g, cela �a la fois pour des questions de
lisibilit�e et pour souligner l'id�ee que les (Xi;�)i�0 devraient pouvoir être interpr�et�es
comme des processus ind�ependants dans une interpr�etation probabiliste. Pour sim-
pli�er les notations dans la suite on notera parfois Xi;0 ou X

i
0 le vecteur 
.

On a exactement comme avant une d�ecomposition tensorielle

T�(K) ' T�(K)i 
 T�(K)[i:
Ici T�(K)i s'identi�e �a l'ensemble des fonctions de l2(P�) qui ont un support dans
f0; : : : ; i�1g��, c'est-�a-dire qu'un �el�ement f de � est dans T�(K)i si et seulement
si f v�eri�e

f(A) = 0 d�es que A 6� f0; : : : ; i� 1g � �;

l'espace T�(K)[i s'identi�e de même �a l'ensemble des fonctions de l2(P�) �a support
dans fi; : : :g � �.

On d�e�nit donc comme dans le cas pr�ec�edent un op�erateur pi de projection
orthogonale sur T�(K)i et on appelle processus pr�evisible de vecteurs toute famille
(fi)i�0 avec fi 2 T�(K)i pour tout i � 0. Il doit exister �a la place du gradient
pr�evisible di, toute une famille d'op�erateurs : en e�et, si l'on consid�ere un vecteur
f de T�(K), tout (pi+1 � pi)f va s'�ecrire sous la formeX

�2�

d�i f X
�
i :

Il faut donc, si l'on veut conserver une repr�esentation pr�evisible de la même forme
que dans le cas de l'espace de Fock simple, d�e�nir une famille d'op�erateurs d�i . Pour
tout � 2 �, on notera ainsi d�i l'op�erateur d�e�ni par

d�i f(A) =

�
f(A [ fi; �g) si A � f0; : : : ; i� 1g � �

0 sinon.

L'op�erateur pi, que l'on notera parfois d0i pour simpli�er nos notations, s'exprime
par

pif(A) =

�
f(A) si A � f0; : : : ; i� 1g � �
0 sinon.

On a alors les formules suivantes, qui expriment la propri�et�e de repr�esentation
pr�evisible dans T�(K) : pour tout f 2 T�(K),

f = f(;)
 +
X
�2�

X
i�0

d�i f X
�
i :

et
kfk2 = jf(;)j2 +

X
�2�

X
i2N



d�i f

2:
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Calcul stochastique quantique sur les espaces de Fock �a temps discret 41

Nous n'avons pas d�etaill�e la d�e�nition de l'int�egrale d'Itô ; celle-ci ne pose cependant
pas de probl�eme analytique : pour fi 2 T�(K)i, fj 2 T�(K)j et �; � 2 �, les vecteurs
fiX

�
i et fjX

�
j sont orthogonaux �a moins que (i; �) = (j; �).

Il existe aussi plus d'op�erateurs fondamentaux que dans le cadre de l'espace
de Fock simple : pour tout i on d�e�nit des op�erateurs de cr�eation, annihilation
et conservation associ�es �a chaque � 2 � ainsi que des op�erateurs d'�echange. Nous
allons utiliser �a nouveau des conventions de notation du type A + B, A � B pour
des �el�ements A, B de P�. Pour toute paire d'�el�ements A, B de P�, on note A +B
l'�el�ement A [ B si les projections sur N de A et B sont disjointes, la grandeur qui
porte A+B en indice �etant nulle sinon. C'est-�a-dire que si

A = f(i1; �1); : : : ; (im; �m)g

et
B = f(j1; �1); : : : ; (jn; �n)g

alors A+B est A[B si fi1; : : : ; img et fj1; : : : ; jng sont disjoints. On notera A�B
l'�el�ement A nB si B � A, la grandeur qui porte A�B en indice �etant nulle sinon.

Avec ces notations nous pouvons d�e�nir plus simplement les op�erateurs fonda-
mentaux : pour i � 0, � 2 �, on d�e�nit a+i;�, a

�
i;�, a

Æ
i;� comme dans le cas simple

par
a+i;�XA = XA+fi;�g;

a�i;�XA = XA�fi;�g

aÆi;�XA = a+i;�a
�
i;�XA;

ce qui donne
aÆi;�XA = XA si (i; �) 2 A et z�ero sinon.

Ces op�erateurs sont alors born�es de norme 1 et on peut les �etendre �a l'ensemble
de T�. On d�e�nit par ailleurs, pour � 6= � dans �, i �x�e, les op�erateurs d'�echange
de � �a � par a+i;�a

�
i;� ; ces op�erateurs agissent encore sur T�(K)fig uniquement et

transforment X�
i en X�

i , annulant tout autre vecteur de T�fig.
Il sera utile d'homog�en�eiser les notations : nous noterons a0;�i les op�erateurs

de cr�eation, a�;0i les op�erateurs d'annihilation et a�;�i = a0;�i a�;0i les op�erateurs de
conservation ou d'�echange. On souhaite alors d�e�nir une int�egrale par rapport aux
processus (a�;�i )i�0. Ici cependant l'existence d'une in�nit�e de types d'int�egrales nous
oblige �a d�e�nir X

�;�2�[f0g

X
i

h�;�i a�;�i

comme un tout pour prendre en compte les questions de sommabilit�e suivant �,

�. Pour une famille
�
(h�;�i )i�0

�
f�;�2�[f0gg

de processus d'op�erateurs pr�evisibles,
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42 Chapitre 1

l'int�egrale associ�ee est d�e�nie, comme en 1.3.4, comme l' op�erateurX
�;�2�[f0g

i2N

h�;�i a�;�i ;

au sens o�u, comme pr�ec�edemment, le domaine est l'ensemble des f de T�(K) tels
que
� pour tout A 2 PI , X

�;�2�[f0g
i�0

h�;�i

���a�;�i f(A)
��� < +1

� la grandeur X
�;�2�[f0g
(�;�)6=(0;0)

X
i�0

h�;�i a�;�i f(A)

d�e�nit une fonction de carr�e sommable en A.
Comme pr�ec�edemment on d�e�nit l'int�egrale restreinteX

�;�2�[f0g

X
i2N

Rh�;�i a�;�i ;

comme la restriction de l'int�egrale pr�ec�edente au domaine constitu�e de l'ensemble
des f tels que

A 7!
X

�;�2�[f0g

X
i�0

���h�;�i a�;�i f(A)
���

est de carr�e int�egrable.

Exemple
Soit (Xn)n�0 une marche al�eatoire dans RN comme dans la section 1.4.1. L'op�era-

teur de multiplication par X i
n dans l'interpr�etation probabiliste associ�ee �a (Xn)n�0

s'�ecrit
a0;in + ai;0n +

X
j;k

T j;ki aj;l: (1.4.2)

Nous n'allons pas �enoncer les analogues dans ce cas de tous les r�esultats que
nous avons mentionn�es dans le cas de l'espace de Fock �a temps discret simple mais
allons nous contenter de donner la formule d'Itô dans ce cadre, formule qui prend
une forme agr�eablement compacte avec nos conventions de notation.

Th�eor�eme 1.4.2 (Formule d'Itô pour les int�egrales sur T�(K)) Soient

h =
X

�;�2�[f0g

X
i�0

Rh�;�i a�;�i
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Calcul stochastique quantique sur les espaces de Fock �a temps discret 43

et
k =

X
�;�2�[f0g

X
i�0

Rk�;�i a�;�i

deux int�egrales restreintes sur T�(K). Alors l'op�erateur

h k �
X

�;�2�[f0g

X
i�0

Rhi k
�;�
i a�;�i �

X
�;�2�[f0g

X
i�0

Rh�;�i ki a
�;�
i

�
X

�;�2�[f0g

X
�2�

X
i�0

R
�
h�;�i k�;�i

�
a�;�i a�;�i

est une restriction de l'op�erateur nul.
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Chapitre 2

Repr�esentations int�egrales et

nucl�eaires sur l'espace de Fock �a

temps discret

Dans ce chapitre, nous abordons la question de la repr�esentabilit�e des op�erateurs
de T� sous la forme d'int�egrales stochastiques ou d'op�erateurs �a noyau, c'est-�a-
dire de s�eries (en un sens �a pr�eciser) de la forme

P
k(A;B;C)a+Aa

Æ
Ba

�
C o�u A;B;C

d�ecrivent P et o�u le noyau k est une fonction �a valeurs scalaires.

Dans la section 2.1 nous pr�esentons une approche na��ve de la question de la
repr�esentabilit�e. Cette approche, si elle ne permet pas d'obtenir de caract�erisaton
satisfaisante, est int�eressante pour deux raisons. D'abord, elle montre que l'on a
de bonnes chances d'obtenir des r�esultats de repr�esentabilit�e sur T� ; par ailleurs,
elle permet de pr�eciser ce que l'on attend d'une repr�esentation nucl�eaire et d'en
donner une bonne d�e�nition. Nous introduisons ensuite les outils qui nous per-
mettront d'�etudier les conditions de repr�esentabilit�e nucl�eaire puis obtenons une
caract�erisation des op�erateurs repr�esentables, avec des formules explicites pour les
noyaux.

Dans la section 2.2 nous �etablissons un lien entre repr�esentations nucl�eaires
et repr�esentations int�egrales puis utilisons les r�esultats pr�ec�edents pour obtenir
des crit�eres de repr�esentabilit�e int�egrale avec des expressions explicites des coef-
�cients (h+i )i�0, (h

�
i )i�0, (h

Æ
i )i�0 apparaissant dans la repr�esentation int�egrale d'un

op�erateur h.

En�n, dans la section 2.3, nous donnons les r�esultats analogues dans le cas des
espaces de Fock discrets de multiplicit�e sup�erieure.

Ce chapitre reprend essentiellement l'article [Pt1].
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46 Chapitre 2

2.1 Repr�esentations nucl�eaires

2.1.1 Une premi�ere approche

L'id�ee fondamentale de cette approche est extrêmement simple et s'appuie sur les
remarques (1.3.3) et (1.3.4) : sur notre espace de Fock �a temps discret, la pr�evisibilit�e
permet de se ramener �a un cadre vectoriel de dimension �nie. Nous avons dit alors
que pour tout i la famille�

a+Aa
Æ
Ba

�
C ; A, B, C disjoints dans f0; : : : ; i� 1g	

constitue une base de T�i, et qu'en particulier tout op�erateur i-pr�evisible hi admet
une repr�esentation de la forme

hi =
X

A+B+C<i

k(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C ; (2.1.1)

o�u k est une fonction P � P ! C (qui n'est d�e�nie en fait que sur les triplets
(A;B;C) disjoints, les autres termes �etant simplement inutiles). Une telle somme
est �nie ; il n'y a donc pas encore de probl�eme d'ordre analytique.

Si maintenant nous nous int�eressons �a l'existence de repr�esentations analogues
pour un op�erateur donn�e, sans hypoth�ese de pr�evisibilit�e, nous devons faire un choix
du sens �a donner �a une telle repr�esentation mais essayons d'exploiter le r�esultat ci-
dessus portant sur les op�erateurs pr�evisibles. Consid�erons donc un op�erateur h de
T� ; pour la discussion �a venir nous nous autorisons des hypoth�eses tr�es confortables
et le supposons born�e. Notons E ih l'op�erateur �egal �a pihpi
 Id ; il est clair que E ih
converge fortement vers h lorsque i tend vers l'in�ni. De plus cet op�erateur est
i-pr�evisible donc il existe une fonction ki : P � P � P ! C telle que

E ih =
X

A+B+C<i

ki(A;B;C)a
+
Aa

Æ
Ba

�
C :

On voit facilement par ailleurs pour j > i, d'une part que E i(E jh) = E ih, et d'autre
part que

E i

X
A+B+C<j

kj(A;B;C)a
+
Aa

Æ
Ba

�
C =

X
A+B+C<i

kj(A;B;C)a
+
Aa

Æ
Ba

�
C :

Cela implique que le noyau kj co��ncide avec le noyau ki sur les triplets de parties
de f0; : : : ; i� 1g. Il existe donc une fonction k telle que pour tout i,

E ih =
X

A+B+C<i

k(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C
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Repr�esentations int�egrales et nucl�eaires �a temps discret 47

et par cons�equent

h est la limite forte de
X

A+B+C<i

k(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C lorsque i!1:

On obtient ainsi une esp�ece de repr�esentation en noyau pour tout op�erateur born�e.
On a cependant plusieurs raisons de ne pas être satisfait de cette repr�esentation :
tout d'abord, ce raisonnement utilise l'hypoth�ese que l'op�erateur h est born�e, ce
qui r�eduit consid�erablement le domaine d'application ; par ailleurs, et l�a est le plus
grave, on voudrait que la s�erie

P
k(A;B;C)a+Aa

Æ
Ba

�
C , même si elle reste une �ecriture

formelle, soit \ind�ependante de l'ordre de sommation". Cela semble en e�et être une
exigence minimale si l'on veut que cette �ecriture en s�erie ait de bonnes propri�et�es.
Notre approche na��ve, elle, a fourni une s�erie qui n'est a priori que semi-convergente.

Observons quelles conditions cette exigence impose : on veut qu'une repr�esenta-
tion h =

P
A;B;C

k(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C o�u l'on somme sur les triplets A;B;C de P deux

�a deux disjoints, soit telle que pour tout f dans son domaine, pour tout N de P,
hf(N) co��ncide avec l'expression que l'on obtient apr�es calcul formel de l'action deX

A;B;C

k(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C sur

X
M

f(M)XM

et que l'expression obtenue soit ind�ependante de l'ordre de sommation suivant
A;B;C et M (cela car la s�erie

P
M
f(M)XM est naturellement absolument conver-

gente).
L'�egalit�e

a+Aa
Æ
Ba

�
CXM = XM+A�C si B �M; z�ero sinon

montre queX
A;B;C

k(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C

X
M

f(M)XM =
X
A;B;C

X
M�B

k(A;B;C)f(M)XM+A�C :

La sommation en M ne se fait que sur les M qui contiennent B et C ; on e�ectue
donc un changement de variable qui permet de r�e�ecrire l'�egalit�e ci-dessus enX

M

k(A;B;C)f(M +B)XA+B+M :

Ce qui nous int�eresse dans cette expression est la coordonn�ee suivant un XM . Apr�es
un changement de variable suppl�ementaire on voit que l'expression ci-dessus se
r�e�ecrit X

M

 X
U+V+W=M

X
N

k(U; V;N)f(V +W +N)

!
XM ;
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48 Chapitre 2

de sorte que l'on doit avoir hf(M) �egal �aX
U+V+W=M

X
N

k(U; V;N)f(V +W +N):

Pour que cette quantit�e soit ind�ependante de l'ordre de sommation, il faut donc que
pour chaque M de P, cette s�erie soit absolument convergente, ce qui revient �a dire
que pour tout triplet U , V , W , d'�el�ements deux �a deux disjoints de P on aX

N

jk(U; V;N)f(V +W +N)j < +1:

Cela sera l'une des conditions d�e�nissant les op�erateurs �a noyau.

Dans ce qui pr�ec�ede nous avons utilis�e le fait que la famille

fa+AaÆBa�C ; A, B, C disjoints dans f0; : : : ; i� 1gg
est une base de de T�i pour justi�er l'int�erêt que nous portons aux �ecritures en
s�eries

P
A;B;C

k(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C . Nous avons vu cependant que la famille

fa+Aa�B; A, B quelconques dans f0; : : : ; i� 1gg
constitue une autre base du même espace ; nous aurions pu en suivant le même
cheminement que pr�ec�edemment arriver �a la conclusion qu'il existe une fonction
k : P � P 7! C telle que

h est la limite forte de
X
A[B<i

k(A;B)a+Aa
�
B

(notons que les arguments A et B ne sont plus disjoints).
On peut donc tout aussi l�egitimement s'int�eresser �a des repr�esentations de la

forme h =
P

A;B2P
k(A;B)a+Aa

�
B. Comme pr�ec�edemment il est naturel d'exiger

qu'une telle repr�esentation soit telle que pour tout f du domaine de h, tout N
de P, hf(N) soit donn�e par le d�eveloppement formel deX

A;B

k(A;B)a+Aa
�
B

X
M

f(M)XM

et que le r�esultat soit ind�ependant de l'ordre de sommation. En examinant comment
se traduisent ces exigences nous arrivons cette fois-ci �a

hf(M) =
X

U+V=M

X
N

k(U;N)f(V +N)

et la condition associ�ee est maintenant que pour tous U; V disjoints de P,X
N

jk(U;N)f(V +N)j < +1:
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Repr�esentations int�egrales et nucl�eaires �a temps discret 49

Nous donnons donc les d�e�nitions suivantes :

D�e�nition 2.1.1
� Soit une fonction k3 : P �P �P ! C ; l'op�erateur �a noyau �a trois arguments
associ�e �a k3 est l'op�erateur h dont le domaine est l'ensemble des f de T� tels
que pour tous U , V , W deux �a deux disjoints de P, on aitX

N2P

jk3(U; V;N)f(V +W +N)j < +1

et que l'expression

hf(M) =
X

U+V+W=M

k3(U; V;N)f(V +W +N)

d�e�nisse un �el�ement de l2(P).
� Soit une fonction k2 : P � P ! C ; l'op�erateur �a noyau �a deux arguments
associ�e �a k2 est l'op�erateur h dont le domaine est l'ensemble des f de T� tels
que pour tous U , V disjoints de P, on aitX

N2P

jk2(U;N)f(V +N)j < +1

et que l'expression

hf(M) =
X

U+V=M

k2(U;N)f(V +N)

d�e�nisse un �el�ement de l2(P).
Nous allons �etudier ces deux types de repr�esentations. Nous verrons en particulier
qu'elles sont strictement �equivalentes ; de plus, l'�ecriture en noyau �a deux argu-
ments nous permettra de donner une interpr�etation simple des d�ecompositions en
op�erateurs �a noyau.

2.1.2 Transformations de noyaux

La premi�ere transformation que nous consid�erons est celle qui permet de passer
d'une repr�esentation �a deux arguments �a une repr�esentation �a trois arguments,
du moins dans le cas des op�erateurs pr�evisibles ou des op�erateurs born�es, suivant
l'approche que nous avons pr�esent�ee en introduction. Cette transformation se d�eduit
des �egalit�es

a+Aa
�
B = a+AnBa

Æ
A\Ba

�
BnA et a+Aa

Æ
Ba

�
C = a+A[Ba

�
B[C
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50 Chapitre 2

(la seconde �etant valable pour A, B disjoints seulement) et s'exprime par

k2(A;B) = k3(A nB;A \B;B n A)
et (2.1.2)

k3(A;B;C) = k2(A [B;B [ C):

La seconde transformation que nous consid�erons nous a �et�e inspir�ee par les
travaux de Lindsay (dans [Li1]). Dans notre cadre discret, on peut les d�e�nir pour
les noyaux �a deux ou trois arguments :

D�e�nition 2.1.2
� Soit un noyau �a trois variables k3 : P�P�P ! C ; on d�e�nit sa transform�ee
k03 : P � P � P ! C par

k03(A;B;C) =
X
V�B

k3(A; V; C):

� Soit un noyau �a deux variables k2 : P � P ! C ; on d�e�nit sa transform�ee
k02 : P � P ! C par

k02(A;B) =
X

V�A\B

k2(A nB + V;B n A + V ):

Dans le cas des noyaux �a trois arguments cette transformation est simplement la
transformation de M�bius par rapport �a la seconde variable ; dans le cas des noyaux
�a deux arguments l'expression en est un peu plus compliqu�ee mais la transformation
k2 7! k02 s'exprime encore grâce �a la transformation de M�bius, de sorte que l'on
peut inverser ces deux transformations :

k3(A;B;C) =
X
V�B

(�1)jB�V jk03(A; V; C) (2.1.3)

dans le cas d'un noyau �a trois variable et

k2(A;B) =
X

V�A\B

(�1)jA\B�V jk02((A nB) [ V; (B n A) [ V ) (2.1.4)

dans le cas d'un noyau �a deux variables.

On peut par ailleurs v�eri�er qu'avec les d�e�nitions ci-dessus les noyaux k03, k
0
2

sont reli�es entre eux par des relations identiques �a (2.1.2) :

k02(A;B) = k03(A nB;A \B;B n A) et k03(A;B;C) = k02(A [ B;B [ C): (2.1.5)
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Repr�esentations int�egrales et nucl�eaires �a temps discret 51

On observe encore que les transformations que nous avons d�e�nies sont telles
que le graphe suivant est commutatif :

k2  ! k3
l l
k02  ! k03

;

et que toutes les correspondances sont bijectives. Cela signi�e en particulier qu'une
notation comme k03 est sans ambigu��t�e. Pour cette raison, nous supprimons les in-
dices 2 ou 3 et notons simplement k, k0 les di��erents noyaux, �etant entendu qu'ils
sont reli�es par les relations ci-dessus.

Nous n'avons pas justi��e la d�e�nition de la transformation k 7! k0 autrement
que par son utilit�e dans les travaux de Lindsay. On se rendra pourtant compte
a posteriori que c'�etait de prime abord un objet tr�es naturel ; nous choisissons
malhonnêtement de ne pas encore d�evoiler pourquoi.

La proposition suivante prouve l'�equivalence entre repr�esentations �a deux et �a
trois arguments et montre en partie l'int�erêt que pr�esentent les transformations que
nous avons d�e�nies :

Proposition 2.1.3 (Proposition 1 de [Pt1]) Soit f un vecteur �x�e de l2(N) ;
on consid�ere les conditions suivantes :
� pour tous U; V;W deux �a deux disjoints de PX

N2P

jk(U; V;N)f(V +W +N)j < +1 (2.1.6)

� pour tous U; V disjoints de PX
N2P

jk(U;N)f(V +N)j < +1 (2.1.7)

� pour tous U; V disjoints de PX
N2P

jk0(U; V;N)f(V +N)j < +1 (2.1.8)

� pour tout U de P X
N2P

jk0(U;N)f(N)j < +1: (2.1.9)

Alors les conditions sur les noyaux �a trois arguments sont �equivalentes aux condi-
tions sur leurs analogues �a deux arguments, c'est-�a-dire que

(2.1.6) et (2.1.7) sont �equivalents,

(2.1.8) et (2.1.9) sont �equivalents.
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52 Chapitre 2

De plus, les conditions sur des noyaux k impliquent les conditions sur leurs trans-
form�ees k0, c'est-�a-dire que

(2.1.6), (2.1.7) impliquent (2.1.8), (2.1.9).

En�n, si toutes ces conditions sont v�eri��ees, les expressions suivantes sont
�egales : X

U+V+W=M

X
N2P

k(U; V;N)f(V +W +N) (2.1.10)

X
U+V=M

X
N2P

k0(U; V;N)f(V +N) (2.1.11)

X
U+V=M

X
N2P

k(U;N)f(V +N) (2.1.12)

X
N2P

k0(M;N)f(N) (2.1.13)

Remarque
Les conditions sur les noyaux transform�es k0 n'impliquent en revanche pas les

conditions sur les noyaux k ; si par exemple on prend k de la forme

k(A;B;C) = (�1)jBjj(A;C)

o�u jBj est le cardinal de B et j est une fonction sur P � P, alors

k0(A;B;C) = 1lB=; j(A;C):

La condition (2.1.8) devient

pour tout U de P;
X
N

jj(U;N)f(N)j < +1;

alors que (2.1.6) est

pour tous U; V de P disjoints,
X
N

jj(U;N)f(V +N)j < +1:

On voit alors que si l'on consid�ere
� une fonction j telle que j(U;W ) = 0 si le cardinal de W est di��erent de 1,
� un vecteur f nul sur les singletons,

alors (2.1.8) est triviale tandis que (2.1.6) devient

pour tous U; V disjoints de P;
X
n�0

jj(U; fng)f(V + fng)j < +1: (2.1.14)
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Repr�esentations int�egrales et nucl�eaires �a temps discret 53

ce qui impose encore des conditions sur les valeurs de j et de f . On peut donc
construire de nombreux contre exemples.

Dans son article [Li1], Lindsay, qui �etudie des transformations analogues en
temps continu pour des noyaux �a trois arguments, aÆrme que la condition sur la
transform�ee k0 implique la condition sur k (la transcription en temps continu rem-
place simplement la somme par une int�egrale). Notre contre-exemple cependant se
traduit imm�ediatement au cas du temps continu et o�re un contre-exemple �a cette
aÆrmation. Notons cependant que cette erreur n'a aucune cons�equence sur le reste
de l'article [Li1] ni sur l'article associ�e [B-L].

On peut par ailleurs identi�er un domaine sur lequel les conditions (2.1.6), (2.1.7)
sont �equivalentes aux conditions plus simples (2.1.8), (2.1.9) :

Proposition 2.1.4 (Proposition 2 de [Pt1]) Soit f un vecteur de l2(P) tel qu'il
existe une fonction � : P ! R+ v�eri�ant pour tous A, B de P � P,

jf(A+B)j � jf(A)j
Y
i2B

�(i):

Pour ce vecteur f les conditions (2.1.6), (2.1.7), (2.1.8), (2.1.9) sont �equivalentes.

D�e�nition 2.1.5 Un vecteur f de l2(P) v�eri�ant la condition ci-dessus est dit sous-
exponentiel ; l'ensemble des vecteurs sous-exponentiels est not�e sE . Cet ensemble
sE contient l'ensemble E des vecteurs exponentiels ainsi que tous les vecteurs XA,
A 2 P.
Cet ensemble sE n'est pas un espace vectoriel ; tout ce qu'on peut en dire est que
pour f , g dans sE et �, � dans C , la fonction j�j jf j+ j�j jgj est dans sE .

Remarque
La Proposition 2.1.4 nous a montr�e en particulier qu'on a une stricte �equivalence

entre les noyaux �a trois arguments et ceux �a deux arguments, de sorte que nous ne
nous soucierons plus de distinguer les deux types de repr�esentations.

Les Propositions 2.1.3 et 2.1.4 donnent une expression simpli��ee des conditions
de repr�esentabilit�e pour les op�erateurs dont le domaine est inclus dans sE . Nous
allons voir cependant que, même lorsque l'on souhaite �etudier la repr�esentabilit�e
d'un op�erateur dont le domaine n'est pas inclus dans sE , nos transformations res-
tent utiles. L'�equation (2.1.13) en particulier a une cons�equence tr�es importante :
supposons que h soit un op�erateur �a noyau k et que la base fXA; A 2 Pg soit
contenue dans le domaine de h. Alors pour tout M de P,

hXA(M) =
X
N

k0(M;N)1lA=N ;
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54 Chapitre 2

et puisque hXA(M) est simplement hXM ; hXAi, on obtient la formule

k0(A;B) = hXA; hXBi (2.1.15)

sous les conditions de domaine ci-dessus. Nous disposons donc th�eoriquement de
tous les crit�eres permettant de d�eterminer si un op�erateur dont le domaine contient
fXA; A 2 Pg est repr�esentable. L'expression de k0 en fonction de k cependant n'est
en g�en�eral pas tr�es maniable, de sorte que nous allons nous int�eresser dans la suite
�a des crit�eres plus directement accessibles.

Remarques
� Cette derni�ere formule �eclaircit le sens des conditions (2.1.8) et (2.1.9) : en
e�et, grâce �a cette formule, la condition (2.1.9) devient

pour tout M;
X
N

jhXM ; hXNif(N)j < +1;

de sorte que, sous les conditions portant sur les transform�ees k0 dans la Propo-
sition 2.1.3, le d�eveloppement en noyau est une simple r�e�ecriture de l'�egalit�e

pour tout M hXM ; h
X
N

f(N)XNi =
X
N

hXM ; hXNif(N): (2.1.16)

� La formule (2.1.15) nous permet aussi d'�eclaircir le sens de cette repr�esentation
en noyaux. On a, du moins formellement,

h =
X
A;B

hXA; hXBi jXAihXBj; (2.1.17)

or jXAihXBj = a+A p0 a
�
B et, comme nous allons le voir plus bas en (2.1.19),

p0 =
X
N2P

(�1)jN jaÆN ;

ce qui permet de d�eduire la forme de la repr�esentation en noyau en substituant
cette expression dans ce qui pr�ec�ede.

La justi�cation que nous avons pr�esent�ee dans la deuxi�eme remarque ci-dessus
se retrouve dans les questions de repr�esentations en noyau dans les espaces de Fock
�a temps continu ; dans ce cas bien sûr les probl�emes analytiques deviennent plus
exigeants. Nous discuterons l'apparition de ces id�ees dans le chapitre suivant, dans
la section 3.3.

R�esumons la caract�erisation que nous avons obtenue dans le cas d'op�erateurs
dont le domaine est contenu dans sE :
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Repr�esentations int�egrales et nucl�eaires �a temps discret 55

Proposition 2.1.6 Soit h un op�erateur sur T� dont le domaine v�eri�e

fXA; A 2 Pg � Domh � sE ;
alors h peut être �etendu en un op�erateur �a noyau si et seulement si pour tout f
dans Domh, tout M dans P,( P

N
jhXM ; hXNif(N)j < +1 etP

N
hXM ; hXNif(N) = hf(M):

(2.1.18)

et le noyau k est alors donn�e par

k0(A;B) = hXA; hXBi:
Cette proposition n'est qu'une reformulation de notre d�e�nition utilisant 2.1.3
et 2.1.4 ; elle peut sembler d�ecevante. En e�et, il se comprend que l'hypoth�ese
Domh � sE soit n�ecessaire pour �eviter que l'op�erateur �a noyau n'ait un domaine
trop fantaisiste en regard de celui de h. Il peut sembler en revanche que la seconde
condition de (2.1.18) puisse être remplac�ee par une hypoth�ese de fermabilit�e dans
lesquelles on particulariserait la base fXA; A 2 Pg. L'�enonc�e ne peut se simpli�er
autant qu'on le croirait a priori. En e�et, une condition de fermabilit�e usuelle s'�ecrit
ainsi : si une suite (un)n�0 d'�el�ements du domaine de K v�eri�e(

(un)n�0 tend vers z�ero et

la suite (Kun)n�0 converge,

alors la limite de (Kun)n�0 est z�ero. La deuxi�eme condition de (2.1.18), elle, est �a
la fois plus faible que la fermabilit�e puisque les seules suites approchantes (un)n�0
consid�er�ees sont des sommes partielles de

P
N
f(N)XN . Elle est en revanche plus

forte que la fermabilit�e puisque l'hypoth�ese de convergence au sens faible disant
que pour tout M de P, hXM ; Kuni converge et d�e�nit une fonction de M de carr�e
int�egrable doit impliquer que, pour tout M , la limite est z�ero.

2.1.3 Une condition suÆsante de repr�esentabilit�e nucl�eaire

Il est clair d'apr�es la remarque montrant que les conditions de la Proposition
2.1.6 sont celles qui permettent d'�ecrire (2.1.16), qu'il existe un cas dans lequel la
question de la repr�esentabilit�e se simpli�e grandement : c'est celui o�u l'on s'auto-
rise des hypoth�eses sur l'adjoint de l'op�erateur consid�er�e. Nous prouvons ainsi le
th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 2.1.7 (Th�eor�eme 2 de [Pt1]) Soit h un op�erateur sur T� tel que
fXA; A 2 Pg � Domh \ Domh�; alors les formules (2.1.15) d�e�nissent un
op�erateur �a noyau qui est une extension ferm�ee de h.
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56 Chapitre 2

Il faut remarquer que, dans ce th�eor�eme, il n'y a plus d'hypoth�ese sur le domaine
du type Domh � sE ; nous ne nous servons plus en fait de la proposition 2.1.4
mais prouvons pour tout f de T� les conditions plus fortes (2.1.6), (2.1.7) de la
Proposition 2.1.3. Nous prouvons de plus que, dans ce cas, l'op�erateur �a noyau hk
obtenu est un op�erateur ferm�e. Notons cependant que l'inclusion h � hk n'est pas
une �egalit�e a priori.

Extensions de ces r�esultats
Il est �a remarquer que, dans tout ce que nous avons fait, nous n'avons jamais uti-

lis�e l'ordre sur N ; on peut donc transcrire nos r�esultats sans aucune modi�cation au
cas o�u l'on travaille sur un espace de Fock construit sur l2(A) pour A d�enombrable.
Cela signi�e que, si l'on consid�ere un espace de Hilbert s�eparable et que l'on associe
�a une base hilbertienne quelconque des op�erateurs de cr�eation, annihilation, conser-
vation de la même mani�ere qu'ici, on peut, sous des hypoth�eses analogues �a celles
de la Proposition 2.1.6 du Th�eor�eme 2.1.7, repr�esenter tout op�erateur de cet espace
comme une s�erie de produits de ces op�erateurs a+, a�, aÆ. En particulier, tout cela
s'applique aux espaces de Fock de multiplicit�e sup�erieure et même de multiplicit�e
�nie. Nous d�etaillerons ces r�esultats en 2.3.

Exemples de repr�esentations en noyaux
� Consid�erons un op�erateur de projection adapt�ee pi. Le Th�eor�eme 2.1.7 s'ap-
plique et l'on trouve

k0(A;B) = hXA; piXBi
qui vaut 1 si A = B � f0; : : : ; i � 1g et 0 sinon. En inversant cette formule
nous trouvons des repr�esentations

pi =
X
B�i

(�1)jBjaÆB =
X
B�i

(�1)jBja+Ba�B: (2.1.19)

� Pour �, � dans P on peut consid�erer l'op�erateur jX�ihX�j. Alors k0(A;B)
vaut 1 pour A = �, B = �, 0 sinon. On obtient

jX�ihX�j =
X
B2P

(�1)jBja+�aÆBa�� ; (2.1.20)

qui se d�eduit de l'exemple pr�ec�edent et du fait que jX�ihX�j = a+�p0a
�
� (voir

la seconde remarque apr�es la formule (2.1.15)).
� D�e�nissons un op�erateur h sur l'espace engendr�e par fXA; A 2 Pg par

hXA =
X
B�A

XB:
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Repr�esentations int�egrales et nucl�eaires �a temps discret 57

On voit facilement alors que h� n'est pas d�e�ni sur l'ensemble fXA; A 2 Pg de
sorte que l'on ne peut appliquer le Th�eor�eme 2.1.7 ; en revanche, la Proposition
2.1.6 s'applique et montre que h est �etendu par l'op�erateur

P
C
a�C .

2.2 Application aux questions de repr�esentations

int�egrales

Nous allons utiliser �a pr�esent la structure d'ordre qui existe sur N pour obtenir
des repr�esentations int�egrales �a partir de nos repr�esentations nucl�eaires. Nous avons
d'abord besoin de remarquer que, d'apr�es nos calculs de

k(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C

X
M

f(M)XM ;

la D�e�nition 2.1.1 revient �a d�e�nir l'op�erateur
P

A;B;C
k(A;B;C)a+Aa

Æ
Ba

�
C comme

ayant pour domaine l'ensemble des f de T� tels que
� pour tout M de P,X

A;B;C

��k(A;B;C)(a+AaÆBa�C f)(M)
�� < +1

� la fonction
M 7!

X
A;B;C

�
k(A;B;C)(a+Aa

Æ
Ba

�
C f)

�
(M)

est de carr�e int�egrable de M .

Grâce �a cette remarque on voit qu'un op�erateur �a noyau est bien une s�erieX
A;B;C

k(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C

au sens o�u nous avons d�e�ni les s�eries d'op�erateurs dans le cas des int�egrales.
En particulier, les deux propri�et�es suivantes deviennent claires : d'abord, si l'on

�ecrit k comme une somme k1 + : : : + kn o�u les ki ont deux �a deux des supports
disjoints, alors l'op�erateurX

A;B;C

k1(A;B;C)a
+
Aa

Æ
Ba

�
C + : : :+

X
A;B;C

kn(A;B;C)a
+
Aa

Æ
Ba

�
C

est une restriction de l'op�erateur
P

A;B;C
k(A;B;C)a+Aa

Æ
Ba

�
C . En e�et, la premi�ere

condition ci-dessus (sommabilit�e suivant A;B;C) est v�eri��ee de mani�ere �equivalente
par une �ecriture et par l'autre et la propri�et�e que l'expression donne une fonction
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58 Chapitre 2

l2 de M est plus forte pour la seconde �ecriture. Par ailleurs, si l'on �ecrit P comme
une r�eunion disjointe P = [i�0Pi alors

X
i

 X
A;B;C2Pi

k(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C

!

est une extension de l'op�erateur
P

A;B;C
k(A;B;C)a+Aa

Æ
Ba

�
C puisque la condition de

sommabilit�e suivant i dans l'�ecriture ci-dessus est plus faible que la condition de
sommabilit�e suivant A;B;C dans l'�ecriture en noyau, la condition l2 �etant ensuite
�equivalente dans un cas et dans l'autre.

2.2.1 Repr�esentations nucl�eaires et int�egrales

Suppposons qu'un op�erateur h sur T� admette une repr�esentation en noyau au
sens de la D�e�nition 2.1.1. Comme, pour tout (A;B;C) 6= (;; ;; ;), le plus grand
�el�ement de A[B[C est dans un et un seul des ensembles A;B;C, on peut r�e�ecrire la
repr�esentation en noyau de deux mani�eres di��erentes : d'apr�es les remarques faites
ci-dessus, la somme des trois s�eries

k(;; ;; ;) +
X
i�0

A;B;C<i

k(A+ i; B; C)a+Aa
Æ
Ba

�
Ca

+
i (2.2.1)

+
X
i�0

A;B;C<i

k(A;B + i; C)a+Aa
Æ
Ba

�
Ca

Æ
i +

X
i�0

A;B;C<i

k(A;B;C + i)a+Aa
Æ
Ba

�
Ca

�
i

est �etendue par l'op�erateur �a noyau
P

A;B;C
k(A;B;C)a+Aa

Æ
Ba

�
C , qui est �a son tour

�etendu par

k(;; ;; ;) +
X
i

� X
A;B;C<i

k(A+ i; B; C)a+Aa
Æ
Ba

�
Ca

+
i (2.2.2)

+
X

A;B;C<i

k(A;B + i; C)a+Aa
Æ
Ba

�
Ca

Æ
i +

X
A;B;C<i

k(A;B;C + i)a+Aa
Æ
Ba

�
Ca

�
i

�
:

Si l'on d�e�nit par ailleurs trois processus pr�evisibles (h+i )i�0, (h
Æ
i )i�0, (h

�
i )i�0 par8>><

>>:
h+i =

P
A;B;C<i

k(A+ i; B; C)a+Aa
Æ
Ba

�
C

hÆi =
P

A;B;C<i
k(A;B + i; C)a+Aa

Æ
Ba

�
C

h�i =
P

A;B;C<i
k(A;B;C + i)a+Aa

Æ
Ba

�
C

(2.2.3)

alors (2.2.2) se r�e�ecrit en

k(;; ;; ;) +
X
i

(h+i a
+
i + hÆia

Æ
i + h�i a

�
i ); (2.2.4)
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Repr�esentations int�egrales et nucl�eaires �a temps discret 59

et l'on voit de la même mani�ere que l'int�egrale

k(;; ;; ;) +
X
i

h+i a
+
i +

X
i

hÆia
Æ
i +

X
i

h�i a
�
i

est elle-même une extension de (2.2.1) et une restriction de (2.2.4).

On a donc obtenu une int�egrale stochastique quantique qui co��ncide avec l'op�era-
teur h sur leur domaine commun et on peut expliciter une partie de ce domaine
commun. En particulier, si la base fXA; A 2 Pg est dans le domaine de h alors
elle est aussi dans celui de (2.2.1) puisque seule l'une des trois s�eries porte sur un
nombre in�ni de termes.

De plus, les coeÆcients de l'int�egrale sont donn�es sous la forme d'op�erateurs �a
noyau par (2.2.3) ; nous savons relier le noyau �a l'expression de l'op�erateur grâce �a
la formule (2.1.15), de sorte que nous pouvons d�eduire une forme plus explicite des
op�erateurs h�i si nous supposons que fXA; A 2 Pg est inclus dans le domaine de h.
Ces op�erateurs s'expriment de mani�ere particuli�erement simple grâce aux op�erateurs
du calcul d'Itô abstrait : 8>><

>>:
h+i pi = dihpi

h�i pi = piha
+
i pi

hÆi pi = diha
+
i pi � pihpi:

(2.2.5)

2.2.2 Une condition suÆsante de repr�esentabilit�e int�egrale

Dans la section pr�ec�edente nous avons montr�e le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 2.2.1 (Th�eor�eme 3 de [Pt1]) Soit h un op�erateur sur T� tel que
fXA; A 2 Pg est contenu dans Domh \ Domh�, et notons h la fermeture de h ;
alors si l'on note h�i les op�erateurs d�e�nis par (2.2.5) et � = h
; h
i, l'op�erateur

�
�Id+

X
i

h+i a
+
i +

X
i

hÆi a
Æ
i +

X
i

h�i a
�
i

�
� h

est une restriction de l'op�erateur nul dont le domaine contient fXA; A 2 Pg.
Les pi �a droite des expressions (2.2.5) ne sont l�a que pour mettre en valeur la

sym�etrie ; puisque di = pia
�
i et que a+i ; a

�
i sont mutuellement adjoints, ces formules

entrâ�nent que

(k�)+i = k�i ; (k�)�i = k+i et (k�i )
Æ = kÆi ;

o�u les (k�)� sont les coeÆcients de la repr�esentation int�egrale de h�.
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60 Chapitre 2

Repr�esentation des processus
Dans ce qui pr�ec�ede, nous ne nous sommes int�eress�es qu'�a la repr�esentation

d'un op�erateur isol�e. Si l'on souhaite consid�erer un processus d'op�erateurs (hi)i�0,
que l'on suppose pr�evisible, on peut bien sûr d�eduire des formules pr�ec�edentes une
repr�esentation int�egrale de chaque hi mais les coeÆcients de ces repr�esentations
d�ependront de i, or nous aimerions avoir des �ecritures compatibles entre elles. On
obtient facilement, �a partir des formules pr�ec�edentes, une repr�esentation int�egrale
commune du processus �a condition d'y int�egrer une int�egrale par rapport au temps :
il suÆt pour cela de remarquer que tout hi+1 � hi se d�ecompose en une partie
h+i a

+
i +h

�
i a

�
i +h

Æ
i a
Æ
i et une partie i-pr�evisible. Remarquons qu'ici on n'a plus aucun

probl�eme de domaine puisque les op�erateurs pr�evisibles sont born�es et que toutes
les sommes sont �nies.

Corollaire 2.2.2 Soit (hi) un processus pr�evisible d'op�erateurs sur T�. Alors il
existe quatre familles (h+i )i�0, (h

�
i )i�0 , (hÆi )i�0 , (h�i )i�0 telles que pour tout i on

ait

hi = �Id+
X
j<i

h+j a
+
j +

X
j<i

h�j a
�
j +

X
j<i

hÆja
Æ
j +

X
j<i

h�j a
�
j

o�u � = h
; h0
i et les int�egrandes sont donn�ees par8>>>>>><
>>>>>>:

h+i pi = dihi+1pi

h�i pi = pihi+1a
+
i pi

hÆi pi = dihi+1a
+
i pi � pihi+1pi

h�i pi = pi(hi+1 � hi)pi:

(2.2.6)

Exemples de repr�esentations int�egrales
� les op�erateurs de projection adapt�ee pi pour i � 0 s'�ecrivent

pi = Id +
X
j�i

hÆja
Æ
j (2.2.7)

pour hÆj = �
P

N�fi;:::;j�1g
(�1)jN jaÆN et cette repr�esentation int�egrale est n�eces-

sairement valable partout puisqu'on a une repr�esentation nucl�eaire sur tout
T� qui est strictement �equivalente �a la restriction commune (2.2.1).
� Soient �, � dans P et supposons par exemple que le plus grand �el�ement de
�[� est un �el�ement a 2 �. Alors l'op�erateur jX�ihX�j admet la repr�esentation
int�egrale �

a+��a(Id +
a�1X
j=0

hÆja
Æ
j)a

�
�

�
a+a +

X
j�a

�jX�ihX�j hÆj
�
aÆj
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Repr�esentations int�egrales et nucl�eaires �a temps discret 61

o�u les op�erateurs hÆj sont d�e�nis dans l'exemple pr�ec�edent. Encore une fois
cette repr�esentation est valable sur tout T�.

2.3 Le cas des espaces de Fock de multiplicit�e

sup�erieure �a 1

Dans cette section, nous consid�erons le cas o�u l'on travaille sur un espace de
Fock �a temps discret T�K, pour un espace de Hilbert s�eparable K, dont une base
hilbertienne est index�ee par f0g [ �, comme dans la section 1.4. On rappelle que
P� est l'ensemble des parties �nies M de N � � telles qu'il n'existe pas dans M
deux �el�ements de la forme (i; �) et (i; �).

Dans un tel espace, une repr�esentation en noyau est encore une s�erie du typeP
k(A;B;C)a+Aa

Æ
Ba

�
C o�u les a+, a�, aÆ sont ceux que nous avons d�e�nis en 1.4 et

A;B;C sont des �el�ements de P� ; ces ensembles A;B;C sont non seulement disjoints
mais les projections sur N de A, B sont disjointes, celles de B, C sont disjointes. En
revanche on peut avoir par exemple des �el�ements (i; �) dans A et (i; �) dans C, avec
� 6= � cependant. Ceci cependant n'a rien �a voir avec nos preuves combinatoires (de
telles consid�erations n'apparaissent pas dans les repr�esentations �a deux arguments)
et tous nos crit�eres portant sur les repr�esentations en noyaux restent valables si l'on
consid�ere des repr�esentations en noyaux sur T�(K) ; seuls les ensembles d'indexation
vont changer.

Pour �enoncer l'analogue de la Proposition 2.1.6 il faut dire que l'ensemble sE(K)
se d�e�nit comme dans la Proposition 2.1.4 en consid�erant des fonctions � de N ��
dans R+ .

Proposition 2.3.1 Soit h un op�erateur sur T�(K) dont le domaine v�eri�e

fXA; A 2 P�g � Domh � sE(K);
alors h peut être �etendu en un op�erateur �a noyau si et seulement si pour tout f
dans Domh, tout M dans P�,( P

N2P�
jhXM ; hXNif(N)j < +1 etP

N2P�
hXM ; hXNif(N) = hf(M):

(2.3.1)

et le noyau k est alors donn�e par

k0(A;B) = hXA; hXBi:
Th�eor�eme 2.3.2 Soit h un op�erateur sur T�(K) tel que fXA; A 2 P�g � Domh\
Domh�; alors la formule

k0(A;B) = hXA; hXBi:
d�e�nit un op�erateur �a noyau qui est une extension ferm�ee de h.
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62 Chapitre 2

On peut �a nouveau tirer formellement une repr�esentation int�egrale d'une repr�esen-
tation en noyaux ; sans d�etailler les calculs, on peut voir que l'on obtient des
int�egrandes donn�es par leur repr�esentation en noyaux. On obtient ainsi le th�eor�eme
suivant, qui est l'analogue du Th�eor�eme 2.2.1 :

Th�eor�eme 2.3.3 Soit h un op�erateur sur T� tel que fXA; A 2 Pg est contenu
dans Domh \Domh�, et notons h la fermeture de h. Si l'on d�e�nit des processus
pr�evisibles (h�;�i )i�0 pour tout couple (�; �) d'�el�ements de �[f0g avec (�; �) 6= (0; 0)
par �

h�;�i = d�i ha
0;�
i pi pour �; � distincts dans � [ f0g;

h�;�i = d�i ha
0;�
i pi � pihpi pour � dans �

et un scalaire � par
� = h
; h
i;

alors l'op�erateur 0
B@�Id+ X

�;�2�[f0g
(�;�)6=(0;0)

X
i�0

h�;�i a�;�i

1
CA� h

est une restriction de l'op�erateur nul dont le domaine contient fXA; A 2 P�g.
En�n, on a pour corollaire le r�esultat de repr�esentation des processus, analogue

du Corollaire 2.2.2. Ici, cependant, une int�egrale arrêt�ee au temps i n'est plus une
somme �nie puisqu'il existe une in�nit�e de termes h�;�i ; on ne peut donc pas, par
rapport au Th�eor�eme 2.3.3, am�eliorer le domaine de validit�e de la repr�esentation
int�egrale.

Corollaire 2.3.4 Soit (hi) un processus pr�evisible d'op�erateurs sur T�(K) ; il existe
des processus pr�evisibles (h�;�i )i�0 pour tout couple (�; �) d'�el�ements de �[f0g tels
que pour tout i l'op�erateur

hi � �Id+
X

�;�2�[f0g

h�;�i a�;�i

est une restriction de l'op�erateur nul dont le domaine contient fXA; A 2 P�g ; les
int�egrandes sont donn�es par8<

:
h�;�i = d�i ha

0;�
i pi pour �; � distincts dans � [ f0g;

h�;�i = d�i ha
0;�
i pi � pihpi pour � dans �;

h0;0i = pi(hi+1 � hi)
et � est donn�e par

� = h
; h0
i:
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Chapitre 3

Calcul stochastique quantique sur

l'espace de Fock

Dans ce chapitre, nous pr�esentons rapidement la th�eorie du calcul stochastique
quantique sur les espaces de Fock bosoniques construits sur des espaces L2(R+ ;K)
o�u K est un espace de Hilbert s�eparable.

Dans la section 3.1, nous d�e�nissons ces espaces de Fock et le calcul d'Itô abstrait
qui lui est associ�e ; ce calcul d'Itô m�ene naturellement �a la formulation Attal-Meyer
de l'int�egration stochastique quantique. Nous d�e�nissons cette formulation dans
la section 3.2 ; nous donnons �egalement des expressions du type Attal-Lindsay ou
Hudson-Parthasarathy de l'action des int�egrales qui nous seront utiles dans la suite.
Nous n'entrerons cependant pas dans les subtilit�es des recoupements pr�ecis entre
les diverses th�eories.

Dans la section 3.3 nous pr�esentons rapidement un autre type de repr�esentation
des op�erateurs : les noyaux de Maassen-Meyer.

Nous nous sommes e�orc�es, dans cette pr�esentation, de mettre en avant les
analogies entre th�eories �a temps discret et �a temps continu. Pour plus de d�etails sur
la th�eorie de l'int�egration stochastique quantique suivant cette approche on pourra
consulter le livre de Meyer [Me2] ou le texte de pr�esentation [At5].

3.1 Espaces de Fock

3.1.1 D�e�nition de l'espace de Fock simple

Nous commen�cons par d�e�nir l'espace le plus couramment consid�er�e en proba-
bilit�es quantiques : l'espace de Fock bosonique sur L2(R+). Nous pr�esenterons plus
loin les analogues de multiplicit�e sup�erieure, c'est-�a-dire les espaces de Fock boso-
niques sur L2(R+ ;K) o�u K est un espace de Hilbert s�eparable quelconque. Nous
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64 Chapitre 3

avons fait ce choix a�n d'all�eger l'expos�e : les r�esultats que nous �enon�cons dans l'es-
pace de Fock simple s'�etendent aux cas plus g�en�eraux sans grande diÆcult�e mais
les notations s'en trouvent alourdies.

Nous travaillerons donc principalement sur l'espace de Fock simple, not�e �, qui
est d�e�ni usuellement comme le compl�et�e de l'espace pr�ehilbertienM

n�0
L2(R+)

Æn ;

o�u Æ repr�esente le produit tensoriel sym�etrique, et o�u L2(R+)
Æ0 = C par conven-

tion. Comme dans le cas de l'espace de Fock �a temps discret, les manipulations
seront grandement simpli��ees par l'utilisation de la notation de Guichardet ; nous
ne d�etaillerons pas la construction de l'isomorphisme explicite, que l'on peut trouver
dans tous les ouvrages de r�ef�erence. Disons simplement qu'il s'agit d'identi�er les
�el�ements de L2(R+)

Æn �a l'ensemble des fonctions sym�etriques sur Rn+ ou encore aux
fonctions des n-uplets de R+ .

Nous nous appuyons sur l'analogie avec le temps discret pour d�e�nir directement
l'espace de Fock � comme l'espace de fonctions de carr�e int�egrable L2 (P), o�u P
est l'ensemble des parties �nies de R+ muni de la mesure qui co��ncide avec la
mesure de Lebesgue n-dimensionnelle sur le sous-ensemble Pn de P constitu�e des
n-uplets, et telle que l'ensemble vide ; est un atome de masse 1. Nous utiliserons
donc indi��eremment les notations � et L2 (P).

Un �el�ement de � sera donc une fonction f : P 7! C telle que

jf(;)j2 +
X
n�1

Z
s1<:::<sn

jf(fs1; : : : ; sng)j2 < +1:

L'�el�ement canonique dans P sera not�e � et l'�el�ement in�nit�esimal d�. Nous
respecterons par ailleurs la convention qui veut qu'une partie fs1; : : : ; sng soit tou-
jours �ecrite sous forme ordonn�ee : les si sont suppos�es v�eri�er s1 < : : : < sn hormis
mention contraire.

L'indicatrice de l'ensemble vide est appel�ee le vecteur vide de L2 (P) et est not�ee

. Pour tout n de N , le sous-espace s'identi�ant �a L2(Pn) est appel�e le n-i�eme chaos.
Cet espace est simplement le sous-espace de � form�e des fonctions �a support dans
les n-uplets : pour toute fonction f de L2 (P),

f appartient au n-i�eme chaos , f(�) = 0 si j�j 6= n:

On notera Æ le produit de Wick qui est simplement le produit sym�etrique dans
L2 (P) : pour deux �el�ements f , g de L2 (P), on d�e�nit f Æ g(�) pour tout � par

f Æ g(�) =
X
���

f(�)g(� n �):
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Calcul stochastique quantique sur les espaces de Fock �a temps continu 65

Le produit f Æ g n'est pas a priori un �el�ement de L2 (P). Si cependant f et g
appartiennent aux n-i�eme etm-i�eme chaos respectivement, alors f Æg est un �el�ement
de L2 (P) et même un �el�ement du n+m-i�eme chaos. Il est clair alors que le n-i�eme
chaos est exactement l'espace engendr�e par les vecteurs de la forme u1 Æ : : : Æ un
pour u1; : : : ; un dans L

2(R+).

3.1.2 Calcul d'Itô abstrait sur �

Voyons d'abord que l'espace � a lui aussi une propri�et�e int�eressante de d�ecompo-
sition tensorielle explicite. Pour tout I � R+ , on peut d�e�nir le sous-espace �I des
�el�ements de L2 (P) �a support dans I, c'est-�a-dire que pour un �el�ement f de �,

f appartient �a �I , f(�) = 0 pour presque tout � tel que � 6� I:

La proposition suivante �enonce la propri�et�e de d�ecomposition tensorielle de � :

Proposition 3.1.1 Soit R+ = [i2NIi une partition en intervalles disjoints ; alors
on a un isomorphisme explicite

� '
O
i2N

�Ii

obtenu en associant �a toute famille de fonctions (fi)i2N avec fi 2 �Ii une fonction
f par

f(�) =
Y
i2N

fi(� \ Ii):

Pour tout t de R+ on notera en particulier �t ou L
2(Pt) le sous-espace de L2 (P)

constitu�e des fonctions �a support dans [0; t], et �[t le sous-espace des �el�ements de
L2 (P) �a support dans [t;+1).

Il sera plus simple dans le cas de l'espace de Fock �a temps continu de parler
d'adaptation au lieu de pr�evisibilit�e. La notion d'adaptation pour les vecteurs de �
reste par ailleurs similaire �a la notion de pr�evisibilit�e de l'espace de Fock �a temps
discret :

D�e�nition 3.1.2
� Un vecteur f de � qui appartient �a L2(Pt) est dit t-adapt�e.
� On appelle projection adapt�ee au temps t l'op�erateur de projection orthogonale
sur le sous-espace �t.

Un op�erateur de projection adapt�ee Pt s'exprime de la fa�con suivante :

Ptf(�) =

�
f(�) si � � [0; t]
0 sinon,
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66 Chapitre 3

On d�e�nit aussi une famille d'op�erateurs appel�es gradients adapt�es. Cette d�e�nition
pose cependant plus de probl�emes que dans le cas �a temps discret : on voudrait
d�e�nir, pour f dans �, le vecteur Dtf par

Dtf(�) =

�
f(� [ ftg) si � � [0; t]

0 sinon.
(3.1.1)

Il est cependant clair qu'une telle d�e�nition ne peut d�e�nir un op�erateur Dt d�e�ni
sur tout f de � puisque les �el�ements de L2 (P) ne sont d�e�nis que presque partout :
on ne peut esp�erer d�e�nir au mieux, pour un f donn�e, Dtf que pour presque tout t.
Nous reviendrons sur ce probl�eme un peu plus loin. Il est en revanche �evident que,
s'il est d�e�ni, Dtf est, comme Ptf , un vecteur t-adapt�e.

Dans ce cadre �a temps continu nous devons être plus prudent avec les ques-
tions analytiques. Nous appellerons donc processus de vecteurs dans � toute fa-
mille (ft)t�0 de vecteurs de � telle que t 7! ft est mesurable. Le premier processus
de vecteurs qui nous int�eressera sera le processus (�t)t�0, par rapport auquel nous
int�egrerons pour obtenir l'int�egrale d'Itô :

�t(�) =

�
1 si � = fsg et s < t
0 sinon.

On souhaite d�e�nir une int�egrale de processus adapt�es (ft)t2R+ de vecteurs par
rapport �a la courbe (�t)t2R+. Nous appuyant sur le cas discret, nous d�e�nissons
directement l'int�egrale sous forme alg�ebrique : le vecteur

R
ft d�t est d�e�ni parZ

ft d�t(�) =

�
f_�(� n _�) si � 6= ;

0 sinon.
(3.1.2)

Notons que l'on peut retrouver cette d�e�nition comme une limite en norme de
sommes de Riemann

P
i
fti 
 (�ti+1 � �ti), ce qui justi�e la notation sous forme

int�egrale.
On voit facilement qu'avec cette d�e�nitionZ

P

����
Z
ft d�t(�)

����
2

d� =

Z
kftk2 dt (3.1.3)

qui montre qu'il est n�ecessaire et suÆsant, pour que la d�e�nition (3.1.2) d�e�nisse
bien un �el�ement de L2 (P), que R kftk2 dt < +1. De plus on v�eri�e par un calcul
analogue, que Z 1

0

Z
Pt
jf(� [ t)j2 d� dt = kfk2

qui indique que Dtf est bien d�e�ni pour presque tout t. On obtient alors facilement
la proposition suivante :
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Calcul stochastique quantique sur les espaces de Fock �a temps continu 67

Proposition 3.1.3 Soit f un vecteur de � ; avec la d�e�nition (3.1.1), Dtf est bien
d�e�ni comme �el�ement de L2 (P) pour presque tout t. On a donc un processus adapt�e
(Dtf)t�0 d�e�ni pour presque tout t, qui v�eri�e

f = f(;)
 +

Z
Dtf d�t (3.1.4)

et

kfk2 = jf(;)j2 +
Z
kDtfk2 dt: (3.1.5)

L'�ecriture (3.1.4) d'un vecteur de f est appel�e sa repr�esentation pr�evisible ; nous
reviendrons un peu plus loin sur cette appellation.

On peut remarquer que l'on a, pour tout f de � et presque tout t,

Pt

Z 1

0

fs d�s =

Z t

0

fs d�s et Dt

Z 1

0

fs d�s = ft:

La Proposition 3.1.3 fait apparâ�tre plus pr�ecis�ement le lien entre � et T� ; en
e�et, la d�ecomposition tensorielle 3.1.1 dans � montre que l'on a en quelque sorte

� '
O
t�0

�[t;t+dt]

et la repr�esentation pr�evisible d'un vecteur (3.1.4) montre que �[t;t+dt] est \en-
gendr�e" par 
 et d�t, donc peut être vu comme isomorphe �a C

2 . On a donc en
quelque sorte

� '
O
t�0

C
2 :

et il est �a pr�evoir que � puisse être approch�e d'une certaine mani�ere par des \fonc-
tions en escalier" qui pourront être vues comme �el�ements de T�. C'est l'id�ee sous-
jacente �a ce que nous verrons dans la section 4.

Remarquons par ailleurs que l'on peut it�erer la repr�esentation pr�evisible d'un
op�erateur f : les vecteurs Dtf sont des �el�ements de l'espace de Fock et ont �a leur
tour une repr�esentation pr�evisible, et ainsi de suite. On arrive ainsi �a �ecrire tout
�el�ement de � comme

f = f(;)
 +
X
n�1

Z
s1<:::<sn

f(s1; : : : ; sn) d�s1 : : : d�sn

que l'on abr�ege en

f =

Z
P
f(�) d��;
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68 Chapitre 3

formule �a laquelle est associ�ee la formule d'isom�etrie

kfk2 =
Z
P
jf(�)j2 d�:

Cette repr�esentation est appel�ee repr�esentation chaotique de f . Elle nous montre
que notre espace de Fock est isomorphe �a l'espace chaotique de toute martingale
et �a l'espace L2 canoniquement associ�e �a toute martingale normale. Par exemple �
s'identi�e �a l'espace L2(�) o�u � est la mesure de Wiener par l'identi�cation de

f = f(;)
 +
X
n�1

Z
s1<:::<sn

f(s1; : : : ; sn) d�s1 : : : d�sn

�a la variable al�eatoire classique

f = f(;) +
X
n�1

Z
s1<:::<sn

f(s1; : : : ; sn) dWs1 : : : dWsn

o�u (Wt)t�0 est le mouvement brownien ; il en serait de même si nous avions consid�er�e
une autre martingale normale, comme le processus de Poisson compens�e ou celles des
martingales d'Az�ema qui ont la propri�et�e de repr�esentation chaotique. Remarquons
que, dans le cas d'une martingale normale qui n'a pas la propri�et�e de repr�esentation
chaotique, son espace chaotique est encore isomorphe �a � mais pas l'espace L2 qui
lui est associ�e.

L'identi�cation de � �a un tel espace L2 associ�e �a une martingale classique est ap-
pel�e une interpr�etation probabiliste. Comme dans le cas discret, l'espace � que nous
avons construit o�re une structure hilbertienne permettant de consid�erer de nom-
breuses situations probabilistes ; c'est encore en faisant le choix d'une loi produit sur
cet espace que nous ferons r�eapparâ�tre les propri�et�es v�eritablement probabilistes.

Remarquons encore que, dans toutes ces interpr�etations, les op�erateurs Pt s'iden-
ti�ent aux esp�erances conditionnelles, les Dt donnent la repr�esentation pr�evisible
au sens classique de variables al�eatoires, l'int�egrale d'Itô abstraite s'identi�e �a
l'int�egrale par rapport �a la martingale consid�er�ee ; notre formalisme traduit sim-
plement le fait que ces op�erateurs s'expriment, sur les d�ecompositions chaotiques,
de mani�ere ind�ependante de l'interpr�etation probabiliste.

Sous-ensembles de �
Nous consid�ererons souvent trois sous-ensembles particuliers de L2 (P) : le pre-

mier est le domaine exponentiel E , le deuxi�eme est le sous-espace J d�e�ni par
Coquio dans [Co2] et le troisi�eme est l'espace �a nombre �ni de particules F .

A toute fonction u de L2(R+) on associe une fonction E(u) sur P par� E(u)(;) = 1
E(u)(fs1; : : : ; sng) = u(s1) : : : u(sn):
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Calcul stochastique quantique sur les espaces de Fock �a temps continu 69

Cette fonction E(u) est un �el�ement de L2 (P), comme on peut le voir grâce �a l'�egalit�eZ
s1<���<sn

ju(s1) : : : u(sn)j2 ds1 : : : dsn = 1

n!

Z
R+

ju(s)j2 ds

qui implique

kE(u)k2 = ekuk
2

:

L'ensemble de tous les vecteurs exponentiels est not�e simplement E , comme dans
le cas �a temps discret ; la notation pour les vecteurs est en revanche di��erente et
il n'y aura pas de risque de confusion. Cet ensemble E est total dans L2 (P) et,
de plus, toute famille �nie de vecteurs exponentiels E(u1); : : : ; E(un) associ�es �a des
fonctions u1; : : : ; un deux �a deux distinctes est une famille libre (voir par exemple
[Me2]). Ces vecteurs sont de plus particuli�erement faciles �a manier puisque, comme
nous le verrons ci-dessous, les op�erateurs du calcul d'Itô s'expriment simplement sur
E . Pour toutes ces raisons, le domaine exponentiel est un domaine particuli�ement
pratique et utile.

L'ensemble J est le sous-espace de L2 (P) engendr�e par le vecteur vide 
 et par
les vecteurs j(v; u) d�e�nis, pour tous u; v dans L2(R+), par�

j(v; u)(;) = 0
j(v; u)(fs1; : : : ; sng) = v(sn) u(s1) : : : u(sn�1):

La relation E(u) = 
+j(u; u) implique que J contient E ; l'espace J est donc dense
dans �.

En�n, l'espace �a nombre de particules �ni F est d�e�ni comme la somme alg�ebrique
des chaos ; pour un vecteur f de L2 (P) on a donc,

f 2 F , il existe N 2 N tel que f(�) = 0 si j�j � N:

Il est �evident, de par la d�e�nition de �, que F est un sous-ensemble dense de � et
qu'il est engendr�e par 
 et les vecteurs de la forme u1 Æ : : : Æ un.

On peut voir que les vecteurs exponentiels et vecteurs j(v; u) v�eri�ent les re-
lations suivantes, au regard du calcul d'Itô abstrait. Pour toute fonction u nous
noterons ici comme dans la suite ut la fonction u 1l[0;t].

PtE(u) = E(ut)
DtE(u) = u(t)E(ut)

E(u) = 
 +

Z 1

0

u(t)E(ut) d�t:

Ptj(v; u) = j(vt; ut)
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70 Chapitre 3

Dtj(v; u) = v(t)E(ut)

j(v; u) =

Z 1

0

v(t)E(ut) d�t:

3.1.3 Espaces de Fock de multiplicit�e sup�erieure �a 1

Nous allons maintenant pr�esenter bri�evement l'analogue de ce qui pr�ec�ede dans
le cas d'un espace de Fock de multiplicit�e sup�erieure �a 1.

Soit K un espace de Hilbert ; on en �xe une base hilbertienne (e�)�2� et on
suppose pour simpli�er les notations que � ne contient pas l'indice z�ero. L'espace de
Fock de multiplicit�e K, que l'on note �K, est usuellement d�e�ni comme le compl�et�e
de M

n2N
L2(R+ ;K)Æn:

Encore une fois nous utilisons directement la notation de Guichardet ; on observe
que L2(R+ ;K) est isomorphe �a L2(R+ � �) si l'on munit R+ � � du produit de la
mesure de Lebesgue et de la mesure de d�enombrement. Il est ensuite simple de voir
que �K s'identi�e �a L2(P�) o�u les �el�ements de P� sont les parties �nies de P�� ; un
�el�ement de �K est donc une fonction de variable �, cette variable �etant maintenant
de la forme

f(s1; �1); : : : ; (sn; �n)g
o�u n 2 N , les sk sont deux �a deux distincts et appartiennent �a R+ et les �k appar-
tiennent �a �. Nous appliquerons encore la convention que � = f(s1; �1); : : : ; (sn; �n)g
est implicitement �ecrit de mani�ere �a ce que s1 < : : : < sn. La condition d'int�egrabilit�e
pour qu'une fonction f sur P� appartienne �a �K est maintenant la suivante :

X
n

X
�1;:::;�n2�

Z
s1<:::<sn

���f(f(s1; �1); : : : ; (sn; �n)g)���2 ds1 : : : dsn < +1:

Les int�egrales d'Itô abstraites sont maintenant d�e�nies par rapport �a une famille
de courbes ��t , � 2 �, et on d�e�nit des op�erateurs de gradient adapt�e D�

t pour
chaque � 2 �. Pour tout f de �K, on pose

Ptf(�) =

�
f(�) si � � [0; t]� �
0 sinon,

D�
t f(�) =

�
f(� [ f(t; �)g) si � � [0; t]� �

0 autrement.

Pour homog�en�eiser nos notations nous noterons parfoisD0
t l'op�erateur de projection

adapt�ee Pt. Pour d�e�nir les int�egrales d'Itô abstraites on consid�ere des familles
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Calcul stochastique quantique sur les espaces de Fock �a temps continu 71

(��t )t�0 de vecteurs de �K. Pour un processus adapt�e (ft)t�0 de vecteurs de �K,
l'int�egrale

R1
0
ft d�

�
t est d�e�nie pour chaque i de � parZ 1

0

ft d�
�
t (�) =

�
fsn(� n (sn; �n)) si � = f(s1; �1); : : : ; (sn; �n)g avec �n = �

0 sinon,

et en particulier toutes les int�egrales sont nulles sur l'ensemble vide. Nous noteronsR
ft d�

0
t l'int�egrale par rapport au temps

R
ft dt.

Tout vecteur f de �K a alors une repr�esentation pr�evisible

f = f(;) +
X
�2�

Z 1

0

D�
t f d�

�
t

avec la formule d'isom�etrie

kfk2 = jf(;)j2 +
X
�2�

Z 1

0



D�
t f


2 dt:

Les vecteurs exponentiels E(u), les j(v; u) et les vecteurs �a nombre �ni de parti-
cules sont eux aussi d�e�nis de mani�ere analogue au cas de l'espace de Fock simple � :
un vecteur exponentiel est maintenant associ�e �a tout u de L2(R+ ;K) par

E(u)(f(s1; �1); : : : ; (sn; �n)g) = u(s1; �1) � � �u(sn; �n);
on a un ensemble JK de vecteurs j(v; u) d�e�nis pour v; u dans L2(R+ ;K) par

j(v; u) = 
 +
X
�2�

Z 1

0

v(s; �)E(us)d��s ;

et le domaine �a nombre �ni de particules est engendr�e par 
 et par les vecteurs de
la forme

u1 Æ : : : un
pour u1; : : : ; un dans L

2(R+ ;K).

3.2 D�e�nition de l'int�egration stochastique quan-

tique

3.2.1 Int�egration stochastique quantique sur l'espace de Fock

simple

Il existe plusieurs d�e�nitions des int�egrales stochastiques quantiques. Ces d�e�ni-
tions di��erent surtout par leur domaine de validit�e et le caract�ere plus ou moins
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72 Chapitre 3

explicite de l'expression de l'action des int�egrales. Nous n'aurons pas besoin du
domaine de d�e�nition maximal qu'o�re la d�e�nition de Attal et Lindsay (dans
[A-L]) ; nous nous contenterons donc de donner la d�e�nition des int�egrales au sens
de Attal et Meyer (�enonc�ee �a l'origine dans [A-M]), dont on sait qu'elle donne les
int�egrales restreintes de la th�eorie Attal-Lindsay, c'est-�a-dire une restriction en un
sens pr�ecis des int�egrales les plus g�en�erales. Des expressions du type Attal-Lindsay
ou Hudson-Parthasarathy de l'action d'une int�egrale stochastique quantique nous
serviront dans la suite ; nous les �enon�cons donc comme propri�et�es v�eri��ees par les
int�egrales du type Attal-Meyer. De plus, la th�eorie Attal-Meyer a le m�erite de
permettre une pr�esentation de l'int�egrale stochastique quantique intuitivement tr�es
proche du cas discret.

L'id�ee sous-jacente �a la d�e�nition Attal-Meyer des int�egrales stochastiques quan-
tiques est la suivante : puisque les int�egrales stochastiques du type

R
Ht dat que nous

voulons d�e�nir doivent g�en�eraliser l'int�egrale stochastique classique, une int�egrale
du type

R
Ht dat doit �etendre le cas o�u Ht et dat sont des op�erateurs de multiplica-

tion. Il est donc naturel de consid�erer que, dans une int�egrale
R
Ht dat, le proces-

sus int�egr�e (Ht)t�0 doit être adapt�e, c'est-�a-dire, dans une premi�ere approche, agir
comme Ht 
 Id sur �t 
 �[t ; l'accroissement dat ayant la propri�et�e d'agir comme
Id
 dat 
 Id dans �t 
 �[t;t+dt] 
 �[t+dt.

La propri�et�e de repr�esentation pr�evisible nous montre par ailleurs que �[t;t+dt]

doit être vu comme engendr�e par 
 et d�t ; l'ensemble des op�erateurs sur C
2 �etant

de dimension 4, tout bruit convenable dat peut être �ecrit �a partir des quatre bruits
fondamentaux da+t , da

�
t , da

Æ
t , da

�
t donn�es par le tableau suivant :

da+t 
 = d�t et da+t d�t = 0;
da�t 
 = 0 et da�t d�t = dt;
daÆt 
 = 0 et daÆt d�t = d�t;
da�t 
 = dt et da�t d�t = 0:

L'analogie que nous avons �evoqu�ee plus tôt, montrant que chaque �[t;t+dt] correspond
�a un T�fig de l'espace de Fock �a temps discret, apparâ�t encore ici : les accroisse-
ments de la courbe d'int�egration d�t correspondent aux vecteurs Xi du cas discret
et il est alors clair d'apr�es le tableau ci-dessus, �a comparer avec (1.3.1), que les
op�erateurs di��erentiels da�t correspondent aux op�erateurs a�i . Par analogie avec le
cas discret il est naturel d'appeler cr�eation le bruit da+t , annihilation le bruit da�t
et conservation le bruit daÆt .

Remarquons encore que l'action de da�t correspond �a une simple multiplication
par dt ; on n'a donc, d'apr�es ce qui pr�ec�ede, besoin de consid�erer des int�egrales que
par rapport aux trois bruits quantiques da�t, � = +;�; Æ, et par rapport au temps.

On obtient les �equations Attal-Meyer pour les int�egrales par rapport �a ces trois
bruits v�eriablement quantiques da�, � = +;�; Æ, en consid�erant l'action d'une famille
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Calcul stochastique quantique sur les espaces de Fock �a temps continu 73

d'int�egrales du typeHt =
R t
0
H�
s da

�
s sur un vecteur f = f(;)
+R Dsf d�s de �. Tout

d'abord, puisque Ht doit être t-adapt�e, Htf est d�etermin�e par Htft. Par ailleurs,
une telle int�egrale doit satisfaire �a une relation de type Itô :

d(Htft) = dHt ft +Ht dft + dHt dft:

En d�eveloppant en dHt = H�
t da

�
t, dft = Dft d�t et en utilisant le fait que da�t doit

agir uniquement sur �[t;t+dt] on arrive �a une �equation du type

Htft = H0 f(;)
 +

Z t

0

HsDsf d�s +

8>>><
>>>:

R t
0
H+
s Psf d�s si � = +R t

0
HÆ
s Dsf d�s si � = ÆR t

0
H�
s Dsf ds si � = �R t

0
H�
s Psf ds si � = �

(3.2.1)

On en vient ainsi �a d�e�nir une int�egrale au travers d'une esp�ece d'�equation
di��erentielle v�eri��ee par la fonction

R t
0
H�
s da

�
s de t. Avant d'aller plus loin, nous

devons pr�eciser le sens �a donner �a l'adaptation d'un op�erateur de � ; on peut garder
l'id�ee que, comme dans le cas discret, un op�erateur t-adapt�e est un op�erateur H qui
s'�ecrit sous la forme

H 
 Id

dans �t 
 �[t. Cependant, dans ce cadre �a temps continu, travailler avec des in-
tervalles de temps born�e ne suÆt pas �a lever les diÆcult�es d'ordre analytique et
une telle d�e�nition de l'adaptation est trop restrictive. Nous choisissons donc une
d�e�nition plus alg�ebrique, �a rapprocher du Lemme 1.3.3

D�e�nition 3.2.1 Soit t � 0. Un op�erateur H sur � est dit t-adapt�e si et seulement
si
� le domaine de H est stable par Pt et par Du pour presque tout u � t,
� on a �

H Pt = PtH
HDu = DuH

sur le domaine de H:

Un processus (Ht)t�0 d'op�erateurs, c'est-�a-dire une famille index�ee par t d'op�erateurs,
est dit adapt�e si pour tout t, l'op�erateur Ht est t-adapt�e.

Notons au passage que nous n'avons pas fait d'hypoth�ese de mesurabilit�e sur les
processus d'op�erateurs. Les hypoth�eses dont nous aurons besoin seront implicites
dans la d�e�nition des int�egrales stochastiques quantiques, et nous ne parlerons de
processus d'op�erateurs que pour les int�egrer.

Ceci nous permet de d�e�nir les int�egrales stochastiques quantiques ; la d�e�nition
de l'article d'Attal et Meyer concerne en fait le processus (

R t
0
H�
s da

�
s)t�0. On peut

cependant adapter cette d�e�nition pour d�e�nir une int�egrale isol�ee :

H = � Id +

Z 1

0

H+
s da

+
s +

Z 1

0

H�
s da

�
s +

Z 1

0

HÆ
s da

Æ
s
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74 Chapitre 3

en la caract�erisant par le fait qu'elle doit satisfaire, pour tout t, une �equation du
type (3.2.1).

D�e�nition 3.2.2 (D�e�nition de l'int�egrale stochastique [A-M]) Soient trois
processus adapt�es d'op�erateurs (H+

t )t�0, (H
+
t )t�0, (H

+
t )t�0. L'int�egrale

� Id+

Z 1

0

H+
s da

+
s +

Z 1

0

H�
s da

�
s +

Z 1

0

HÆ
s da

Æ
s

est d�e�nie comme l'op�erateur H maximal parmi ceux qui, si on note (Ht)t�0 le
processus (PtHPt)t�0, v�eri�ent l'�equation

Hf = �f(;) +
Z 1

0

HsDsf d�s +

Z 1

0

H+
s Psf d�s +

Z 1

0

H�
s Dsf ds+

Z 1

0

HÆ
sDsf d�s:

(3.2.2)

Par \v�eri�e l'�equation (3.2.2)" nous entendons qu'un vecteur f est dans le domaine
de H si et seulement si toutes les conditions naturelles de domaine sont v�eri��ees,
les int�egrandes sont Itô-int�egrables ou int�egrables par rapport au temps suivant les
cas, et l'�equation est valide.

On peut d�e�nir une int�egrale

� Id +

Z t

0

H+
s da

+
s +

Z t

0

H�
s da

�
s +

Z t

0

HÆ
s da

Æ
s

comme l'int�egrale des processus (H�
s 1l[0;t](s))s�0. On observe que pour presque tout

t, cette int�egrale est un op�erateur t-adapt�e qui co��ncide sur �t avec Ht. On notera
donc Ht l'int�egrale arrêt�ee au temps t ; malgr�e ce changement de notation l'�equation
(3.2.2) reste inchang�ee. Remarquons par ailleurs qu'il n'est pas �evident qu'il existe
toujours une solution �a une �equation (3.2.2) ; l'existence g�en�erale de telles solutions
est justi��ee par la th�eorie Attal-Lindsay.

Une int�egrale par rapport au temps
R
H�
s dt (encore not�ee

R1
0
H�
s da

�
s ) est d�e�nie

suivant un proc�ed�e proche de la m�ethode que nous avons appliqu�ee dans le cas
discret :

R t
0
H�
s da

�
s a pour domaine l'ensemble des f tels queZ

P

�Z 1

0

��H�
t f(�)

�� dt�2d� < +1;

et s'exprime par Z 1

0

H�
s dt f(�) =

Z 1

0

�
H�
s f(�)

�
ds:

On peut voir alors qu'une int�egrale stochastique

� Id +

Z 1

0

H+
s da

+
s +

Z 1

0

H�
s da

�
s +

Z 1

0

HÆ
s da

Æ
s +

Z 1

0

H�
s da

�
s
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Calcul stochastique quantique sur les espaces de Fock �a temps continu 75

v�eri�e encore l'�equation du type Attal-Meyer

HtPtf = �f(;) +
Z t

0

HsDsf d�s +

Z t

0

H+
s Psf d�s

+

Z t

0

H�
s Dsf ds+

Z t

0

HÆ
sDsf d�s +

Z t

0

H�
s Psf ds

sugg�er�ee par notre approche heuristique, o�u comme pr�ec�edemment Ht est l'int�egrale
du processus arrêt�e au temps t. Dans la suite, nous consid�ererons, lorsqu'il le fau-
dra, des int�egrales

R
Ht dt ; cependant, lorsque nous chercherons, dans le chapitre

5, des repr�esentations int�egrales d'op�erateurs, nous ne nous int�eresserons qu'�a des
int�egrales ne faisant pas intervenir d'int�egrale par rapport au temps. Il est im-
portant de comprendre pourquoi : dans ce chapitre nous nous chercherons des
repr�esentations int�egrales �a un op�erateur. Or, lorsque l'on cherche �a repr�esenter
un op�erateur H en int�egrale stochastique quantique, seule une repr�esentation du
type

H = � Id +

Z
H+
s da

+
s +

Z
H�
s da

�
s +

Z
HÆ
s da

Æ
s

pr�esente un int�erêt ; en e�et, la situation est comparable au cas o�u l'on consid�ere
un processus de variables al�eatoires classiques : comme dans ce cas-l�a, on n'a pas
unicit�e d'une repr�esentation faisant intervenir une int�egrale par rapport au temps,
et une telle repr�esentation ne donne pas la repr�esentation pr�evisible de la variable
al�eatoire ni ne permet de retrouver le processus de martingale associ�e. Avec une
repr�esentation en int�egrale par rapport aux seuls bruits quantiques da+, da�, daÆ,
on sait que si H se repr�esente en int�egrales stochastiques quantiques, alors

PtHPt = PtHt = HtPt (3.2.3)

o�u Ht est l'int�egrale arrêt�ee au temps t.
Notons que si, en revanche, on cherche �a repr�esenter un processus d'op�erateurs

(Ht)t�0, il est int�eressant et même a priori n�ecessaire de chercher une repr�esentation
sous la forme

Ht = � Id +

Z t

0

H+
s da

+
s +

Z t

0

H�
s da

�
s +

Z t

0

HÆ
s da

Æ
s +

Z t

0

H�
s da

�
s :

Exemples
� Les op�erateurs classiques des espaces de Fock a+f , a

�
f , pour f 2 L2(R+),

apparaissent ici commeZ 1

0

f(s) da+s ;

Z 1

0

f(s) da�s :
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76 Chapitre 3

On distingue en particulier les op�erateurs a+t , a
�
t ainsi que aÆt , qui sontZ 1

0

da+s ;

Z 1

0

da�s ;
Z 1

0

daÆs

respectivement.
� Dans ce cadre �a temps continu, ce sont les �equations de structure (voir [A-E])
qui distinguent les interpr�etations probabilistes. En e�et, toute martingale
normale (Xt)t�0 v�eri�e une �equation d[X;X]t = dt +  t dXt. L'op�erateur de
multiplication par un �el�ement f de � s'�ecrit alors dans l'interpr�etation pro-
babiliste associ�ee �a (Xt)t�0

f(;) +
Z 1

0

MDtf(da
+
t + da�t ) +

Z 1

0

MDtfM t da
Æ
t ;

o�uMDtf est l'op�erateur de multiplication par Dtf (voir [At2] ou [At5]).
En particulier, l'op�erateur de multiplication par Xt s'�ecrit

a+t + a�t +

Z t

0

 s da
Æ
s: (3.2.4)

� Si les quatre processus adapt�es (H�
t )t�0, � = +; Æ;�;�, sont d�e�nis sur E et

sont tels que, pour tout u 2 L2(R+),Z 1

0



H+
s E(u)



2+ju(s)j

H�
s E(u)



+ju(s)j2 kHÆ
sE(u)k2+



H�
s E(u)



 ds < +1;
(3.2.5)

alors l'int�egraleZ 1

0

H+
s da

+
s +

Z 1

0

H�
s da

�
s +

Z 1

0

HÆ
sda

Æ
s +

Z 1

0

H�
s ds

est bien d�e�nie sur E(L2(R+)) et v�eri�e pour tous u, v dans L2(R+)

hE(u); HE(v)i =
Z 1

0

�
u(s)hE(u); H+

s E(v)i+ v(s)hE(u); H�
s E(v)i (3.2.6)

+u(s)v(s)hE(u); HÆ
sE(v)i+ hE(u); H�

s E(v)i
�
ds:

Cette �equation est l'�equation d�e�nissant l'int�egrale (sans possibilit�e d'aller au-
del�a du domaine exponentiel) dans la d�e�nition de Hudson et Parthasarathy
(dans l'article fondateur [H-P]) des int�egrales stochastiques quantiques.
� SoitH une int�egrale stochastique quantique v�eri�ant les conditions de l'exemple
pr�ec�edent, et telle que H� peut aussi s'�ecrire comme une telle int�egrale. Alors
ces deux int�egrales peuvent être �etendues partout o�u le terme de droite est bien
d�e�ni (c'est-�a-dire l�a o�u les conditions naturelles de domaine et d'int�egrabilit�e
sont v�eri��ees). Voir �a ce sujet [A-M].
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Calcul stochastique quantique sur les espaces de Fock �a temps continu 77

� Si l'on consid�ere quatre processus adapt�es (H�
t )t�0 d'op�erateurs born�es sur �

dont les normes v�eri�ent les conditions8>>><
>>>:

t 7! 

H�
t



 est de carr�e int�egrable,

t 7! 

HÆ
t



 est essentiellement born�e

t 7! 

H�
t



 est int�egrable,

(3.2.7)

alors l'int�egraleZ 1

0

H+
s da

+
s +

Z 1

0

H�
s da

�
s +

Z 1

0

HÆ
sda

Æ
s +

Z 1

0

H�
s ds

est d�e�nie sur tout E . On note S 0 l'ensemble des int�egrales stochastiques
v�eri�ant les conditions (3.2.7) ci-dessus ; on note par ailleurs S les int�egrales
appartenant �a S 0 et qui sont de surcrô�t des op�erateurs born�es. D'apr�es la
remarque pr�ec�edente la repr�esentation int�egrale d'un �el�ement de S s'�etend �a
tout �.

Les ensembles S et S 0 d�e�nis ci-dessus ont �et�e �etudi�es par Attal dans [At3]. Nous
en reparlerons �a propos de la formule d'Itô, apr�es la Proposition 3.2.5.

Nous avons �evoqu�e plus haut l'existence d'une autre th�eorie de l'int�egration
stochastique quantique, d�evelopp�ee par Attal et Lindsay ; cette th�eorie est bas�ee
sur une d�e�nition des int�egrales qui a pour point de d�epart les formules que nous
�enon�cons dans la proposition suivante. Il est relativement simple de montrer que
les int�egrales que nous avons d�e�nies dans la D�e�nition 3.2.2 v�eri�ent ces �equations
sur leur domaine de d�e�nition.

Proposition 3.2.3 (Formules Attal-Lindsay pour les int�egrales [A-L]) Soit

H = � Id+

Z
H+
s da

+
s +

Z
H�
s da

�
s +

Z
HÆ
s da

Æ
s +

Z
H�
s da

�
s

une int�egrale stochastique quantique. Si un vecteur f de � est dans le domaine de
H, alors pour tout � de P on a

Hf(�) = �f(;) +
X
s2�

HsQsD�(sf(�s)) si � = + ou Æ

et

Hf(�) = �f(;) +
Z 1

0

HsQsD�(sf(�s)) ds si � = � ou �;
o�u

Qs =

�
Ps si � = + ou �
Ds si � = � ou Æ
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78 Chapitre 3

et

�s) = � \ [0; s)
�(s = � \ (s;+1[

Ces formules pr�esentent le grand avantage d'être explicites, par opposition aux
formules (3.2.1), qui sont implicites au sens o�u on n'a pas d'�equation donnant l'ex-
pression de Hf , sinon faisant apparâ�tre �a nouveau H. Nous nous en servirons
bri�evement dans le chapitre 5.

Il y a deux questions naturelles concernant l'int�egrale stochastique quantique,
que nous n'avons pas encore �evoqu�ees : ce sont les questions de l'existence et de
l'unicit�e d'une telle repr�esentation pour un op�erateur donn�e. La question de l'unicit�e
a �et�e trait�ee par Attal dans [At1] :

Proposition 3.2.4 ([At1]) Soit H un op�erateur sur � qui peut s'�ecrire comme
une int�egrale

H = �Id+

Z 1

0

H+
t da

+
t +

Z 1

0

H�
t da

�
t +

Z 1

0

HÆ
t da

Æ
t ;

si les op�erateurs H�
t , � = +; Æ;�, sont fermables pour presque tout t, tout �, alors

H est nul si et seulement si presque tout op�erateur H�
t est nul.

Pour cette raison, lorsque nous parlerons de repr�esentations int�egrales stochastiques
quantiques d'op�erateurs, il sera implicite que les op�erateurs H�

t sont suppos�es fer-
mables.

La question de l'existence d'une repr�esentation int�egrale pour un op�erateur
donn�e a �et�e largement �etudi�ee, en particulier dans les travaux de Parthasarathy
et Sinha (voir [P-S] ou [Me3]), Attal ([At4], [At3]), Coquio ([Co2]) et pourtant
on ne connâ�t que peu d'�el�ements de r�eponse. On sait que tout op�erateur n'est pas
repr�esentable : le contre-exemple le plus classique est dû �a Journ�e et concerne une
famille d'op�erateurs contractifs, ce qui montre que la repr�esentabilit�e ne d�epend pas
simplement de questions de domaine (voir [J-M] ; un autre contre-exemple, qui est
aussi un op�erateur born�e, est d�ecrit dans [Me3]) et nous le pr�esenterons dans la sec-
tion 5.2.1. On a d�egag�e des conditions n�ecessaires �a la repr�esentabilit�e, en particulier
au sujet de la r�egularit�e des trajectoires { nous reviendrons sur ce point �a propos
du contre-exemple de Journ�e et Meyer { et on connâ�t des classes d'op�erateurs
repr�esentables, mais le foss�e entre les conditions n�ecessaires et les conditions suf-
�santes est encore large. Dans le chapitre 5 nous d�ecrirons une caract�erisation
des op�erateurs repr�esentables parmi deux classes fondamentales d'op�erateurs : les
op�erateurs de seconde quanti�cation et de seconde quanti�cation di��erentielle, que
nous d�e�nissons en (5.2.1) et (5.2.2).

L'int�egrale stochastique usurperait gravement son nom si n'y �etait associ�e une
formule, que l'on aura pro�t �a appeler formule d'Itô, qui permet d'exprimer le
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Calcul stochastique quantique sur les espaces de Fock �a temps continu 79

produit de deux int�egrales, sous forme d'int�egrale. L'approche heuristique du style
Attal-Meyer permet de retrouver la forme que doit prendre la formule d'Itô de
composition des int�egrales stochastiques quantiques �a partir des formules informelles
de composition

da�t da
+
t = dt

da�t da
Æ
t = da�t

daÆt da
+
t = da+t

daÆt da
Æ
t = daÆt

et d'un raisonnement qui revient �a retranscrire notre preuve du cas discret ; les
interversions d'int�egrales sont bien sûr extrêmement non justi�ables. On pourra
commencer �a comparer la formule de composition (3.2.8) et la table qui lui est
associ�ee (3.2.9) �a leurs analogues �a temps discret (1.3.7) et (1.3.8).

Nous nous autorisons �a nouveau des hypoth�eses de domaine on ne peut plus
larges, et n'�ecrivons la composition que pour le produit de deux int�egrales, chacune
par rapport �a un seul bruit, ceci dans un souci de lisibilit�e.

Proposition 3.2.5 (Formule d'Itô quantique, [A-M]) Soient

H =

Z 1

0

H�
tda

�
t et K =

Z 1

0

K�
t da

�
t

deux int�egrales stochastiques quantiques d�e�nies sur � tout entier. Alors la compo-
sition HK peut s'�ecrire

HK =

Z 1

0

HtK
�
t da

�
t +

Z 1

0

H�
t Kt da

�
t +

Z 1

0

H�
t K

�
t da

�:�
t (3.2.8)

o�u da�:� est donn�e par la table

� � Æ + �
� 0 a� a� 0
Æ 0 aÆ a+ 0
+ 0 0 0 0
� 0 0 0 0

(3.2.9)

Exemple
On revient sur le cas de l'ensemble S cit�e plus haut : tout �el�ement de S entre dans

le domaine d'application de la proposition pr�ec�edente et il est facile de constater �a
partir de la formule d'Itô (3.2.9) que la composition de deux �el�ements de S donne un
�el�ement de S. L'ensemble S est donc une sous-alg�ebre de l'ensemble des op�erateurs
born�es de �, appel�ee alg�ebre des semimartingales r�eguli�eres. Elles ont �et�e introduites
par Attal dans [At3].
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80 Chapitre 3

Retour sur les bruits quantiques
Nous avons utilis�e des arguments informels, fond�es sur la propri�et�e de repr�esenta-

tion chaotique, pour aÆrmer qu'il n'existe que trois bruits quantiques int�eressants,
tous les autres pouvant s'y ramener ; Coquio a pr�ecis�e cette approche en montrant
rigoureusement (dans [Co1]) que, si une famille (Mt)t�0 d'op�erateurs d�e�nis sur E
et ayant un adjoint sur E , a la propri�et�e que, pour presque tous s < t on ait l'�egalit�e

(Mt �Ms) E(u) = E(us)
Ks;tE(ut � us)
 E(u� us) 8 u 2 L2(R+)

pour un certain op�erateur Ks;t sur E(L2([s; t])), alors il existe une fonction a sur
R+ , deux fonctions f; g dans L2

loc(R+) et une fonction k dans L1(R+) telles que

Mt = a(t)Id +

Z t

0

f(s) da+s +

Z t

0

g(s) da�s +

Z t

0

k(s) daÆs:

3.2.2 Le cas de la multiplicit�e sup�erieure �a 1

Si l'on veut d�e�nir une int�egration stochastique quantique sur un espace de Fock
de multiplicit�e sup�erieure �a 1, il faut prendre en compte des int�egrales stochastiques
d'op�erateurs par rapport �a une famille de bruits quantiques da�;�t pour �; � dans
� [ f0g. On notera da0;0t la di��erentielle de temps dt Id ; les bruits da0;�t , da�;0t
et da�;�t repr�esenteront respectivement les op�erateurs de cr�eation, annihilation et
conservation au point � 2 �, les autres bruits da�;�t pour � 6= � repr�esentant les
op�erateurs d'�echange.

On d�e�nit l'int�egrale

� Id +
X

�;�2L[f0g
(�;�)6=(0;0)

Z 1

0

H�;�
s da�;�s

comme pr�ec�edemment mais on restreint son domaine de d�e�nition aux vecteurs f
de �(K) dont seules un nombre �ni de coordonn�ees sont non nulles ; autrement dit,
les vecteurs f tels qu'il existe F � � de cardinal �ni tel que

f(�) = 0 si � 6� N � (F [ f0g):
La d�e�nition de l'int�egrale se fait alors exactement comme dans le cas de l'espace

de Fock de multiplicit�e 1 : c'est l'op�erateur maximal v�eri�ant

Hf = �f(;) +
X
�2�

Z 1

0

HsD
�
s f d�

�
s +

X
�;�2�[f0g
(�;�)6=(0;0)

Z 1

0

H�;�
s D�

s f d�
�
s (3.2.10)

o�u Ht est l'int�egrale arrêt�ee au temps t, qui co��ncide avec PtHPt sur �t. Les condi-
tions que nous sous-entendons en disant que l'�equation est v�eri��ee sont encore
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Calcul stochastique quantique sur les espaces de Fock �a temps continu 81

les conditions naturelles de domaine et de validit�e de l'�equation. Les conditions
d'int�egrabilit�e des processus deviennent

Z 1

0

X
�2�



HsD
�
s f


2 ds+ Z 1

0

X
�2�



 X
�2�[f0g

H�;�
s D�

s f


2 ds+ Z 1

0

X
�2�



H0;�
s



 ds:
Cette d�e�nition correspond �a celle de l'espace de Fock de multiplicit�e un si � est
constitu�e d'un unique �el�ement.

On ajoute �a ces int�egrales une int�egrale par rapport au temps, qui corres-
pond avec nos notations de convention �a une int�egrale par rapport �a da0;0. On
peut remarquer que l'on a encore une formule (3.2.10) même si le couple (�; �)
peut prendre la valeur (0; 0). Notons cependant que lorsque nous chercherons �a
repr�esenter un unique op�erateur et pas un processus, nous ne nous int�eresserons
qu'aux repr�esentations ne faisant pas intervenir l'int�egration par rapport au temps :
nous ne consid�ererons que les bruits da�;�s pour (�; �) 6= (0; 0) dans les repr�esentations
en int�egrales stochastiques quantiques.

La formule d'Itô donnant la composition de deux int�egrales stochastiques quan-
tiques dans ce cadre prend une forme extrêmement compacte avec nos notations :

Proposition 3.2.6 Soient

H =
X

�;�2�[f0g

Z 1

0

H�;�
s da�;�s et K =

X
�;�2�[f0g

Z 1

0

K�;�
s da�;�s

deux int�egrales stochastiques quantiques d�e�nies sur �(K) tout entier. Alors le pro-
duit HK s'�ecrit

HK =
X

�;�2�[f0g

�Z 1

0

HsK
�;�
s da�;�s +

Z 1

0

H�;�
s Ksda

�;�

�

+
X

�;�2�[f0g

X
�2�

Z 1

0

H�;�
s K�;�

s da�;�:

La formule d'Itô se d�eduit de la formule de composition des bruits

da�;� da�;� = Æ̂�;� da
�;�

o�u le delta d'Evans Æ̂�;� est donn�e par

Æ̂�;� =

�
1 si � = � et (�; �) 6= (0; 0)
0 sinon.
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82 Chapitre 3

Exemple et retour sur l'article [AP2]
Nous avons donn�e dans la partie 3.2.1, page 76, la repr�esentation int�egrale des

op�erateurs de multiplication dans une interpr�etation probabiliste associ�ee �a une
martingale (Xt)t�0, qui d�epend de l'�equation de structure v�eri��ee par X. En multi-
plicit�e sup�erieure, on a aussi des �equations de structure : toute martingale (Xt)t�0
v�eri�e un syst�eme d'�equations

d[X i
t ; X

j
t ] = Æi;j dt+

NX
k=1

T i;jk (s) dXk
t (3.2.11)

(nous nous bornons aux cas de multiplicit�e �nie) o�u chaque T i;jk (s) est un pro-
cessus pr�evisible tel que pour presque tous (s; !),

�
T i;jk (s; !)

�
i;j;k

est doublement

sym�etrique, c'est-�a-dire qu'il poss�ede les propri�et�es suivantes :
� (i; j; k) 7! T i;jk (s; !) est sym�etrique

� (i; j; l;m) 7! T i;jk (s; !)T l;mk (s; !) est sym�etrique.

Restreignons-nous au cas o�u les processus T i;jk sont constants et d�eterministes.
Alors l'op�erateur de multiplication par Xk

t dans cette interpr�etation probabiliste est
donn�ee (voir [At2]) par

a0;kt + ak;0t +
NX

i;j=1

T i;jk ai;jt : (3.2.12)

Il est rappel�e dans [AP2], Proposition 12, qu'une martingale normale admettant
comme ici une �equation de structure �a coeÆcients constants (Xt)t�0 a la même loi
qu'un processus

Wt +
X
s2�

(N s
t � ksk�2t ) s

o�u � est une famille orthogonale de vecteurs de RN , chaque (N s
t )t�0 est un processus

de Poisson d'intensit�e ksk�2 et (Wt)t�0 est un mouvement brownien dans �? si et
seulement si elle v�eri�e une �equation de structure (3.2.11) �a coeÆcients constants.

La repr�esentation int�egrale de l'op�erateur de multiplication par une telle mar-
tingale nous permet, dans [AP2], d'observer la convergence de marches al�eatoires
convenablement normalis�ees vers des processus qui s'�ecrivent de la mani�ere d�ecrite
ci-dessus, au sens de la convergence des op�erateurs de multiplication. On peut
ainsi d�eterminer la structure exacte du processus limite en fonction de la forme
de l'�equation de structure discr�ete.

3.3 Repr�esentations en noyaux deMaassen-Meyer

Les objets d�e�nis dans cette section n'apparâ�tront presque plus dans la suite ;
nous ne les introduisons ici que parce que nous avons abondamment utilis�e les
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Calcul stochastique quantique sur les espaces de Fock �a temps continu 83

repr�esentations en noyaux dans le cas du temps discret et parce que nos proc�ed�es
d'approximation coupl�es �a nos formules de repr�esentations en noyaux nous per-
mettent de retrouver un r�esultat int�eressant �a ce sujet.

On peut arriver �a une d�e�nition naturelle de ces noyaux par des manipulations
du même type que celles que nous avons e�ectu�ees dans le chapitre 3 : pour une
fonction

k : P � P � P ! C , un calcul formel de

H =

Z
A;B;C2P

k(A;B;C) da+Aa
Æ
Ba

�
C

Z
M2P

f(M) d�M

aboutit �a l'expression suivante : pour tout f dans le domaine de H, pour presque
tout � dans P,

Hf(�) =
X

U+V+W=�

Z
N2P

k(U; V;N)f(V +W +N) dN: (3.3.1)

Maassen a, le premier, consid�er�e des op�erateurs d�e�nis par ce type de relations dans
[Ma1] pour r�esoudre des �equations di��erentielles stochastiques quantiques : en e�et,
une �ecriture en noyau est un outil naturel pour la r�esolution d'une telle �equation.
Maassen s'autorisait des hypoth�eses assez larges sur le noyau k et les vecteurs f
sur lesquels il op�ere ; Belavkin et Lindsay ont donn�e une d�e�nition plus g�en�erale,
leur approche consistant �a chercher des conditions, �a partir d'estimations �nes des
int�egrales

R
g(�)Hf(�) d�, pour que la formule (3.3.1) d�e�nisse bien un op�erateur

sur des sous-ensembles de �. Nous ne d�evelopperons pas leurs r�esultats et dirons
simplement que l'op�erateur associ�e au noyau k a pour domaine l'ensemble des f
tels que pour tout � les int�egrales qui apparaissent dans (3.3.1) sont bien d�e�nies
et que (3.3.1) d�e�nisse bien un �el�ement de L2 (P).

Nous devons mentionner le fait que Belavkin et Lindsay font intervenir de
mani�ere importante la transform�ee que nous avons utilis�ee :

k0(�; �; 
) =
X
���

k(�; �; 
):

La raison d'être de cette transform�ee est la même que dans le cadre discret (voir
(2.1.17)) : si un op�erateur peut s'�ecrire

K =

Z
�;


k0(�; 
) jd��ihd�
j (3.3.2)

alors on tire une repr�esentation en noyau formelle du fait que

jd��ihd�
j = da+� P0 da
�

 (3.3.3)
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84 Chapitre 3

et que

P0 = Id +

Z
�2P

(�1)j�jdaÆ�:

Les situations connues o�u la repr�esentation en noyau prend un sens comme s�erie
d'int�egrales it�er�ees d�ecoulent des cas o�u on peut donner un sens �a l'�ecriture (3.3.2) ;
la premi�ere de ces situations est l'�etude de Attal dans [At4] du cas des op�erateurs
de Hilbert-Schmidt (une �ecriture sous forme d'op�erateur de Hilbert-Schmidt n'est
rien d'autre qu'une d�ecomposition (3.3.2) en un sens rigoureux) dans laquelle il
trouve un proc�ed�e it�eratif donnant l'�ecriture de K comme une somme d'int�egrales
it�er�ees d'ordres croissant et d'un terme qui disparâ�t �a la limite. Ce proc�ed�e it�eratif
provient en fait simplement de l'�equation P0 = Id� R1

0
P0 da

Æ
s.

La seconde situation est en fait tr�es semblable �a la premi�ere : c'est celle d'une
approche \bruit blanc" o�u l'exigence analytique est assouplie : on n'exige plus que
(3.3.2) ait un sens dans � mais depuis l'un de ses sous-espaces sur son espace dual :
voir par exemple Ji et Obata, [J-O].

Dans les deux cas les formules sont les mêmes que celles que l'on obtient formel-
lement en substituant (3.3.3) dans (3.3.2).

A propos des travaux de Belavkin et Lindsay on peut noter que, sachant d'un
op�erateur qu'il peut s'�ecrire comme op�erateur �a noyau (d'action donn�ee par (3.3.1))
avec un noyau k localement int�egrable par rapport �a ses trois variables, ils obtiennent
(dans [B-L], Proposition 3.3) une expression de ce noyau : dans notre langage,

k0(�; �; 
) = lim
Æ!0

1

Æj�jÆj�jÆj
j
h��[� ; K��[
i;

o�u par exemple j�j repr�esente le cardinal de � et ��[� est (�t1+Æ � �t1) : : : (�tn+Æ �
�tn), les [ti; ti+ Æ] �etant j�j+ j�j intervalles contenant exactement un point de �[�
chacun.

On pourra retrouver imm�ediatement cette expression �a partir de notre formule
(2.1.15) et du proc�ed�e d'approximation que nous d�ecrirons dans la section 5, ap-
pliqu�e aux op�erateurs �a noyau.
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Chapitre 4

Approximations discr�etes du

calcul stochastique quantique

Dans ce chapitre, nous pr�esentons la technique d'approximation du calcul sto-
chastique quantique �a temps continu par son analogue �a temps discret.

Dans la section 4.1, nous pr�esentons la m�ethode d�e�nie par Attal, qui permet de
reproduire l'espace de Fock �a temps discret comme sous-espace de �, avec de pre-
miers r�esultats de convergence. Nous soulignons ensuite ce qui semble une di��erence
majeure entre les calculs stochastiques �a temps discret et �a temps continu : la
di��erence entre tables d'Itô, puis expliquons pourquoi cette di��erence devrait dis-
parâ�tre dans les passages �a la limite.

Pour appliquer les r�esultats que nous avons obtenus dans le cas discret, nous
aurons besoin de savoir calculer eÆcacement les approximations d'objets vivant sur
� : nous d�ecrivons donc dans la section 4.2 les relations entre op�erateurs du calcul
d'Itô abstrait �a temps discret et �a temps continu, puis les projections d'int�egrales
stochastiques de � �ecrites comme int�egrales �a temps discret, et en�n les projections
d'op�erateurs �a noyau.

Dans la section 4.3 nous montrerons que la di��erence entre les deux formules
d'Itô n'est en aucun cas une obstruction �a l'utilisation de T� comme outil d'ap-
proximation du calcul stochastique quantique sur �. Nous donnerons en e�et une
preuve de la formule d'Itô �a temps continu utilisant exclusivement notre m�ethode
d'approximation et le calcul stochastique �a temps discret.

85
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86 Chapitre 4

4.1 L'approximation de Attal

4.1.1 Approximation de l'espace de Fock simple

La m�ethode d'approximation que nous d�e�nissons ici est un outil fondamental
pour le reste de cette th�ese : hormis au chapitre 5, elle sera utilis�ee en permanence.
Les id�ees sous-jacentes sont simples : il s'agit simplement de consid�erer un accrois-
sement in�nit�esimal de vecteurs d�t comme la limite d'un Xi, un accroissement
in�nit�esimal d'op�erateurs da�t comme la limite d'un a�i , et tout cela en utilisant les
normalisations ad�equates. Remarquons qu'il n'a �et�e possible d'arriver �a une intui-
tion aussi simple que grâce au formalisme particuli�erement parlant du calcul d'Itô
abstrait.

Ce que nous pr�esentons dans cette section provient, avec quelques modi�cations,
de l'article d'Attal [At7].

Soit S = f0 = t0 < t1 < : : :g une subdivision de R+ (nous entendons par l�a
que la subdivision est non born�ee : la suite (tn)n�0 diverge vers l'in�ni) ; �a cette
subdivision on associe une famille de vecteurs en posant, pour tout i � 0 :

Xi =
�ti+1 � �tip
ti+1�ti

et pour toute partie �nie A de N ,

XA = Xi1 
 : : :
Xin

si A = fi1 < : : : < ing est non vide, X; = 
,sinon. On remarque par ailleurs
que tout vecteur Xi appartient �a �[ti;ti+1]. Les XA constituent alors une famille
orthornorm�ee de � et on note T�(S) l'espace ferm�e engendr�e par tous les XA,
A 2 P. Il est alors �evident que l'on a un isomorphisme explicite (tellement explicite
que nous utiliserons les mêmes notations), pour toute subdivision S, entre T�(S)
et T�.

On associe de plus �a S les op�erateurs qui, pour tout i, s'�ecrivent dans le produit
�ti 
 �[ti;ti+1] 
 �[ti+1

a�i = Id
 a�ti+1 � a�tip
ti+1�ti P

(1) 
 Id

a+i = Id
 P (1)
a+ti+1 � a+tip
ti+1�ti 
 Id

aÆi = Id
 P (1)(aÆti+1 � aÆti)P (1) 
 Id;

o�u P (1) repr�esente la projection sur le chaos d'ordre 1 (rappelons que pour � =
+; Æ;� nous notons a�t =

R t
0
da�s).
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Approximations discr�etes du calcul stochastique quantique 87

On peut alors v�eri�er que ces op�erateurs stabilisent T�(S) et que l'isomorphisme
entre T�(S) et T� que nous avons �evoqu�e ci-dessus envoie ces op�erateurs a�i sur les
op�erateurs a�i de l'espaceT�. On peut v�eri�er de surcrô�t qu'en tant qu'op�erateurs
sur �, les op�erateurs a�i sont born�es, de norme 1. Dans l'article de Attal [At7], les
projections P (1) sont absentes de la d�e�nition de a�i et aÆi ; les ajouter ne change
cependant rien �a l'action de ces op�erateurs sur T�(S) donc ne changera rien aux
preuves des propri�et�es que nous �enon�cons plus bas. En revanche, cela a l'avantage
de faire des op�erateurs a�i , vus comme op�erateurs sur �, des op�erateurs born�es.

On a donc associ�e �a toute subdivision S de R+ un espace T�(S) et une famille
d'op�erateurs qui reproduisent dans � lui-même l'ensemble des structures que nous
avons d�e�nies dans le chapitre 1. Le but avou�e de cette construction est �evidemment
de construire une approximation de � ; il nous faut donc des r�esultats de conver-
gence. Notons pour cela ES l'op�erateur de projection sur le sous-espace ferm�e T�(S)
de �. Alors on a la proposition suivante :

Proposition 4.1.1 ([At7])
� La famille de projections ES associ�ee aux subdivisions S de R+ converge for-
tement vers l'identit�e sur � lorsque le pas jSj de la subdivision tend vers z�ero.
� Pour tout t � 0, les op�erateursX

ijti�t

aÆi ;
X
ijti�t

p
ti+1�ti a+i ;

X
ijti�t

p
ti+1�ti a�i

convergent fortement sur E vers aÆt , a
+
t , a

�
t respectivement.

� De même, pour tout t � 0, les op�erateursX
ijti�t

aÆi ES ;
X
ijti�t

p
ti+1�ti a+i E S ;

X
ijti�t

p
ti+1�ti a�i ES

convergent fortement sur E vers aÆt , a
+
t , a

�
t respectivement.

On notera toujours dans la suite jSj le pas de la subdivision S.
On aura besoin d'expliciter la projection E S f d'un �el�ement f de �. Puisqu'il est

particuli�erement pratique de manipuler les int�egrales d'op�erateurs sur le domaine
exponentiel, nous d�ecrivons en exemple la projection d'un vecteur de ce domaine.

Lemme 4.1.2 Soit f un vecteur de � ; alors pour toute subdivision S de R+ , la
projection ES f de f s'�ecrit

ES f =
X
A2P

E Sf(A)XA

avec

E Sf(A) =
1p

ti1+1�ti1 : : :
p
tin+1�tin

Z
[ti1 ;ti1+1]�:::[tin ;tin+1]

f(s1; : : : ; sn) ds1 : : : dsn:

si A = fi1; : : : ; ing est non vide,
�
E S f

�
(;) = f(;) sinon.
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88 Chapitre 4

Exemple
On consid�ere un vecteur exponentiel E(u) associ�e �a un vecteur u de L2(R+).

Alors on peut v�eri�er grâce au Lemme 4.1.2 que la projection ESE(u) de E(u) est
un vecteur exponentiel e(~u) dans T� o�u ~u est l'�el�ement de l2(N) naturellement
associ�e �a u par la subdivision S : pour tout i de N on a

~u(i) =
1p

ti+1�ti

Z ti+1

ti

u(s) ds:

Il faut noter que ESE(u) n'est pas un vecteur exponentiel dans � : en particulier,
pour presque tout t de R+ ,

PtE(~u) = E(~ui)
�
1 + ~u(i)

�t � �tip
ti+1�ti

�
et DtE(~u) = ~u(i)p

ti+1�tiE(~ui):

4.1.2 Le cas des espaces de Fock de multiplicit�e sup�erieure

�a 1

Dans le cas d'un espace de Fock �(K) o�u K est un espace s�eparable dont une
base hilbertienne est index�ee par �, on associe un sous-espace T�(S) de �(K) �a
toute subdivision S = f0 = t0 < t1 < : : :g de la mani�ere suivante : on d�e�nit pour
tout � dans �, pour tout i dans N un vecteur

X�
i =

��ti+1 � ��ti
ti+1�ti

et �a toute partie A = f(i1; �1); : : : ; (in; �n)g de P� (les ij �etant suppos�es deux �a
deux distincts), on associe le vecteur

XA = X�1
i1
: : :X�n

in :

Le sous-espace T�(S) de �(K) engendr�e par ces vecteurs XA s'identi�e alors �a
T�(K). On note E S l'op�erateur de projection orthogonale sur T�(S) ; cet op�erateur
s'exprime �a pr�esent, pour f dans �, A dans P� de la forme f(i1; �1); : : : ; (in; �n)g,
par

E Sf(A) =
1p

ti1+1�ti1 : : :
p
tin+1�tin

Z ti1+1

ti1

Z tin+1

tin

f(f(s1; i1); : : : ; (sn; in)g) ds1 : : : dsn:

Pour tout � de �, tout i de N , on d�e�nit les op�erateurs

a�;0i = Id
 a�;0ti+1 � a�;0tip
ti+1�ti P

(1) 
 Id
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Approximations discr�etes du calcul stochastique quantique 89

a0;�i = IdP (1) 
 a0;�ti+1 � a0;�tip
ti+1�ti 
 Id

et pour tout couple �, � de �,

a�;�i = Id
 (a�;�ti+1 � a�;�ti )
 Id;

toutes ces d�ecompositions tensorielles �etant donn�ees dans �[0;ti]
�[ti;ti+1]
�[ti+1 (de

mani�ere similaire au cas simple, a�;�t d�esigne
R t
0
da�;�s pour tous �; � dans � [ f0g).

Comme pr�ec�edemment on a alors

Proposition 4.1.3
� La famille de projections ES associ�ees aux subdivisions S de R+ converge
fortement vers l'identit�e sur �(K) lorsque le pas jSj de la subdivision tend
vers z�ero.
� Pour tout t � 0, tous �, � de �, les op�erateursX

ijti�t

a�;�i ;
X
ijti�t

p
ti+1�ti a0;�i ;

X
ijti�t

p
ti+1�ti a�;0i

convergent fortement sur E vers a�;�t , a0;�t , a�;0t respectivement.
� De même, pour tout t � 0, tous �, � de �, les op�erateursX

ijti�t

a�;�i ES ;
X
ijti�t

p
ti+1�ti a0;�i E S ;

X
ijti�t

p
ti+1�ti a�;0i ES

convergent fortement sur E vers a�;�t , a0;�t , a�;0t respectivement.

C'est cette proposition qui nous permet dans [AP2] de montrer �a partir des repr�esen-
tations int�egrales des op�erateurs de multiplication associ�es (voir (3.2.12) et (1.4.2))
que l'on a convergence forte des op�erateurs de multiplication associ�es �a des marches
al�eatoires convenablement normalis�ees vers des op�erateurs de multiplication associ�es
�a des processus qui s'�ecrivent comme une somme d'un brownien et de processus de
Poisson comme en page 82.

4.1.3 Tables d'Itô �a temps discret et �a temps continu

Il semblait exister une obstruction �a ce que l'espace de Fock �a temps discret
constitue un outil ad�equat pour approcher le calcul stochastique de l'espace �. Cette
obstruction r�esidait dans la di��erence des tables d'Itô. Rappelons ces di��erences :
dans l'espace de Fock �a temps discret comme dans celui �a temps continu il existe
une formule de composition des int�egrales stochastiques, appel�ee formule d'Itô, qui
s'exprime parX

i�0

h�ia
�
i

X
j�0

k�j a
�
j =

X
i�0

h�iki a
�
i +
X
i�0

hi k
�
i a

�
i +

X
i

h�ik
�
i a

�:�
i

te
l-0

00
04

05
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

22
 D

ec
 2

00
3



90 Chapitre 4

o�u a�:� est donn�e par la table

� � Æ + �
� 0 a� a�� aÆ a�

Æ 0 aÆ a+ aÆ

+ aÆ 0 0 a+

� a� aÆ a+ a�

pour les int�egrales �a temps discret, et pour les int�egrales �a temps continu parZ 1

0

H�
sda

�
s

Z 1

0

K�
s da

�
s =

Z 1

0

HsK
�
s da

�
s +

Z 1

0

H�
sKs da

�
s +

Z 1

0

H�
sK

�
s da

�:�
s (4.1.1)

o�u a�:� est donn�e par la table

� � Æ + �
� 0 a� a� 0
Æ 0 aÆ a+ 0
+ 0 0 0 0
� 0 0 0 0

Dans [At7], Attal proposait une explication possible �a cette di��erence entre les
deux tables d'Itô (explication d�ej�a �evoqu�ee informellement dans le livre de Meyer
[Me2]), portant sur les di��erences de normalisation entre les di��erents bruits ; il
�etait cependant loin d'être �evident que cette explication pouvait suÆre et que des
ph�enom�enes parasites ne pouvaient intervenir et perturber cette explication. Avec
nos outils permettant d'expliciter l'approximation d'une int�egrale, de calculer sa
repr�esentation int�egrale puis d'e�ectuer un passage �a la limite nous avons pu obtenir
une nouvelle preuve de la formule d'Itô dans le cas du temps continu ; cette preuve
n'apporte �evidemment rien de nouveau mais montre que la di��erence entre les deux
tables d'Itô est loin d'être une obstruction �a l'utilisation de l'espace de Fock �a temps
discret pour approcher rigoureusement le calcul stochastique quantique de T�.

Nous allons commencer, dans la section suivante, par calculer les repr�esentations
en int�egrales stochastiques sur T� d'approximations d'int�egrales stochastiques sur
� ou les repr�esentations en noyaux d'approximations d'op�erateurs �a noyau.

4.2 Les projections d'int�egrales et de noyaux

Nous avons pr�esent�e dans la section pr�ec�edente un moyen de reconstruire �a
l'int�erieur de l'espace � toutes les structures �a temps discret que nous avons d�e�nies
dans le chapitre 1. Dans cette structure discr�ete on a des crit�eres de repr�esentabilit�e
ainsi que des formules explicites, que ce soit pour les repr�esentations en int�egrales
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Approximations discr�etes du calcul stochastique quantique 91

stochastiques ou pour les repr�esentations en noyaux de Maassen-Meyer ; il est donc
naturel de chercher �a utiliser ces r�esultats en temps discret pour �etudier les questions
de repr�esentabilit�e sur �.

Il faut tout d'abord �etudier les moyens d'approcher les int�egrales et op�erateurs
�a noyau et de relier les repr�esentations �a temps continu aux repr�esentations �a temps
discret. La r�ef�erence g�en�erale pour cette section est l'article [Pt3].

4.2.1 Relations de commutation

Pour calculer les repr�esentations en int�egrales �a temps discret d'approximations
d'op�erateurs sur � nous aurons besoin, �a en juger par les formules (2.1.15), de
pouvoir exprimer l'action de piES , diE S sur �, ou encore de calculer l'approximation
d'un vecteur de � en fonction de sa repr�esentation pr�evisible.

Lemme 4.2.1 (Lemme 2.1 de [Pt2]) Soit S une partition de R+ . Pour tout f
de �, tout i de N on a les relations suivantes :

piES f = E SPtif;

diES f =
1p

ti+1�ti ES
Z ti+1

ti

PtiDtfdt;

et

E S

Z 1

0

ftd�t =
1p

ti+1�ti
X
i�0

�
ES

Z ti+1

ti

Ptift dt
�
Xi:

4.2.2 Projections d'int�egrales

On calcule grâce aux relations du Lemme 4.2.1 et aux formules (2.1.15) la
repr�esentation int�egrale de la projection ESHES d'une int�egrale

H =

Z 1

0

H+
s da

+
s +

Z 1

0

H�
s da

�
s +

Z 1

0

HÆ
sda

Æ
s:

Pour �eviter tout probl�eme de nature analytique, nous nous autorisons des hy-
poth�eses de domaine confortables : les int�egrales consid�er�ees sont suppos�ees v�eri�er
les hypoth�eses (HD) d�ecrites ci-dessous ; remarquons que �0 est d�e�ni par :

+0 = � �0 = + Æ0 = Æ:
On consid�ere alors l' hypoth�ese suivante :

(HD)

(
Les int�egrales

R1
0
H�
s da

� et
R1
0
(H�

s)
�da�

0

sont d�e�nies sur E et ses images par les ES :
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92 Chapitre 4

Remarquons (cf. Remarque 3, section I de [A-M]) que cela implique, si l'on note
H l'int�egrale

R1
0
H�
s da

�
s, que l'int�egrale

R1
0
(H�

s)
�da�

0
est �egale �a H� sur E et toutes

ses projections.

Il faut remarquer que cela implique aussi que les projections ESHES , E SH�E S
sont d�e�nies sur tout fXA; A 2 Pg :

Lemme 4.2.2 Soit S une subdivision de R+ . L'ensemble des projections E SE(u)
de vecteurs exponentiels contient la base fXA; A 2 PNg.

En e�et on voit d'apr�es la forme des projections de vecteurs exponentiels de � que
leurs projections constituent tout l'ensemble des vecteurs exponentiels de T�. Il
suÆt alors de remarquer que, dans T�,
� l'exponentielle de la suite nulle est 
,
� l'exponentielle de la suite ayant tous ses termes nuls sauf le i-�eme, qui vaut
1, est 
 +Xi,
� l'exponentielle de la suite ayant tous ses termes nuls sauf les i et j-�emes, qui
valent 1, est


 +Xi +Xj +Xi;j

et ainsi de suite.

D'apr�es notre Th�eor�eme 2.2.1 l'op�erateur ESHES est donc repr�esentable en
int�egrale stochastique quantique ; on peut calculer les coeÆcients de la repr�esentation
grâce aux formules (2.2.5). Le Lemme 4.2.1 nous permet ainsi d'obtenir la proposi-
tion suivante :

Proposition 4.2.3 (Proposition 2.2 de [Pt2]) Soit H =
R
H�
sda

�
s une int�egrale

stochastique quantique sur � qui v�eri�e l' hypoth�ese (HD). Alors ESHES admet
une repr�esentation en int�egrale stochastique quantique sur fXA; A 2 PNg au moins
et les coeÆcients h+i ; h

�
i ; h

Æ
i sont donn�es par

� pour � = +,

h+i ES =
1p

ti+1�tiE S
Z ti+1

ti

PtiH
+
t dt

h�i ES = 0

hÆi ES =
1

ti+1�tiES
Z ti+1

ti

PtiH
+
t (a

+
t � a+ti )dt
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Approximations discr�etes du calcul stochastique quantique 93

� pour � = �,

h+i ES = 0

h�i ES =
1p

ti+1�tiE S
Z ti+1

ti

PtiH
�
t dt

hÆi ES =
1

ti+1�tiE S
Z ti+1

ti

Pti(a
�
t � a�ti )H�

t dt

� pour � = Æ,

h+i ES = 0

h�i ES = 0

hÆi ES =
1

ti+1�tiE S
Z ti+1

ti

PtiH
Æ
t dt

o�u toutes les �egalit�es sont sur T�i et o�u toutes les int�egrales des termes de droite
sont des int�egrales fortes. Dans le cas de � = Æ, l'int�egrale discr�ete est d�e�nie sur
le domaine exponentiel de T�.

Il apparâ�t deux ph�enom�enes surprenants : tout d'abord, il n'est pas �evident, même
avec les hypoth�eses ci-dessus, que l'int�egrale discr�ete que l'on fait apparâ�tre comme
projection de H soit d�e�nie sur le domaine exponentiel de T� lorsque l'on consid�ere
les cas � = + ou �. D�etaillons ce point : on peut montrer (voir la longue remarque
apr�es la Proposition 2.2 dans [Pt2]) que pour � = + par exemple, on a pour tout
E(u) 2 Domh,X

i�0

��h+i a+i E(u)(A)�� < +1 et
X
i�0

jhÆiaÆi E(u)(A)j < +1

pour tout A 2 P et X
A2P

���X
i�0

(h+i a
+
i + hÆia

Æ
i )E(u)(A)

���2 < +1: (4.2.1)

En revanche, on ne peut aÆrmer que l'on aX
A2P

j
X
i�0

h+i a
+
i E(u)(A)j2 < +1 et

X
A2P

j
X
i�0

hÆi a
Æ
i E(u)(A)j2 < +1; (4.2.2)

la raison en est simplement que l'on ne peut d�eduire ce type de propri�et�e que de
l'hypoth�ese que Z

P

Z 1

0

��H+
t Pte(~u) (�)

��2 d� dt < +1:
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94 Chapitre 4

Or pour ti � t < ti+1 on a

Pte(~u) = e(~ui) + ~u(i)
�t � �ti
ti+1�ti (4.2.3)

qui est encore

e(~ui) +
~u(i)

ti+1�ti (a
+
t � a+ti )e(~ui);

ce qui implique (4.2.1) mais on n'a aucun moyen de s�eparer les deux termes pour
obtenir (4.2.1).

L'�egalit�e (4.2.3) est aussi la raison du second ph�enom�ene a priori surprenant : la
projection d'une int�egrale par rapport �a da+ ou da� peut faire apparâ�tre un terme
en aÆ. On s'attend �evidemment �a ce que ce terme tende vers z�ero avec le pas de la
subdivision S. Il faut cependant remarquer que l'on ne sait pas, comme on l'a fait
remarquer plus haut, si les int�egrales des projet�es sont d�e�nies au-del�a de fXA; A 2
Pg. On est donc limit�e pour ce qui est de prouver une quelconque convergence, même
faible. On peut par exemple remarquer que les images par un E S d'exponentielles
de fonctions �a support compact s'�ecrivent toujours comme combinaisons lin�eaires
d'un nombre �ni de fXA; A 2 Pg.
Lemme 4.2.4 (Lemme 2.3 de [Pt2]) Soit H =

R1
0
H�
s da

�
s une int�egrale satis-

faisant l'hypoth�ese (HD) avec � = + ou � ; alors l'int�egrale parasite
P

i�0
hÆi a

Æ
i qui

lui est associ�ee par la proposition 4.2.3 tend faiblement vers z�ero au sens o�u

hE(u); ES
X
i�0

hÆia
Æ
i ESE(v)i

tend vers z�ero lorsque le pas de la subdivision tend vers z�ero, pour tous u, v de
L2(R+) �a supports compacts.

Exemples
� La projection d'un op�erateur a+ti+1 �a+ti par exemple donne bien

p
ti+1�ti a+i ;

en revanche si l'on prend un t tel que ti < t < ti+1, la projection de a+t � a+ti
est

ES (a+t � a+ti )E S =
t� tip
ti+1�tia

+
i :

� La projection d'un op�erateur aÆt � aÆti pour ti � t < ti+1 est

E S (aÆt � aÆti)ES =
t� ti
ti+1 � tia

Æ
i :

� La projection d'un op�erateur
R tj
0
a+s da

+
s est de la forme

P
i<j
h+i a

+
i avec

h+i pi =
p
ti+1�ti

�X
j<i

p
tj+1�tj a+j

�
:
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Approximations discr�etes du calcul stochastique quantique 95

� La projection d'un op�erateur
R tj
0
a�s da

+
s est de la forme

P
i<j
h+i a

+
i +
P

i<j
hÆia

Æ
i

avec
h+i pi =

p
ti+1�ti

�X
j<i

p
tj+1�tj a�j

�
:

hÆi =
1

2
(ti+1�ti)Id:

4.2.3 Le cas des espaces de Fock de multiplicit�e sup�erieure

�a 1

Nous �enon�cons ici dans le cas d'un espace de Fock avec espace de multiplicit�e K
les analogues de la Proposition 4.2.3 et du Lemme 4.2.4.

Proposition 4.2.5 Soit (�; �) un couple d'�el�ements de � [ f0g di��erent de (0; 0)
et soit H =

R1
0
H�;�
t da�;�t une int�egrale sur T�(K). On suppose que

R1
0
H�;�
t da�;�t

et
R1
0
(H�;�

t )� da�;�t sont d�e�nies sur le domaine exponentiel et ses images par les
ES . Alors ESHES admet une repr�esentation en int�egrale stochastique quantique sur
fXA; A 2 PN;�g au moins et les coeÆcients de la repr�esentation sont donn�es par
� pour �; � tous deux non nuls,

h�;�i E S =
1

ti+1�tiE S
Z ti+1

ti

PtiH
�;�
t dt

toutes les autres int�egrandes �etant nulles,
� pour � = 0,

h0;�i E S =
1p

ti+1�ti

Z ti+1

ti

PtiH
0;�
t dt

h�;�i E S =
1

ti+1�ti ES
Z ti+1

ti

PtiH
0;�
t (a0;�t� a0;�ti)dt pour tout � dans �;

toutes les autres int�egrandes �etant nulles,
� pour � = 0,

h�;0i E S =
1p

ti+1�ti

Z ti+1

ti

PtiH
�;0
t dt

h�;�i E S =
1

ti+1�tiES
Z ti+1

ti

Pti(a
�;0t� a�;0ti)H�;0

t dt pour tout � dans �:

toutes les autres int�egrandes �etant nulles.

Comme pr�ec�edemment on peut montrer que les termes parasites disparaissent �a
la limite :
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96 Chapitre 4

Lemme 4.2.6 Soit H une int�egrale stochastique quantique sur T�(K) de la formeR1
0
H�;0
s da�;0s avec � 6= 0 (respectivement

R1
0
H�;�
s da0;�s avec � 6= 0). On suppose

que l'int�egrale H satisfait aux hypoth�eses de la Proposition 4.2.5 ; alors l'int�egrale
parasite

P
�2�

P
i�0
h�;�i a�;�i (respectivement

P
�2�

P
i�0
h�;�i a�;�i ) qui lui est associ�ee

par la Proposition 4.2.5 tend faiblement vers z�ero au sens o�uD
E(u); ES

X
�2�

X
i�0

h�;�i a�;�i ESE(v)
E

(respectivement D
E(u); ES

X
�2�

X
i�0

h�;�i a�;�i ESE(v)
E
)

tend vers z�ero lorsque le pas de la subdivision tend vers z�ero, pour tous u, v de
L2(R+) �a supports compacts.

4.2.4 Projections d'op�erateurs �a noyau

On va consid�erer ici la projection d'un op�erateur �a noyau au sens o�u il a �et�e
d�e�ni dans le chapitre pr�ec�edent ; cela nous permettra de retrouver la formule du
noyau donn�ee par Belavkin et Lindsay dans leur article [B-L].

Consid�erons un noyau k : P �P �P 7! C qui est localement int�egrable au sens
o�u pour tout n, toute partie born�ee E de R+ , k est int�egrable sur Pn(E) :Z

Pn(E)3
jk(�; �; 
)j d� d� d
 < +1:

L'op�erateur associ�e, que nous notons K, est bien d�e�ni sur les �el�ements de L2 (P)
qui sont des indicatrices de pav�es born�es de Rn+ ; par cons�equent ESKE S est bien
d�e�ni sur tous les vecteurs XA, A 2 PN, de l2(PN) (nous reprenons momentan�ement
la notation PN pour l'ensemble des parties �nies de N).

Pour �xer les id�ees, supposons que la subdivision S est r�eguli�ere de pas Æ ; on
peut calculer que pour tout f de � tel que E S f est dans le domaine de K, on a
pour tout M de PN :

E SKE S f(M) = (4.2.4)X
U+V+W=M

X
N2PN

(
1p

ÆjU jÆjV j
p
ÆjN j

Z
U

Z
V

Z
N

k(�; �; �) d� d� d�) ES f(V +W +N)

o�u
R
U
est
R ti1+1
ti1

: : :
R tin+1
tin

si U = fi1; : : : ; ing.
Il est par ailleurs �evident que pour tous U; V;W �x�es la s�erie en N qui apparâ�t

dans l'expresssion (4.2.4) est sommable lorsque f est une indicatrice de pav�e born�e
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Approximations discr�etes du calcul stochastique quantique 97

de R
n
+ . Par cons�equent l'op�erateur E SKES co��ncide sur fXA; A 2 PNg avec un

op�erateur �a noyau. Nous notons encore k ce noyau, les variables (A;B;C dans PN ,
�; �; 
 dans PR+) se chargeant de distinguer entre noyau de ESKE S et noyau de
K). On a alors

k(A;B;C) =
1p

ÆjAjÆjBj
p
ÆjCj

Z
A

Z
B

Z
C

k(�; �; 
) d� d� d
:

D'apr�es 2.1.15 on a donc pour tous A;B;C de PN
hXA[B; ESKESXB[Ci = k0(A;B;C):

Par ailleurs on voit facilement que

k0(A;B;C) = (
1p
ÆjAj

1

ÆjBj
1p
ÆjCj

Z
A

Z
B

Z
C

k0(�; �; 
) d� d� d
);

en�n,
hXA[B; ESKE SXB[Ci = hXA[B; KXB[Ci:

Si l'on note pour se rapprocher des notations utilis�ees dans la section 3.3,

�A = (�ti1+1 � �ti1 ) : : : (�tin+1 � �tin )
si A = fi1; : : : ; ing, on a donc

1

ÆjAj ÆjBj ÆjCj

Z
A

Z
B

Z
C

k0(�; �; 
) d� d� d
 =
1

ÆjAj ÆjBj ÆjCj
h�A[B; K�B[Ci

et avec notre hypoth�ese de locale int�egrabilit�e on retrouve le r�esultat de Belavkin
et Lindsay cit�e dans la section 3.3 : si pour tout S on associe �a tous �; �; 
 de PR+
des �el�ements A, B, C de PN tels que

si � 2 [ti1 ; ti1+1]� : : :� [tin ; tin+1] alors A = fi1; : : : ; ing
(B, C �etant choisis de mani�ere similaire) on a

Proposition 4.2.7 Soit k un noyau localement int�egrable au sens d�e�ni ci-dessus ;
alors l'op�erateur K associ�e est bien d�e�ni sur les indicatrices de pav�es born�es de
Rn+ quel que soit n et le noyau k v�eri�e

k0(�; �; 
) = lim
jSj!0

1

ÆjAj ÆjBj ÆjCj
h�A[B; K�B[Ci

o�u A, B, C sont choisis pour tout S comme ci-dessus.

Notre preuve reste parfaitement valable dans le cas d'une subdivision S qui n'est
pas r�eguli�ere, avec les adaptations de notations qui s'imposent.
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98 Chapitre 4

4.3 Convergence de la table d'Itô

4.3.1 Preuve de la formule d'Itô

Dans cette section nous allons exposer, comme nous l'avons annonc�e plus haut,
une preuve de la formule d'Itô en temps continu 3.2.5 en utilisant uniquement la
formule d'Itô en temps discret 1.3.8 et notre proc�ed�e d'approximation. Nous l'avons
dit dans notre exposition : pour pouvoir parler de formule d'Itô �a temps continu,
il faut n�ecessairement composer des op�erateurs et se pose alors le probl�eme des
domaines. C'est pourquoi, pour pouvoir d�ecrire de mani�ere concise le domaine de
validit�e de la formule d'Itô, on a besoin de supposer que les int�egrales consid�er�ees
sont partout d�e�nies. Nous nous autoriserons encore plus de souplesse dans les
hypoth�eses en ne consid�erant que des int�egrales qui v�eri�ent des hypoth�eses du
type S (voir (3.2.7)).

Dans la suite de ce chapitre, toute int�egrale

H =

Z 1

0

H�
s da

�
t

v�eri�era les hypoth�eses suivantes :

(HS)

8>>>><
>>>>:

1: l'int�egrande H�
t est un op�erateur born�e tel que t 7! kH�

tk est :
� de carr�e int�egrable si � = + ou �;
� int�egrable si � = �;
� essentiellement born�e si � = Æ

2: H est un op�erateur born�e sur �:

Remarquons tout d'abord qu'avec de telles hypoth�eses la repr�esentation en
int�egrale stochastique sur T� associ�ee �a H est d�e�nie sur tout T�.

Lemme 4.3.1 (Lemme 3.1 de [Pt2]) Si une int�egrale
R1
0
H�
s da

�
s satisfait aux

hypoth�eses (HS), alors la repr�esentation int�egrale associ�ee �a E SHES par la propo-
sition 4.2.3 a pour domaine restreint T� tout entier.

Rappelons que le cas � = 0 de ce r�esultat est d�ej�a contenu dans la Proposition 4.2.3.
On prouvera, sous ces hypoth�eses et en n'utilisant que notre proc�ed�e d'approxi-

mation, la formule d'Itô :

Th�eor�eme 4.3.2 (Formule d'Itô sur S) Soient

H =

Z 1

0

H�
sda

�
s et K =

Z 1

0

K�
s da

�
s

deux int�egrales satisfaisant aux hypoth�eses (HS) ; alors on a

HK =

Z 1

0

HsK
�
s da

�
s +

Z 1

0

H�
sKsda

�
s +

Z 1

0

H�
sK

�
s da

�:�
s

sur tout �, o�u a�:� est donn�e par la table d'Itô continue (3.2.9).
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Approximations discr�etes du calcul stochastique quantique 99

Etablissons d'abord nos notations ; cela nous permettra d'exposer le plan de la
preuve, dont les d�etails sont assez techniques.

Notations
On consid�erera deux int�egrales

H =

Z 1

0

H�
s da

�
s et K =

Z 1

0

K�
s da

�
s

qui v�eri�ent les hypoth�eses (HS) ; � et � peuvent prendre les valeurs +;�; Æ ou �.
Les projections ESHES , ESKE S seront not�ees h, k respectivement. Dans le cas

o�u � ou � est di��erent de �, les processus (h�i)i�0, (k�i )i�0 et �eventuellement (hÆi )i�0,
(kÆi )i�0 sont donn�es par la proposition 4.2.3 ; le cas des projections d'int�egrales par
rapport �a a� est discut�e ci-dessous. Si par exemple � = + ou � alors on a vu que h
s'�ecrit

h =
X
i

h�ia
�
i +
X
i

hÆi a
Æ
i ;

on notera alors ~hÆ l'int�egrale
P

i
hÆi a

Æ
i qui est ce que nous appellerons l'int�egrale \pa-

rasite". Comme pr�ec�edemment, on notera, dans l'exemple ci-dessus, hj l'int�egrale

hj =
X
i<j

h�ia
�
i +
X
i<j

hÆi a
Æ
i ;

et ~hÆj l'int�egrale
~hÆj =

X
i<j

hÆi a
Æ
i :

Le premier probl�eme apparâ�t lorsque l'on veut projeter des int�egrales �a temps
continu par rapport �a a�. Consid�erons en e�et une int�egrale H =

R1
0
H�
s da

�
s

satisfaisant �a (HS), c'est-�a-dire que les op�erateurs H�
s sont born�es, que la fonction

s 7! kH�
s k est int�egrable et que H est born�e. Si l'on projette H sur l'espace de Fock

�a temps discret et consid�ere directement la repr�esentation int�egrale de ESHES , on
obtient

ESHES =
X
i�0

h+i a
+
i +

X
i�0

h�i a
�
i +

X
i�0

hÆi a
Æ
i

mais chaque h�ia
�
i ne pourra être reli�e qu'�a la repr�esentation (unique) de H sous la

forme

H =

Z
H+
s da

+
s +

Z
H�
s da

�
s +

Z
HÆ
sda

Æ
s:

De même, si l'on consid�ere la repr�esentation du processus (E S
R ti
0
H�
s da

�
s E S )i�0,

on obtient un processus d'int�egrales dont les coeÆcients se relient encore �a la
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100 Chapitre 4

repr�esentation de H sous forme d'int�egrales par rapport aux trois bruits +, �, Æ. Le
probl�eme est, au fond, qu'une �ecriture H =

R
H�
s da

�
s est une �ecriture qui contient

bien peu d'informations ; nos formules donnent alors de E SHES une repr�esentation
plus pr�ecise (puisqu'unique), mais on ne peut alors pas relier cette repr�esentation
�a l'�ecriture

R
H�
s da

�
s d'origine. D'autres repr�esentations semblent donc plus na-

turelles : on peut, de mani�ere tr�es g�en�erale, repr�esenter une int�egrale
R1
0
H�
s da

�
s

comme X
i

h
0�
i a

�
i

avec

h
0�
i = ES

Z ti

ti�1

H�
s dsES ;

qui est bien pr�evisible, et l'int�egrale restreinte
P

i
h
0�
i a

�
i est alors bien d�e�nie sur

E S (Domh) (Proposition 2.4 de [Pt2]). Il apparâ�t cependant un nouveau probl�eme :
si l'on compare l'expression de h

0�
i aux expressions des h�i , � = +;�; Æ on voit

imm�ediatement que, d�es que l'on va manipuler plusieurs int�egrales �a la fois, il va
falloir comparer des int�egrales Z ti

ti�1

H�
s ds

�a des int�egrales Z ti+1

ti

H�
s ds:

La premi�ere �etape sous nos hypoth�eses (HS) est donc d'obtenir une repr�esentation
plus maniable pour une int�egrale

R1
0
H�
s da

�
s .

Lemme 4.3.3 (Lemme 3.6 de [Pt2]) Soit H =
R1
0
H�
s da

�
s une int�egrale satis-

faisant aux hypoth�eses (HS) ; alors H est la limite forte, lorsque le pas jSj de la
partition S, de X

i

h�i a
�
i

o�u

hi = ES

Z ti+1

ti

PtiH
Æ
sdsES :

Dans la suite de la preuve, nous n'�etablirons que des convergences faibles ; de
plus, nous ne composerons une projection E S

R1
0
HÆ
sds ES qu'avec des op�erateurs

qui seront uniform�ement born�es. Nous pouvons d�es lors remplacer toute approxi-
mation E S

R1
0
H�
s ds ES (qui converge aussi fortement vers

R1
0
H�
s ds) par la sommeP

i
h�i a

�
i .
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Approximations discr�etes du calcul stochastique quantique 101

A partir d'ici, la d�emonstration se d�ecompose ainsi : tout d'abord on montre que
les int�egrales parasites par rapport �a aÆ que l'on obtient en projetant des int�egrales
par rapport �a da+ ou da� tendent vers z�ero ainsi que les termes que ces parasites
engendrent lorsque l'on compose plusieurs projections entre elles. Ensuite on prouve
que la composition des int�egrales projet�ees (dont on a ôt�e les termes parasites)
peut être calcul�ee avec la table d'Itô �a temps continu avec une erreur qui tend
vers z�ero. En�n, on prouve que les int�egrales discr�etes que l'on obtient apr�es cette
composition convergent vers les int�egrales �a temps continu d�esir�ees. Remarquons que
l'on utilisera souvent des arguments de passage �a l'adjoint pour regrouper plusieurs
cas ; il est important pour cela de se rappeler que, si H satisfait aux conditions
(HS), alors H� aussi et que

H� =
Z 1

0

(H�
s)
�da�

0

s

est valable sur �, o�u +0 = �, �0 = +, Æ0 = Æ. On a le même type de relations pour
les int�egrales discr�etes d'apr�es les formules (2.2.5)

La premi�ere �etape est contenue dans la proposition suivante, qui renforce dans
notre cadre la Proposition 4.2.4 :

Proposition 4.3.4 (Proposition 3.8 de [Pt2]) Soient �; � 2 f+;�; Æ;�g et soi-
ent H;K deux int�egrales stochastiques satisfaisant aux hypoth�eses (HS). Alors pour
tout u; v 2 L2(R+),

hE(u) ; ESHES ESKE SEvi � he(~u) ;
X
i

h�ia
�
i

X
i

k�i a
�
i e(~v)i

tend vers z�ero avec le pas jSj de la subdivision.

La preuve de cette proposition se ram�ene �a la preuve de deux convergences : on
peut en e�et remarquer que la composition E SHES ESKE S de deux projections est
de la forme

((h� ~hÆ) + ~hÆ)((k � ~kÆ) + ~kÆ)

si � et � sont tous deux �egaux �a + ou �,
((h� ~hÆ) + ~hÆ)k

si par exemple � est seul �egal �a + ou � (les cas sym�etriques se traitent par passage
�a l'adjoint) ; on a par ailleurs h� ~hÆ =

P
i
h�ia

�
i. Il n'y a par ailleurs rien �a prouver

si ni � ni � n'est �egal �a + ou � ; en utilisant la sym�etrie et les passages �a l'adjoint
on est ramen�e �a montrer que
� ~hÆk tend vers z�ero pour � = � ou + et � quelconque,

� ~hÆ~kÆ tend vers z�ero si �; � sont tous deux �egaux �a + ou �.
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102 Chapitre 4

Le second point est prouv�e directement par des estimations ; pour prouver le pre-
mier, on se ram�ene �a montrer la convergence faible de ~hÆ en remarquant qu'on
peut approcher kESE(u) par la projection d'une combinaison lin�eaire de vecteurs
exponentiels de � choisie ind�ependamment de S.

La deuxi�eme �etape de notre preuve du Th�eor�eme 4.3.2 consiste �a montrer que
les di��erences entre les deux tables d'Itô disparaissent �a la limite :

Proposition 4.3.5 (Proposition 3.9 de [Pt2]) Soient �; � 2 f+;�; Æ;�g et soi-
ent H;K deux int�egrales stochastiques satisfaisant aux hypoth�eses (HS). Alors pour
tout u; v 2 L2(R+), la quantit�e

D
E(u); ESHES ESKESEv

E
�D

e(~u);
�X

i

h�i(
X
j<i

k�j a
�
j )a

�
i +
X
i

(
X
j<i

h�ja
�
j)k

�
i a

�
i +

X
i

h�ik
�
i a

�:�
i

�
e(~v)

E

tend vers z�ero avec le pas jSj de la subdivision, o�u �:� est donn�e par la table d'Itô
continue.

Pour obtenir cette proposition, on a �a montrer que

pour (�; �) = (+;�); on a
X
i

h�i k
+
i a

Æ
i

jSj!0�! 0 (4.3.1)

et

pour (�; �) = (�;+); on a
X
i

h�i k
+
i a

Æ
i

jSj!0�! 0: (4.3.2)

et que le terme d'Itô converge vers z�ero lorsque � ou � est � ; toutes ces preuves se
font par des estimations directes.

Une fois ces deux propositions prouv�ees, il suÆt, pour obtenirZ
H�
sda

�
s

Z
K�
s da

�
s =

Z
H�
sKsda

�
s +

Z
HsK

�
s da

�
s +

Z
H�
sK

�
s da

�:�
s ;

de montrer que

he(~u) ;
X
i

h�ikia
�
i e(~v)i �! hE(u) ;

Z
H�
sKsda

�
s E(v)i

he(~u) ;
X
i

hik
�
i a

�
i e(~v)i �! hE(u) ;

Z
HsK

�
s da

�
s E(v)i

he(~u) ;
X
i

h�ik
�
i a

�:�
i e(~v)i �! hE(u) ;

Z
H�
sK

�
s da

�:�
s E(v)i:
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Approximations discr�etes du calcul stochastique quantique 103

On peut facilement voir par ailleurs que les propositions pr�ec�edentes s'appliquent
aux int�egrales

R
H�
sKsda

�
s ,
R
HsK

�
s da

�
s ,
R
H�
sK

�
s da

�:�
s ; on a donc

he(~u) ;
X
i

(H�K)�ia
�
i e(~v)i �! hE(u) ;

Z
H�
sKsda

�
s E(v)i

he(~u) ;
X
i

(HK�)�i a
�
i e(~v)i �! hE(u) ;

Z
HsK

�
s da

�
s E(v)i

he(~u) ;
X
i

(H�K�)�:�i a
�:�
i e(~v)i �! hE(u) ;

Z
H�
sK

�
s da

�:�
s E(v)i

o�u (HK�)�i , (H
�K)�i sont les coeÆcients associ�es par la Proposition 4.2.3 (ou par le

Lemme 4.3.3) �a l'int�egrale
R
HsK

�
s da

�
s , etc. Il suÆt donc de prouver que

he(~u) ;
X
i

(h�iki � (H�K)�i) a
�
ie(~v)i �! 0

he(~u) ;
X
i

(hik
�
i � (HK�)�i ) a

�
i e(~v)i �! 0

he(~u) ;
X
i

(h�ik
�
i � (H�K�)�:�i )a�:�i e(~v)i �! 0

Les deux premi�eres convergences sont adjointes l'une de l'autre. On a donc �a prouver
deux types de convergence uniquement ; cette derni�ere �etape repr�esente cependant
le gros de la d�emonstration du Th�eor�eme 4.3.2 dans [Pt2].

4.3.2 Cons�equences pour les probabilit�es classiques

La formule d'Itô classique pour les int�egrales stochastiques quantiques par rap-
port �a une martingale normale (Mt)t�0 peut être d�eduite de la formule d'Itô quan-
tique au travers de la repr�esentation int�egrale de l'op�erateur de multiplication as-
soci�e (voir [At5]). Ce que nous avons montr�e prouve que, si l'on sait que le crochet
droit d'une martingale (Mt)t�0 vaut [M ]t = t, alors le crochet oblique de cette
martingale se d�eduit de la repr�esentation en int�egrale stochastique de l'op�erateur
de multiplication associ�e et des relations de commutation des matrices de Pauli. Il
n'y a l�a rien de bien surprenant, puisque la repr�esentation int�egrale de l'op�erateur
de multiplication se d�eduit elle-même de la formule d'Itô, donc de la forme de
l'�equation de structure v�eri��ee par la martingale. Nous croyons cependant que les
exemples de calculs explicites dans des cas classiques peuvent �eclairer ce que nous
avons d�emontr�e dans ce chapitre.

D'apr�es (3.2.4), le mouvement brownien (Wt)t�0 peut être identi��e au processus
(a+t +a

�
t )t�0. Si l'on consid�ere une partition S de pas constant Æ, alors l'approxima-

tion de l'op�erateur de multiplication par Wt est
P

ijti�t

p
Æ(a+i +a

�
i ) plus des termes
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104 Chapitre 4

dont on a montr�e qu'ils tendent vers z�ero avec Æ. Par ailleurs, a+i + a�i est �x et
donc �p

Æ(a+i + a�i )
�2

= Æ�2x = ÆI:

L'op�erateur ÆI est l'approximation du processus d�eterministe (t)t�0. Cela implique
que dhW it = dt.

Un autre exemple int�eressant est le processus de Poisson compens�e (Xt)t�0 =
(Nt � t)t�0. Le processus de multiplication associ�e est (a+t + a�t + aÆt )t�0. Pour
une partition S r�eguli�ere de pas Æ, l'op�erateur a+t + a�t + aÆt est approch�e parP

ijti�t
(
p
Æa+i +

p
Æa�i + a�i ) plus des termes qui disparaissent lorsque l'on passe

�a la limite. Puisque
p
Æa+i +

p
Æa�i + a�i =

p
Æ�x � 1

2
�z +

1
2
I, on obtient

�p
Æa+i +

p
Æa�i + a�i

�2
= Æ�2x +

1

4
�2z +

1

4
I

� 1

2

p
Æ(�x�z + �z�x) +

p
Æ�x � 1

2
�z

=
�p

Æa+i +
p
Æa�i + a�i

�
+ ÆI

car �x�z + �z�x = 0 et �2x = �2z = I. Cela implique, comme nous l'avons montr�e,
que dhXit = Xt + t.
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Chapitre 5

Application �a la repr�esentation

des op�erateurs

Dans ce chapitre, nous cherchons �a appliquer les r�esultats de repr�esentabilit�e
que nous avons obtenus dans le cas �a temps discret.

Dans la section 5.1, nous pr�esentons une approche g�en�erale utlisant ces r�esultats ;
nous montrons que cette approche, si elle ne permet de prouver aucun crit�ere nou-
veau, reste cr�edible comme outil d'�etude de probl�emes pr�ecis et qu'en particulier
les expressions que fournissent nos formules �a temps discret sont de bonnes infor-
mations a priori.

Dans la section 5.2 nous �etudions ces informations dans un cas explicite. celui
des op�erateurs de seconde quanti�cation et de seconde quanti�cation di��erentielle.
Nous adoptons dans cette section une approche na��ve et am�eliorons pas �a pas les
r�esultats obtenus, plutôt que de les annoncer d'embl�ee comme dans [Pt3].

En�n, dans la section 5.3, nous donnons plusieurs am�eliorations et variations
des crit�eres expos�es dans la section pr�ec�edente.

Les r�esultats de la section 5.2 et d'une partie de la section 5.3 ont fait l'objet de
l'article [Pt3].

5.1 D�emarche g�en�erale

Dans le chapitre 2, nous avons obtenu des crit�eres et formules explicites pour
les coeÆcients apparaissant dans la repr�esentation int�egrale d'un op�erateur H sur
�. On aimerait �evidemment pouvoir utiliser ces expressions pour obtenir des infor-
mations sur les repr�esentations int�egrales dans le cas du temps continu. On ne peut
�evidemment pas retranscrire les formules (2.2.5) : en prenant garde aux normalisa-
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106 Chapitre 5

tions on s'aper�coit que l'on devrait avoir8<
:

H+
t Pt = DtH Pt

H�
t Pt = PtH

da+t
dt
Pt

HÆ
t Pt = DtH da+t Pt � PtHPt

(5.1.1)

ce qui n'a aucun sens pr�ecis (notons cependant que de telles formules sont implicites
dans d'autres approches du calcul stochastique quantique comme l'approche \non
standard" de Leitz-Martini [LeM] o�u la d�erivation est une di��erence, ou dans des
approches \bruit blanc").

Cependant nos formules 2.2.5 peuvent mener �a des preuves rigoureuses dans
certains cas, par l'interm�ediaire des approximations d'op�erateurs de �. Ces cas sont
h�elas trop particuliers pour que nous soyons arriv�es �a des r�esultats nouveaux ; nous
allons cependant pr�esenter rapidement une telle preuve, d'une part pour montrer
que cet outil qu'est l'approximation reste prometteur et d'autre part pour justi�er
le fait que nous ayons �etudi�e dans des cas explicites les formules a priori fournies
par (5.1.1).

Consid�erons une subdivision S comme dans le chapitre 4. Associons alors �a tout
� de P un �el�ement A de PN par

si � 2 [ti1 ; ti1+1]� : : :� [tin; tin+1] alors A = fi1; : : : ; ing
et une quantit�e

ÆA = (ti1+1�ti1) : : : (tin+1�tin):
On montre alors facilement �a partir de la formule exprimant un op�erateur di en

fonction des Dt (voir le Lemme 4.2.1) que pour tout f , pour presque tout �,

dAp
ÆA

converge dans L2 (P) vers D�f ; (5.1.2)

cela va nous permettre d'�etablir des convergences ponctuelles.
Consid�erons donc un op�erateur H sur � et supposons d'abord que sa projection

E SHES est telle que l'on puisse lui appliquer notre th�eor�eme de repr�esentabilit�e
2.2.1. Supposons de plus que les coeÆcients h�i apparaissant dans la repr�esentation
sont tels que, pour presque tout t,

1p
ti(t)+1�ti(t)

h�i(t)
Æ!0�! H�

t

hÆi(t)
Æ!0�! HÆ

t

o�u les convergences sont fortes et o�u i(t) est d�e�ni comme l'unique indice i 2 N

v�eri�ant ti � t < ti+1, cela avec des estimations uniformes raisonnables.
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Application �a la repr�esentation des op�erateurs 107

Dans le chapitre 1, nous avons fait le lien entre notre d�e�nition des int�egrales
stochastiques quantiques �a temps discret et une transcription simple des d�e�nitions
au sens de Attal et Lindsay. Cela implique en particulier que nos int�egrales v�eri�ent
des �equations du type Attal-Lindsay (voir 3.2.3 pour ces formules en temps continu) ;
on a donc

E SHES f(A) =
X
i2A

h+i pidA[i+1
f(Ai) +

X
i

h�i didA[i
f(Ai) +

X
i2A

hÆi didA[i+1
f(Ai):

En divisant les deux membres par ÆA et en passant �a la limite, on tire d'apr�es la
remarque (5.1.2) une expression Attal-Lindsay �a temps continu

Hf(�) =
X
s2�

H+
s PsD�(sf(�s)) +

Z 1

0

H�
s DsD�(sf(�s)) +

X
s2�

HÆ
sDsD�(sf(�s))

qui montre que, si les conditions d'int�egrabilit�e n�ecessaires sont v�eri��ees, on a bien
obtenu une repr�esentation int�egrale de H.

Une telle d�emonstration peut être faite en toute rigueur dans le cas des martin-
gales r�eguli�eres telles que les ont d�e�nies Parthasarathy et Sinha dans [P-S]. On
peut ainsi obtenir une preuve de leur caract�erisation par l'interm�ediaire de notre
proc�ed�e d'approximation ; nous ne d�ecrirons cependant pas cette d�emonstration
puisque les diÆcult�es et m�ethodes pour les r�esoudre sont en �n de compte les mêmes
qu'en temps continu. En e�et, d'apr�es notre discussion ci-dessus, il nous suÆt de
construire des processus (H�

t )t�0 qui soient des limites de h�i =
p
ti+1�ti ou hÆi comme

ci-dessus. On s'aper�coit cependant bien vite que, s'il est facile, pour tout f de �, de
construire Htf de mani�ere convenable pour presque tout t, il est plus probl�ematique
de le construire pour tout t et on en arrive ainsi �a reproduire le point crucial de la
preuve de Meyer (voir [Me3]) du r�esultat de Parthasarathy et Sinha.

L'approche que nous proposons pour �etudier la repr�esentabilit�e d'un op�erateur
consiste donc �a essayer de donner un sens aux formules (5.1.1) puisque cela revient
�a �etudier, les ES en moins, la limite des expressions obtenues par (2.2.5), puis, les
conditions permettant de d�e�nir des int�egrales des processus d'op�erateurs obtenus
�etant suppos�es, v�eri�er que l'on obtient une repr�esentation int�egrale de l'op�erateur
�etudi�e.

Nous devons faire une remarque suppl�ementaire �a propos de la convergence des
dA=

p
tA+1�tA vers D� d�ecrite ci-dessus : une des raisons qui donnent les formules

(2.2.5) est que dans T� on a dipi = 0 pour tout i. Dans � en revanche, avec la
d�e�nition usuelle de Dt donn�ee dans le chapitre 3, DtPt est ind�etermin�e.

Ceci nous incite �a modi�er, dans notre tentative de donner un sens �a (5.1.1),
notre d�e�nition de Dt. Nous choisissons de consid�erer la d�e�nition suivante de Dt :
pour tout f dans �, presque tout � dans P,
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108 Chapitre 5

Dtf(�) = lim
�!0

1

�

Z t+�

t

f(� [ fsg) ds:

Ceci ne diminue en rien le domaine de d�e�nition de Dt (pour tout f , Dtf est d�e�ni
pour presque tout t, de même que pour la d�e�nition usuelle) ni les formules de
repr�esentation pr�evisible et d'isom�etrie associ�ees, de sorte que rien de ce que nous
avons �etabli jusqu'ici ne doit être modi��e ; en revanche cette nouvelle d�e�nition l�eve
l'ind�etermination de DtPt : pour tout f , presque tout t, on a DtPtf = 0.

5.2 Repr�esentations int�egrales des op�erateurs de

seconde quanti�cation

5.2.1 Op�erateurs de seconde quanti�cation

Les strat�egies d'approche des questions de repr�esentabilit�e que nous avons pr�esen-
t�ees dans la section pr�ec�edente ont le d�efaut d'exiger que l'on puisse obtenir des ex-
pressions a priori �a partir de (5.1.1). Cela n'est pas facile cependant ; il existe une
classe d'op�erateurs d'importance fondamentale en physique et qui a le m�erite d'être
tr�es maniable. En particulier, l'expression de ces op�erateurs sur les di��erents termes
d'une d�ecomposition tensorielle s'exprime tr�es bien, ce qui va faciliter le calcul de
H�
t qui est en g�en�eral le plus probl�ematique.
A tout op�erateur born�e h sur L2(R+) on associe deux op�erateurs �(h) et �(h) ;

ces op�erateurs sont d�e�nis sur l'espace F par

�(h) (u1 Æ : : : Æ un) = hu1 Æ : : : Æ hun; (5.2.1)

�(h) (u1 Æ : : : Æ un) = hu1 Æ u2 Æ : : : Æ un + : : :+ u1 Æ : : : Æ un�1 Æ hun (5.2.2)

pour tout n, tous u1; : : : ; un dans L
2(R+).

On �etend ces op�erateurs par lin�earit�e et fermeture ; on peut voir �a partir des
expressions ci-dessus que �(h) et �(h) v�eri�ent respectivement �(h)� = �(h�) et
�(h)� = �(h�) sur F et sont donc fermables.

Ces op�erateurs ont une action particuli�erement simple sur la famille des vecteurs
exponentiels :

�(h)E(u) = E(hu)
�(h)E(u) = a+huE(u):

et c'est ce qui justi�e ici notre int�erêt pour eux. Ils sont par ailleurs fondamentaux
en physique quantique. Les op�erateurs de seconde quanti�cation, parce qu'il per-
mettent de transporter un op�erateur de L2(R+) sur l'espace de Fock associ�e ; les
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Application �a la repr�esentation des op�erateurs 109

op�erateurs de seconde quanti�cation di��erentielle �(h), parce qu'ils sont reli�es aux
pr�ec�edents de la mani�ere suivante : pour tout h born�e sur L2(R+), tout t de R, on
a

�(eith) = eit�(h):

Dans le cas o�u h est autoadjoint, cela signi�e que �(h) est le g�en�erateur du se-
migroupe unitaire obtenu par seconde quanti�cation du semigroupe unitaire sur
L2(R+) engendr�e par h.

Nous n'avons d�e�ni ici que les secondes quanti�cations d'op�erateurs born�es, qui
nous int�eresseront en g�en�eral ; nous parlerons plus loin de secondes quanti�cations
d'op�erateurs non born�es de L2(R+), la d�e�nition se d�eduisant facilement de (5.2.1)
et (5.2.2). Nous avons �evoqu�e, dans la section 3, le contre exemple de Journ�e et
Meyer �a la repr�esentabilit�e en int�egrale stochastique ; ce contre-exemple concerne un
op�erateur de seconde quanti�cation et c'est pourquoi nous le pr�esentons maintenant.
On consid�ere l'op�erateur de seconde quanti�cation �(h), o�u h est la transformation
de Hilbert sur L2(R+) (plus pr�ecis�ement, l'application qui �a un �el�ement f de L2(R+)
associe la restriction �a R+ de la transform�ee de Hilbert de l'extension canonique de
f �a R). Puisque la transformation de Hilbert est un op�erateur unitaire, l'op�erateur h
est une contraction de L2(R+) et l'op�erateur �(h) associ�e est born�e. On peut montrer
cependant que �(h) n'est pas repr�esentable en int�egrales stochastiques quantiques
sur tout E { ni même sur le sous-ensemble E(L2 \ L1(R+)). En e�et, Journ�e et
Meyer montrent que, si, pour un �el�ement u de L2 \L1(R+), le vecteur exponentiel
E(u) est dans le domaine d'un op�erateur H qui s'�ecrit comme une int�egrale, alors
t 7! PtHE(ut) a une variation quadratique �nie. Journ�e et Meyer exhibent ensuite
un vecteur u de L2 \L1(R+) pour lequel t 7! PtHE(ut) n'a pas cette propri�et�e : la
seconde quanti�cation de la transformation de Hilbert n'est donc pas repr�esentable
en int�egrale stochastique quantique. Nous reviendrons sur ce ph�enom�ene dans 5.2.3

Nous allons examiner formellement la forme que prennent les expressions (5.1.1) ;
nous montrerons ensuite que cette heuristique permet d'identi�er exactement les
crit�eres qui d�eterminent la repr�esentabilit�e d'un tel op�erateur. Ces crit�eres ont le
bon goût de se traduire ensuite de mani�ere particuli�ement lisible, ce qui nous per-
met d'obtenir une caract�erisation simple des op�erateurs de seconde quanti�cation
qui sont repr�esentables en int�egrales stochastiques quantiques. Nous verrons en�n
que notre preuve se transcrit tr�es exactement au cas des op�erateurs de seconde
quanti�cation di��erentielle ; la repr�esentabilit�e de �(h) et �(h) est donc �equivalente
et nous pourrons exprimer les crit�eres dont elle d�epend.

Il est �a remarquer que, dans cette section, on va travailler en permanence avec des
op�erateurs de seconde quanti�cation et donc �etablir des liens entre les propri�et�es
d'op�erateurs sur L2(R+) et celles d'op�erateurs sur L2 (P) qui leur sont associ�es.
Nous utiliserons des lettres majuscules pour les op�erateurs et grandeurs associ�es �a
L2 (P) et des minuscules pour ceux qui sont associ�es �a L2(R+). Dans le reste de
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110 Chapitre 5

cette th�ese, les minuscules sont associ�ees aux objets des espaces de Fock discrets
par opposition �a ceux des espaces de Fock �a temps continu. Il ne sera pas question
dans ce chapitre d'espaces de Fock �a temps discret et cette convention adopt�ee le
temps d'un chapitre ne devrait pas être source de confusion.

Consid�erons un op�erateur de seconde quanti�cation H = �(h) pour h born�e sur
L2(R+). Nous allons essayer d'appliquer les formules (5.1.1) �a H sur le domaine
exponentiel, domaine sur lequel on a une bonne �ecriture �a la fois de l'action des
int�egrales et de l'action des op�erateurs de seconde quanti�cation. On doit avoir,
pour presque tout � de P,

H+
t E(ut)(�) = Dt �(h) E(ut)(�)

=
1

�

Z t+�

t

E(hut)(� + s) ds 1l�<t

=
1

�

Z t+�

t

hut(s) dsPtE(hut)(�)
= hh�1l[t;t+�]=�; ut)iE(�th �t u)(�);

o�u le fait d'�ecrire cette grandeur sous la forme donn�ee dans la derni�ere ligne sera
justi��e a posteriori par la forme que prend H+

t . Remarquons que le point de vue sur
Dt sugg�er�e par l'approche discr�ete nous a �et�e utile ici : nous aurions dû autrement
consid�erer (hut)(t), qui n'est pas une grandeur d�e�nie.

Pour H�
t on doit avoir

H�
t E(ut) = lim

�!0
Pt�(h)

a+[t;t+�]
�
E(ut)

= lim
�!0

1

�
Pt�(h)

�E(ut) Æ 1l[t;t+�]�
= lim

�!0
Pt
�E(hut) Æ h1l[t;t+�]

�

�
= E(�th �t u) Æ (�th1l[t;t+�]=�):

o�u pour tout t, �t repr�esente l'op�erateur de multiplication par l'indicatrice de 1l[0;t]
dans L2(R+). Si l'on suppose que ces termes ont un sens on doit supposer que les
limites

lim
�!0

�t(h1l[t;t+�]=�) et lim
�!0

�t(h
�1l[t;t+�]=�)

ont un sens. En particulier, la convergence pour h doit avoir lieu dans L2(R+) ; pour
h� une convergence faible semble suÆre. Dans la suite, nous allons sym�etriser nos
hypoth�eses en h et h� pour avoir une vraie convergence en norme.
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Application �a la repr�esentation des op�erateurs 111

Examinons alors le cas de HÆ
t E(u). Pour tout �, HÆ

t E(u)(�) doit être �egal �a

HÆ
t E(ut)(�) = lim

�!0

Z t+�

t

�(h)
a+[t;t+�]
�
E(ut)(� + s) ds� Pt�(h)E(ut)(�)

= 1l�<t lim
�!0

Z t+�

t

�(h)
�E(ut) Æ 1l[t;t+�]

�

�
(� + s) ds� E(hut)(�)

= 1l�<t lim
�!0

Z t+�

t

�E(hut) Æ h1l[t;t+�]
�

�
(� + s) ds� E(hut)(�)

= 1l�<t lim
�!0

Z t+�

t

(hut)(�)
h1l[t;t+�]

�
(s) ds� E(hut)(�)

car les autres termes que l'on obtient en d�eveloppant
�E(hut) Æ (h1l[t;t+�]=�)�(� + s)

sont en nombre �ni et de la forme

E(hut)(� n fag)
Z t+�

t

hut(s) ds(h1l[t;t+�]=�)(a)

pour a dans � ; le dernier terme (h1l[t;t+�]=�)(a) est convergent pour presque tout a
d'apr�es nos hypoth�eses donc l'expression ci-dessus doit tendre vers z�ero. L'expres-
sion de HÆ

t E(ut)(�) doit donc être de la forme�
h1l[t;t+�]=�

�
(�) =

�
lim
�!0
h1l[t;t+�]; h1l[t;t+�]i � 1

� E(hut)(�):
Nous n'avons pas ici discut�e les conditions qui sont n�ecessaires pour pouvoir

d�e�nir les int�egrales des processus que nous avons d�e�nis ; nous pourrions continuer
l'examen de ces conditions pour pr�eciser les propri�et�es des limites qui apparaissent
dans les expressions ci-dessus et trouverions exactement les autres conditions que
nous �enon�cons dans notre Proposition 5.2.1 ci-dessous.

Nous sommes partis de l'hypoth�ese que, si les convergences qui apparaissent
dans les calculs ci-dessus ont bien lieu et d�eterminent des op�erateurs H+

t , H
�
t , H

Æ
t

qui ont les propri�et�es d'int�egrabilit�e n�ecessaires pour consid�erer l'int�egrale stochas-
tique quantique associ�ee �a ces int�egrandes, alors cette int�egrale doit repr�esenter
l'op�erateur �(h).

Dans l'article [Pt3], nous avons montr�e de mani�ere rigoureuse que la repr�esentabi-
lit�e des op�erateurs �(h) et �(h�) est d�etermin�e par les crit�eres que nous obtenons
ainsi ; nous allons d�etailler les r�esultats contenus dans cet article. Notons que, dans
ce chapitre, nous notons toujours �tu et pas ut la restriction d'une fonction u de
L2(R+) �a l'intervalle [0; t], cela a�n d'�eviter la confusion lorsque apparaissent des
familles (�t)t2R+, (�t)t2R+ o�u chaque �t, �t est une fonction de L2(R+).

Avant d'�enonc�e la proposition suivante, rappelons que le sens que nous don-
nons �a une int�egrale stochastique quantique suit la d�e�nition Attal-Meyer (voir la
D�e�nition 3.2.2) et que nous ne nous int�eressons qu'aux repr�esentations int�egrales
dans lesquelles les op�erateurs H�

t sont fermables pour presque tout t et tout �.
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112 Chapitre 5

Proposition 5.2.1 (Proposition 2.2 de [Pt3]) Si �(h) et �(h�) co��ncident sur
E avec une int�egrale stochastique quantique, alors h v�eri�e les conditions (C) :

(C)

8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

pour presque tout t;

� �th1l[t;t+�]=� converge dans L2(R+) vers une fonction �t quand �! 0;

� �th�1l[t;t+�]=� converge dans L2(R+) vers une fonction �t quand �! 0;

� 1
�

R t+�
t
h1l[t;t+�](s)ds converge vers un scalaire 
(t) quand �! 0;

les limites ont les propri�et�es suivantes :

� les fonctions t 7! k�tkL2(R+) ; t 7! k�tkL2(R+) sont de carr�e int�egrable,

� la fonction t 7! 
(t) est essentiellement born�ee.

D�emonstration.
D�etaillons la structure de cette d�emonstration : en testant la repr�esentation int�egrale
sur des vecteurs exponentiels on obtient la convergence suivante, valable pour
presque tout t :

�th �[t;t+�]u=�
�!0�! u(t)P 1H�

t E(�tu) dans L2(R+) : (5.2.3)

o�u P 1 repr�esente la projection sur le premier chaos.
Consid�erer le cas particulier o�u u est une indicatrice d'intervalle compact m�ene �a

�th1l[t;t+�]=�
�!0�! P 1H�

t E(1lt]) dans L2(R+) ; (5.2.4)

et en notant �t le terme de droite pour tout t on obtient bien la premi�ere condi-
tion de (C) ; la deuxi�eme est obtenue par sym�etrie entre h et h�. En se basant sur
ces premiers r�esultats de convergence nous arrivons �a montrer en testant encore la
repr�esentation int�egrale sur de bons vecteurs exponentiels, que l'on a la troisi�eme
condition de convergence. Le fait que la limite 
(t) est, comme fonction de t, essen-
tiellement born�ee, est obtenu directement par l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz :����1�

Z t+�

t

h1l[t;t+�](s) ds

���� � khk :
On obtient ainsi tous les points de (C) �a l'exception des conditions d'int�egrabilit�e

portant sur t 7! k�tk, t 7! k�tk. Ce point est en fait le plus d�elicat de la preuve de
la Proposition 5.2.1. On peut montrer �a partir de (5.2.3) que pour u suÆsamment
r�egulier (presque partout di��erentiable suÆt), on a pour presque tout t

u(t)P 1H�
t E(ut) = u(t)P 1H�

t E(1lt]): (5.2.5)
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Application �a la repr�esentation des op�erateurs 113

On peut montrer par ailleurs que, pour un u 2 L2(R+) donn�e, v�eri�er cette �egalit�e
impose en fait la valeur de u(t)H�

t E(ut) non seulement sur le premier, mais sur
tous les chaos. En utilisant la fermabilit�e de H�

t et l'�egalit�e (5.2.5) pour les u
assez r�eguliers on arrive alors �a montrer que l'�egalit�e (5.2.5) est valable en fait
pour tout u de L2(R+) (Lemme 2.4 de [Pt3]). Comme nous savons par ailleurs que
t 7! ju(t)j

H�

t E(ut)


 est int�egrable pour tout u, cette �egalit�e entrâ�ne que pour

tout u de L2(R+), l'application

t 7! ju(t)j k�tk
est int�egrable et par cons�equent t 7! k�tk est de carr�e int�egrable ; on proc�ede de
même pour �t.

Ceci termine la preuve de la Proposition 5.2.1. Nous obtenons ainsi un premier

ensemble de conditions �a la repr�esentabilit�e de �(h) et �(h�) sur E . Nous cherchons
alors �a obtenir une caract�erisation plus parlante de l'ensemble de conditions (C) :

Lemme 5.2.2 (Lemme 2.6 de [Pt3]) Soit h un op�erateur born�e ; les conditions
(C) de la Proposition 5.2.1 sont �equivalentes �a l'existence d'un op�erateur de Hilbert-
Schmidt k tel que

h = k +M
;

o�uM
 est l'op�erateur de multiplication par 
.

Dans [Pt3], l'op�erateur k est not�e K.

Il existe donc une fonction � de R+�R+ dans C telle que pour tout u de L2(R+),
presque tout t de R+ ,

hu(t) =

Z 1

0

�(s; t)u(s) ds+ u(s) 
(s);

et le lien entre cette fonction � et les fonctions �, � de (C) est le suivant :�
�(s; t) = �t(s) si s < t et
�(s; t) = �s(t) si s > t:

(5.2.6)

Nous avons ainsi montr�e que, si �(h) et �(h�) ont une repr�esentation int�egrale
sur E , alors h est de la forme donn�ee dans le Lemme 5.2.2.

Nous montrons alors l'implication inverse, la forme particuli�ere de h nous per-
mettant, �a partir des formules fournies par notre approche heuristique, de d�e�nir
les int�egrandes suivantes :8>>><

>>>:
H+
t E(�tu)=

R t
0
�(s; t)u(s) ds E(�th �tu)

H�
t E(�tu)=E(�th �tu) Æ

R t
0
�(t; s) d�s

HÆ
t E(�tu)= (
(t)� 1) E(�th �tu);

(5.2.7)
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114 Chapitre 5

ces op�erateurs �etant ensuite �etendus par adaptation.
Nous montrons alors que sous ces hypoth�eses, les int�egrandes d�e�nies sont bien

des op�erateurs fermables, que les int�egrales stochastiques associ�ees sont bien d�e�nies
sur E et qu'elles co��ncident avec �(h). Puisque h� est de la même forme que h on
construit de même une int�egrale �egale sur E �a �(h�).

Les formules (5.2.7) ci-dessous montrent que sur E , les int�egrandes v�eri�ent
8>>><
>>>:

H+
t Pt= Pt�(h) a

�
�(:;t)

Pt

H�
t Pt= Pt a

+
�(t;:) �(h)Pt

HÆ
t Pt=(
(t)� 1)Pt �(h)Pt;

(5.2.8)

expressions qui nous permettent d'�etendre cette repr�esentation �a un domaine di��erent
de E : on voit par exemple que cette repr�esentation est encore valide sur le domaine
J .

De plus, la Proposition 3.2.4 montre que si �(h), �(h�) sont repr�esentables, alors
les coeÆcients de la repr�esentation ont n�ecessairement la forme (5.2.8).

Nous avons ainsi obtenu une condition n�ecessaire et suÆsante de repr�esentabilit�e
de �(h) et �(h�) sur E . On peut de plus remarquer que, dans notre preuve, l'hy-
poth�ese de repr�esentabilit�e sur E n'a servi que comme ensemble de vecteurs test ;
en particulier nous aurions pu donner exactement la même preuve en consid�erant
la repr�esentabilit�e de �(h) et �(h�) sur l'espace �a nombre �ni de particules F .

Nous obtenons ainsi, sans rien ajouter �a la d�emonstration (ou presque) la ca-
ract�erisation suivante :

Th�eor�eme 5.2.3 (Th�eor�eme 2.1 de [Pt3]) Soit h un op�erateur born�e sur L2(R+) ;
on a alors �equivalence entre les propri�et�es suivantes :

1. �(h) et �(h�) admettent une repr�esentation en int�egrales stochastiques quan-
tiques sur le domaine E,

2. �(h) et �(h�) admettent une repr�esentation en int�egrales stochastiques quan-
tiques sur l'espace �a nombre �ni de particules F ,

3. h est de la forme

h = k +M


o�u k est un op�erateur de Hilbert-Schmidt etM
 est un op�erateur de multipli-
cation par une fonction essentiellement born�ee 
.

Dans tous les cas, les coeÆcients de la repr�esentation sont donn�es par les expres-
sions (5.2.7) et (5.2.8). De plus, si l'une de ces conditions est v�eri��ee, alors la
repr�esentation int�egrale peut être �etendue �a tout l'ensemble J .
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Application �a la repr�esentation des op�erateurs 115

Les formules (5.2.7) et (5.2.8) montrent de plus que l'on a a priori un lien fort
entre le fait que �(h) soit born�e et celui que les coeÆcients de la repr�esentation le
soient ; on peut en fait montrer le r�esultat suivant

Proposition 5.2.4 (Proposition 2.8 de [Pt3]) Soit �(h) un op�erateur de se-
conde quanti�cation ; les propri�et�es suivantes sont alors �equivalentes :

1. �(h) appartient �a S 0,
2. �(h) appartient �a S,

3. h est de la forme k+M
 o�u k est un op�erateur de Hilbert-Schmidt etM
 est
un op�erateur de multiplication par une fonction essentiellement born�ee 
, et
h est de plus une contraction.

5.2.2 Repr�esentations int�egrales des op�erateurs de seconde

quanti�cation di��erentielle

Il est remarquable que notre preuve n'utilise en fait, de la repr�esentation int�egrale,
que son action sur le premier chaos ; si l'on remarque qu'un op�erateur de seconde
quanti�cation di��erentielle �(h) co��ncide sur le premier chaos avec l'op�erateur de
seconde quanti�cation correspondant �(h), on voit que notre preuve s'applique �a
l'identique au cas des op�erateurs de seconde quanti�cation di��erentielle. On obtient
ainsi le r�esultat suivant, qui �etend un r�esultat de Coquio dans [Co2] :

Th�eor�eme 5.2.5 (Th�eor�eme 3.1 de [Pt2]) Soit h un op�erateur born�e sur L2(R+) ;
on a alors �equivalence entre les propri�et�es suivantes :

1. �(h) et �(h�) admettent une repr�esentation en int�egrales stochastiques quan-
tiques sur le domaine E ,

2. �(h) et �(h�) admettent une repr�esentation en int�egrales stochastiques quan-
tiques sur l'espace �a nombre �ni de particules F ,

3. h est de la forme
h = k +M


o�u k est un op�erateur de Hilbert-Schmidt etM
 est un op�erateur de multipli-
cation par une fonction essentiellement born�ee 
.

Dans tous les cas, les coeÆcients de la repr�esentation sont donn�es par les expres-
sions (5.2.9) et (5.2.10) ci-dessous. De plus, si l'une de ces conditions est v�eri��ee,
alors la repr�esentation int�egrale peut être �etendue �a tout l'ensemble J .

Les coeÆcients de la repr�esentation int�egrale sont donn�es par8>>><
>>>:

H+
t E(�tu)=

R t
0
�(s; t)u(s) ds E(�tu)

H�
t E(�tu)=E(�tu) Æ

R t
0
�(t; s) d�s

HÆ
t E(�tu)= (
(t)� 1) E(�tu);

(5.2.9)
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116 Chapitre 5

et comme pr�ec�edemment on a des expressions plus g�en�erales qui nous permettent
d'�etendre la repr�esentation au-del�a de E :8>>><

>>>:
H+
t Pt= a�

�(:;t)
Pt

H�
t Pt= a+�(t;:)Pt

HÆ
t Pt= (
(t)� 1)Pt:

(5.2.10)

5.2.3 Le contre-exemple de Journ�e et Meyer

Remarquons d'abord que le contre-exemple de Journ�e et Meyer est un contre-
exemple �a la repr�esentabilit�e de �(h) et que l'on ne suppose rien de la repr�esentabilit�e
de �(h�). Cependant l'op�erateur h consid�er�e dans cet exemple v�eri�e h� = �h et l'on
peut adapter notre preuve pour montrer que si l'op�erateur h v�eri�e une telle relation
(ou plus g�en�eralement si h et h� sont proportionnels), alors �(h) est repr�esentable
en int�egrale stochastique quantique si et seulement si h est par ailleurs de la forme
k +M
 comme en 5.2.2.

Cependant on peut v�eri�er que h v�eri�e pour tous a; b de R+ que h1l[a;b](s) =
1
�
log s�a

s�b pour presque tout s. En particulier,
1
�
h1l[t;t+�] converge presque partout vers

s 7! 1
�

1
t�s , et cette fonction n'est pas de carr�e int�egrable, donc cette convergence

ne peut pas être vraie au sens L2. Cet op�erateur h est donc loin de v�eri�er les
conditions (C) : la fonction �t associ�ee est telle que

R t
0
�t(s) d�s ne d�e�nit pas un

�el�ement de �, donc l'�egalit�e

H�
t E(�tu) =

Z t

0

�t(s) d�s Æ E(�th �tu);

n'a de sens dans � pour aucun u de L2(R+).
C'est pourquoi une telle repr�esentation int�egrale de �(h) ne peut exister qu'en

un sens plus faible : la repr�esentation d�e�nie par Parthasarathy dans sa r�eponse �a
Journ�e et Meyer [Py1] est sans doute ce que l'on peut faire de mieux : H+

t E(�tu)
y est d�e�nie que pour des fonctions u suÆsamment r�eguli�eres mais H�

t n'est d�e�ni
que comme une distribution.

Remarquons que le contre-exemple de Journ�e et Meyer montre en fait que �(h)
n'est repr�esentable sur aucun espace L2 \ Lp(R+). Nous donnons dans la suite
une caract�erisation des op�erateurs qui ont une repr�esentation int�egrale sur un tel
sous-ensemble de E ; cependant cet exemple particulier est tellement pathologique
(le noyau associ�e n'est même pas de carr�e int�egrable en une variable) que cette
caract�erisation ne nous apprend rien de nouveau dans ce cas pr�ecis.

Remarquons par ailleurs que notre th�eor�eme o�re une foule d'exemples d'op�era-
teurs non repr�esentables : pour tout op�erateur h autoadjoint (ou même, nous l'avons
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Application �a la repr�esentation des op�erateurs 117

vu ci-dessus, pour lequel h et h� sont proportionnels) qui n'est pas de la forme k+Mf

comme pr�ec�edemment, l'op�erateur associ�e �(h) n'est pas repr�esentable sur E .

5.3 Extensions possibles de ces r�esultats

Dans cette section, nous donnons plusieurs extensions des r�esultats 5.2.3 et 5.2.5 ;
nous �etudions des crit�eres de repr�esentabilit�e sur des sous-ensembles de E , le cas
de la multiplicit�e in�nie, puis donnons des conditions suÆsantes permettant de
repr�esenter un op�erateur de seconde quanti�cation d'un op�erateur non born�e de
L2(R+).

5.3.1 Repr�esentabilit�e sur des sous-ensembles de E

Dans les Th�eor�emes 5.2.3 et 5.2.5, la caract�erisation de la repr�esentabilit�e qui
s'appuie sur les vecteurs exponentiels utilise sur une hypoth�ese tr�es forte : la repr�esen-
tabilit�e sur tout le domaine exponentiel. On peut souhaiter, pour des applications
pratiques, obtenir une caract�erisation de la repr�esentabilit�e des op�erateurs de se-
conde quanti�cation ou seconde quanti�cation di��erentielle sur des parties de l'en-
semble E . On peut facilement adapter les d�emonstrations pr�ec�edentes pour obte-
nir des conditions n�ecessaires �a la repr�esentabilit�e en int�egrale stochastique quan-
tique sur les exponentielles de fonctions appartenant �a un sous-espace A de L2(R+)
v�eri�ant certaines propri�et�es :

Proposition 5.3.1 Soit A un sous-espace vectoriel L2(R+) tel que
� l'espace A est stable par passage �a la valeur absolue
� l'espace A contient les indicatrices d'intervalles born�es de R+ .

Si �(h) et �(h�) sont repr�esentables en int�egrales stochastiques quantiques sur E(A)
alors les conditions (C) sont v�eri��ees, �a l'exception de la condition portant sur k�tk,
k�tk qui est remplac�ee par

t 7! k�tku(t); t 7! k�tk u(t) sont int�egrables pour toute fonction u de A:

La même conclusion est valable en partant de l'hypoth�ese que �(h) et �(h�) sont
repr�esentables sur E(A).

Le d�efaut de cette formulation des conditions n�ecessaires �a la repr�esentabilit�e
a un d�efaut �evident : on ne sait en g�en�eral pas traduire ces conditions de mani�ere
plus concise. Un autre d�efaut est plus grave : on ne sait pas si les noyaux obtenus �a
partir des fonctions �, � comme pr�ec�edemment sont suÆsamment int�egrables pour
d�e�nir un op�erateur sur A.

Dans le cas ou A est un espace de type L2 \ Lp pour p � 1, on peut esp�erer
obtenir une formulation plus claire. En e�et, il semble que toutes les �etapes de la
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118 Chapitre 5

preuve de 5.2.3 restent valables ; l'�etape cruciale montrant que t 7! k�tk, t 7! k�tk
sont de carr�e int�egrable semble être remplac�ee par un r�esultat \lisible" grâce au
lemme suivant, analogue de celui que nous avons utilis�e dans la preuve de 5.2.3 :

Lemme 5.3.2 soit p dans [1;+1[ et soit u une fonction mesurable telle que uv
est int�egrable pour toute fonction v de L2 \Lp(R+). Alors u appartient �a L2(R+)+
Lq(R+), o�u q 2]1;+1] est l'indice conjugu�e de p.

Il demeure en fait la même obstruction que dans le cas g�en�eral : on ne sait même pas,
si l'on d�e�nit une fonction � �a partir de � et � comme pr�ec�edemment, si l'int�egraleZ 1

0

�(s; t)u(s) ds

sera d�e�nie pour u dansL2 \ Lp(R+): En e�et, ce que le lemme 5.3.2 va nous per-
mettre de montrer est que

t 7!
�Z t

0

j�(s; t)j2 ds
�1=2

+
�Z t

0

j�(t; s)j2 ds
�1=2

est dans L2 \ Lp(R+) et pas

t 7!
�Z 1

0

j�(s; t)j2 ds
�1=2

comme on pourrait le croire. On ne pourra donc pas d�e�nir l'op�erateur de noyau �
sur E(L2 \ Lp(R+)).

On peut, en se restreignant au cas o�u p 2 [1; 2[, obtenir une caract�erisation de
la repr�esentabilit�e des op�erateurs �(h), �(h�) ; on peut obtenir dans certains cas
particuliers une caract�erisation de la repr�esentabilit�e des op�erateurs �(h), �(h�).

Fixons d'abord quelques notations et une d�e�nition : pour toute fonction �
d�e�nie sur R+ � R+ , on note ~� la fonction v�eri�ant

~�(s; t) = �(t; s);

et on d�e�nit une fonction k�k par

k�k (t) =
�Z 1

0

j�(s; t)j2 ds
�1=2

:

D�e�nition 5.3.3 Soit q un �el�ement de [1;+1[. Un (2; q)-noyau est une fonction
� sur R+ � R+ telle que pour tout t, les fonctions k�k et k~�k sont �nies presque
partout et appartiennent �a L2(R+) + Lq(R+).

On a alors le r�esultat suivant, analogue de 6.3.1 et 5.2.5 :
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Application �a la repr�esentation des op�erateurs 119

Th�eor�eme 5.3.4 Soit h un op�erateur born�e sur L2(R+) et soit p � 2. On d�e�nit
les propri�et�es suivantes :

1. �(h) et �(h�) ont une repr�esentation en int�egrale stochastique sur E(L2 \
Lp(R+)),

2. �(h) et �(h�) ont une repr�esentation en int�egrale stochastique sur E(L2 \
Lp(R+)),

3. il existe un (2; q)-noyau � et une fonction essentiellement born�eee 
 telle que

h = K� +M
 et h� = K~� +M


sur L2 \ Lp(R+).

Alors
� 1. ou 2. impliquent 3.
� 3. implique 2.
� 3. implique 1. si l'on fait les hypoth�eses suppl�ementaires suivantes :

3 0:

8>>>><
>>>>:

Z 1

0

����
Z s

0

�(r; s)u(r)dr

����
2

ds � C

Z 1

0

ju(r)j2 dr
et Z 1

0

����
Z s

0

�(s; r)u(r)dr

����
2

ds � C

Z 1

0

ju(r)j2 dr

pour une constante positive C et tout u dans L2 \ Lp(R+).
De plus, d�es que 3. (et 3'. dans le cas de �(h), �(h�)) sont v�eri��ees, les repr�esentations
sont valables sur le sous-espace J (L2 \ Lp) de J engendr�e par les vecteurs j(g; f)
avec f et g dans L2 \ Lp(R+).

Remarques
On peut �enoncer des conditions plus explicites sous lesquelles 1. et 2. sont

v�eri��es. Si par exemple h est positive alors les trois propri�et�es 1, 2, 3 sont �equivalentes ;
si jhj v�eri�e les conditions de 3. alors �(h), �(h�) sont repr�esentables en int�egrales
stochastiques quantiques sur E(L2\Lp(R+)). Nous pr�eciserons apr�es la d�emonstration
les modi�cations �a apporter �a celle-ci pour obtenir ces di��erentes assertions.

Ce th�eor�eme n'apparâ�t pas dans [Pt3] ; nous donnons donc ici sa d�emonstration.

Preuve du Th�eor�eme 5.3.4
Nous allons donner une preuve compl�ete dans le cas des op�erateurs �(h), �(h�),

c'est-�a-dire que nous d�emontrons que 1. implique 3, puis que 3. et 3'. impliquent �a
elles deux 1.
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120 Chapitre 5

Commen�cons par la preuve de l'implication 1. ) 3. ; on obtient comme dans le
cas du Th�eor�eme 5.2.3 les conditions suivantes sur h et h� :8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

pour presque tout t;

� �th1l[t;t+�]=� converge dans L
2(R+) vers une fonction �t quand �! 0;

� �th�1l[t;t+�]=� converge dans L2(R+) vers une fonction �t quand �! 0;

� 1
�

R t+�
t
h1l[t;t+�](s)ds converge vers un scalaire 
(t) quand �! 0;

les limites ont les propri�et�es suivantes :

� les fonctions t 7! k�tkL2(R+) ; t 7! k�tkL2(R+) appartiennent �a (L2 + Lq)(R+);

� la fonction t 7! 
(t) est essentiellement born�ee.

On d�e�nit comme dans le cas du Lemme 5.2.2 � �a partir de �, � :�
�(s; t) = �t(s) si s < t et
�(s; t) = �s(t) si s > t:

(5.3.1)

Consid�erons une suite (tn)n�0 d'�el�ements de R+ qui crô�t vers +1. La suite
�tnh �tn converge fortement vers h donc pour tout u 2 L2(R+), il existe une sous-
suite de (tn)n2N telle que �tnh �tnu converge presque partout vers u: En utilisant la
s�eparabilit�e de L2(R+), la continuit�e de h et un proc�ed�e diagonal, on obtient une
sous-suite de (tn)n�0 pour laquelle

pour presque tout s; pour tout u de L2(R+) ; �tnh �tnu(s)! hu(s):

On note encore (tn)n�0 cette sous-suite. On restreint toutes les fonctions �a un in-
tervalle born�e [0; tn] ; l'ensemble L

2 \ Lp est alors �egal �a l'ensemble L2 ; la preuve
du Lemme 5.2.2 adapt�ee �a ce cas montre alors que pour presque tout s, la formule
suivante est valable pour tout u de L2(R+) et tout n suÆsamment grand :

h �tnu(s) =

Z tn

0

�(r; s)u(r) dr + u(s)f(s):

Le membre de gauche converge vers hu(s), et le deuxi�eme terme du membre de
droite est �x�e ; l'int�egrale converge donc lorsque n tend vers l'in�ni et, avec un abus
de notation momentan�e, on a encore pour presque tout s, tout u :

hu(s) =

Z 1

0

�(r; s)u(r)dr + u(s)f(s): (5.3.2)

L'abus en question tient �a ce que l'int�egrale
R1
0
�(r; s)u(r)dr est pour l'instant une

int�egrale impropre . On peut cependant consid�erer, au lieu de u, la fonction v d�e�nie
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Application �a la repr�esentation des op�erateurs 121

par

v(r) =

(
u(r)� �(r;s)

j�(r;s)j si �(r; s) 6= 0

0 sinon.

Cela montre que r 7! j�(r; s)u(r)j est int�egrable et que l'int�egrale est en fait abso-
lument convergente. Par sym�etrie on obtient les propri�et�es de h� et r 7! �(s; r) ; on
a donc prouv�e que 1. implique 3.

La preuve que 3. avec la condition suppl�ementaire 3'. entrâ�ne 1. est semblable
�a l'une des �etapes de la preuve du Th�eor�eme 5.2.3 : grâce �a 3'., on peut d�e�nir
H+
t E(ut), H�

t E(ut) �a partir des formules (5.2.7) et on v�eri�e exactement comme
dans le cas du Th�eor�eme 5.2.3 que les int�egrales ainsi d�e�nies co��ncident avec �(h),
�(h�). L'extension au sous-ensemble J est obtenu comme pour 5.2.3.

Ceci conclut la preuve.

�

Remarques sur l'hypoth�ese suppl�ementaire 3'.
Soulignons d'abord le fait que l'on ne peut se passer d'ajouter l'hypoth�ese 3'.

En e�et, la majoration

Z 1

0

����
Z 1

0

�(r; s)u(r)dr

����
2

ds � khk2kuk2;

que l'on d�eduit de la forme de h, n'implique pas que

Z 1

0

����
Z s

0

�(r; s)u(r)dr

����
2

ds � khk2kuk2:

On a cependant cette implication si h est un op�erateur positif, ce qui prouve
l'une de nos remarques. Par ailleurs, si 3. est v�eri��ee pour jhj alors on d�ecompose
h sous la forme :

h = h+< � h�< + ih+= � ih�= ;
et chacun v�eri�e la condition 3. puisqu'il est born�e par jhj ; cependant, comme les
�egalit�es

�(h) = �(h+<)� �(h�<) + i�(h+=)� i�(h�=)
et

�(h�) = �(h+<)� �(h�<)� i�(h+=) + i�(h�=)

sont v�eri��ees sur J , chaque terme est repr�esentable et on a une �egalit�e du même
type pour les int�egrales. Il existe bien sûr d'autres cas particuliers dans lesquels on
peut adapter la preuve ci-dessus pour obtenir la repr�esentabilit�e de �(h) et �(h�).
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122 Chapitre 5

5.3.2 Le cas des espaces de Fock de multiplicit�e sup�erieure �a 1

Dans la section 4 de l'article [Pt3], nous donnons une extension des r�esultats
pr�ec�edents au cas des espaces de Fock de multiplicit�e sup�erieure �a un ; notons
que les op�erateurs de seconde quanti�cation sont d�e�nis dans les espaces de Fock
de multiplicit�e sup�erieure �a un suivant les expressions (5.2.1) et (5.2.2) comme
pr�ec�edemment, deux op�erateurs �(h) et �(h) �etant maintenant associ�es �a tout
op�erateur h sur L2(R+ ;K).

Avant d'�enoncer le th�eor�eme de caract�erisation, pr�ecisons les d�e�nitions sui-
vantes :

D�e�nition 5.3.5
� Un op�erateur de Hilbert-Schmidt sur L2(R+ ;K) est un op�erateur k tel qu'il
existe une famille (�i;j)i;j2� de fonctions dans L2(R+ � R+) telles queX

i;j2�

Z
R+�R+

j�i;j(s; t)j2 ds dt < +1

et que pour tout i dans �, presque tout s dans R+ ,

kf(s; i) =
X
j2�

Z 1

0

�i;j(r; s)f(r; j)dr:

� Un op�erateur de multiplication est un op�erateur M
 pour lequel il existe une
application s 7! �


i;j(s)
�
i;j2� dont les coeÆcients v�eri�ent que pour presque

tout s de R+ ,

k
k (s) =
 X

i;j2�

j
i;j(s)j2
!1=2

est �ni et

M
f(s; i) =
X
j2�


i;j(s)f(s; j):

Le th�eor�eme suivant condense les analogues en multiplicit�e sup�erieure �a un des
Th�eor�emes 5.2.3 et 5.2.5. Les expressions des int�egrandes sont donn�ees plus loin.

Th�eor�eme 5.3.6 (Th�eor�eme 4.2 de [Pt3]) Soit h un op�erateur born�e sur l'es-
pace L2(R+ ;K). Les propri�et�es suivantes sont �equivalentes :

1. �(h) et �(h�) sont repr�esentables en int�egrales stochastiques quantiques sur
l'ensemble E(L2(R+ ;K)) des vecteurs exponentiels

2. �(h) et �(h�) sont repr�esentables en int�egrales stochastiques quantiques sur
l'ensemble FK des vecteurs �a nombre �ni de particules

3. �(h) et �(h�) sont repr�esentables en int�egrales stochastiques quantiques sur
l'ensemble E(L2(R+ ;K)) des vecteurs exponentiels
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Application �a la repr�esentation des op�erateurs 123

4. �(h) et �(h�)sont repr�esentables en int�egrales stochastiques quantiques sur
l'ensemble FK des vecteurs �a nombre �ni de particules

5. h est de la forme

h = k +M


o�u k est un op�erateur de Hilbert-Schmidt et M
 est un op�erateur de multi-
plication par la matrice (
i;j)i;j2� tel que la fonction k
k est essentiellement
born�ee sur R+ .

Si par ailleurs l'une des conditions ci-dessus est v�eri��ee, alors on peut �etendre les
repr�esentations int�egrales �a tout JK.
La preuve consiste essentiellement �a appliquer les Th�eor�emes 5.2.3 et 5.2.5 �a chaque
\�el�ement de matrice" des op�erateurs consid�er�es et �a v�eri�er que les conditions de
sommabilit�e suivant i, j impos�ees par les repr�esentations int�egrales en multiplicit�e
sup�erieure impliquent les conditions sur 
 et k ou inversement.

Int�egrandes dans la repr�esentation int�egrale de �(h)

Les coeÆcients de la repr�esentation int�egrale de �(h) ont les expressions sui-
vantes sur E(L2(R+ ;K)) :

8>>>>>>><
>>>>>>>:

H0;i
t E(�tu) =

X
j2�

Z t

0

�i;j(s; t)u(s; j)ds E((h �tu)t)

Hj;0
t E(�tu) = E((h �tu)t) Æ

X
i2�

Z t

0

�i;j(t; s)d�
i
s

Hj;i
t E(�tu) = (
i;j(t)� 1) E((h �tu)t):

(5.3.3)

pour tous i, j dans � et ont la forme plus g�en�erale suivante sur JK et FK,
8>>>>>>><
>>>>>>>:

H0;i
t Pt = Pt�(h)Pt

X
j2�

Z t

0

�i;j(s; t)da
j;0
s

Hj;0
t Pt =

X
i2�

Z t

0

�i;j(t; s)da
0;i
s Pt�(h)Pt

Hj;i
t Pt = (
i;j(t)� 1)Pt�(h)Pt:

(5.3.4)

Int�egrandes dans la repr�esentation int�egrale de �(h)
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124 Chapitre 5

Les coeÆcients de la repr�esentation int�egrale de �(h) ont les expressions sui-
vantes sur E(L2(R+ ;K)) :8>>>>>>><

>>>>>>>:

H0;i
t E(�tu) =

X
j2�

Z t

0

�i;j(s; t)u(s; j)ds E(�tu)

Hj;0
t E(�tu) = E(�tu) Æ

X
i2�

Z t

0

�j;i(t; s)d�
i
s

H i;j
t E(�tu) = (
i;j(t)� 1) E(�tu):

(5.3.5)

pour tous i, j dans � et ont la forme plus g�en�erale suivante sur JK et FK,8>>>>>>><
>>>>>>>:

H0;i
t Pt =

X
j2�

Z t

0

�i;j(s; t)da
j;0
s Pt

Hj;0
t Pt =

X
i2�

Z t

0

�i;j(t; s)da
0;i
s Pt

Hj;i
t Pt = (
i;j(t)� 1) Pt:

(5.3.6)

5.3.3 Secondes quanti�cations d'op�erateurs non born�es

Dans cette section nous nous int�eressons rapidement au cas des op�erateurs de
seconde quanti�cation ou de seconde quanti�cation di��erentielle construits �a par-
tir d'op�erateurs non born�es ; la d�e�nition de tels op�erateurs se d�eduit de mani�ere
imm�ediate de celle que l'on a donn�ee dans le cas d'op�erateurs born�es. La diÆ-
cult�e dans ce cas tient au fait que, sans information pr�ecise sur la forme du do-
maine des op�erateurs h, h�, on ne peut obtenir de bonne condition n�ecessaire de
repr�esentabilit�e sur la forme de l'op�erateur h. Nous ne donnons donc que des condi-
tions suÆsantes tr�es g�en�erales pour que l'on puisse d�e�nir une int�egrale stochastique
quantique co��ncidant avec �(h) ou �(h) sur son domaine.

Ces conditions peuvent �evidemment servir dans le cas d'op�erateurs born�es si
par exemple on veut repr�esenter des op�erateurs �(h), �(h) sans hypoth�ese sur les
adjoints.

Proposition 5.3.7 (Proposition 5.1 de [Pt3]) Soit h un op�erateur sur L2(R+)
de domaine Domh et supposons qu'il existe deux fonctions � : R+ � R+ ! C et

 : R+ ! C telles que, pour tout u dans Domh, presque tout s dans R+ ,

hu(s) =

Z 1

0

�(r; s)u(r)dr + u(s)f(s):

Consid�erons les conditions suivantes :
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Application �a la repr�esentation des op�erateurs 125

1. t 7! R t
0
j�(s; t)j2 ds est int�egrable,

2. pour tout u de Domh, t 7! ju(t)j
qR t

0
j�(t; s)j2 ds et t 7! jf(t)� 1j ju(t)j

sont int�egrables,

3. pour tout u de Domh, k�t h �tuk est uniform�ement born�e en t,

alors
� Si les conditions 1. et 2. sont v�eri��ees, �(h) est repr�esentable en int�egrale
stochastique quantique sur J (Domh) et F(Domh)
� Si les conditions 1.,2. et 3. sont v�eri��ees, alors �(h) est repr�esentable en
int�egrale stochastique quantique sur J (Domh) et F(Domh).

Les expressions des coeÆcients des repr�esentations int�egrales sont donn�ees par
(5.2.8) et (5.2.10).

Les ensembles J (Domh) et F(Domh) repr�esentent respectivement le sous-espace
engendr�e par 
 et les j(g; f) avec g, f dans Domh et le sous-espace engendr�e par
les u1 Æ : : : Æ un pour u1; : : : ; un dans Domh.
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Chapitre 6

Approximations d'EDS quantiques

et cr�eation de bruits quantiques

Dans ce chapitre, nous d�ecrivons l'application du calcul stochastique quan-
tique �a la construction de dilatations unitaires d'�evolutions compl�etement posi-
tives. Nous �etudions ces questions en temps discret et appliquons nos techniques de
discr�etisation et de passage �a la limite pour d�ecrire le comportement asymptotique
des op�erateurs d'�evolution associ�es �a une interaction r�ep�et�ee.

Dans la section 6.1 nous rappelons les d�e�nitions et r�esultats dont nous aurons
besoin concernant les solutions d'�equations di��erentielles stochastiques quantiques
et la construction de dilatations unitaires.

Dans la section 6.2 nous �etablissons des r�esultats analogues dans le cas du
temps discret et mettons en place le mod�ele g�en�eral correspondant aux interactions
r�ep�et�ees.

Dans la section 6.3 nous �etablissons les r�esultats de convergence que nous ap-
pliquerons �a notre mod�ele physique ; ceux-ci s'expriment facilement dans le langage
des �equations di��erentielles. Nous les pr�esentons donc sous cette forme puis les tra-
duisons dans le langage qui permet de d�ecrire le comportement asymptotique dans
les interactions r�ep�et�ees.

En�n, dans la section 6.4, nous �etablissons les r�esultats associ�es de convergence
des semigroupes d'�evolutions associ�es - r�esultats qui sont bien plus simples mais bien
moins puissants que nos r�esultats pr�ec�edents - puis les r�esultats de convergence des
Hamiltoniens associ�es �a ces interactions.

La plus grande partie de ce chapitre correspond �a la publication [AP1] �ecrite
en collaboration avec St�ephane Attal. Depuis la r�edaction de cet article cependant
nous avons remarqu�e que nos preuves s'�etendaient sans aucune modi�cation (mais
parfois un peu de prudence) pour s'appliquer au cas o�u le \petit syst�eme" H0 est
de dimension in�nie et l'espace de Fock qui sert de r�eservoir est de multiplicit�e
quelconque. Nous donnons tous les �enonc�es ici avec ces hypoth�eses plus g�en�erales
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128 Chapitre 6

et soulignons �a l'occasion le fait que les d�emonstrations de [AP1] restent valables.

6.1 Dilatations d'�evolutions compl�etement posi-

tives et EDS quantiques

6.1.1 Evolutions compl�etement positives et th�eor�eme de

Lindblad

Dans les �enonc�es que nous donnons ici, nous ne cherchons �a donner ni des �enonc�es
complets ni des hypoth�eses minimales : le but de cette sous-section est de �xer le
cadre de travail de ce chapitre. Pour la motivation de l'�etude de ces questions, on
pourra consulter [Dav] ; pour les r�esultats les plus importants (en particulier 6.1.3,
qui n'existait pas �a la parution de ce dernier livre) on pourra se reporter �a [Py2].

Supposons que nous nous int�eressions �a un syst�eme physique dont l'espace d'�etat
est un espace de Hilbert H0 s�eparable, typiquement une particule qui a un certain
nombre de niveaux d'�energie ; on appellera petit syst�eme indi��eremment le syst�eme
physique ou l'espace d'�etat H0. On souhaite s'int�eresser dans ce chapitre �a des
�evolutions de ce syst�eme qui ne sont pas suppos�ees conservatives ; physiquement,
cela signi�e que ce syst�eme dissipe de l'�energie.

Nous choisissons de travailler exclusivement dans l'interpr�etation de Heisenberg ;
math�ematiquement, la non conservativit�e de l'�evolution signi�e que l'�evolution des
observables X 2 B(H0) du syst�eme n'est pas de la forme X 7! e�itHXeitH. On ne
peut cependant autoriser n'importe quels op�erateurs pour traduire cette �evolution.
Suivant que l'on consid�ere des �evolutions �a temps discret ou �a temps continu, notons
(tn)n�0 ou (Tt)t�0 les op�erateurs qui donnent la trajectoire d'une observable X 2
B(H0) du petit syst�eme :

Xn = tn(X)

ou

Xt = Tt(X):

Si l'on suppose que le syst�eme est stationnaire, il est naturel de consid�erer que ces
processus sont des semigroupes ; en outre, des arguments physiques (voir [Dav])
nous convainquent de faire l'hypoth�ese suppl�ementaire que chacun de ces op�erateurs
sur B(H0) a la propri�et�e d'être compl�etement positif. D�e�nissons cette notion de
compl�ete positivit�e :

D�e�nition 6.1.1 Soit T un op�erateur sur B(H0). Pour n 2 N
� on dit que T est

n-positif si l'application T (n) sur B(H0 
 C n) 'Mn

�B(H0)
�
d�e�nie par

T (n) (Xi;j)i;j=1;:::;n = (T (Xi;j))i;j=1;:::;n

te
l-0

00
04

05
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

22
 D

ec
 2

00
3



Approximations d'EDS quantiques et cr�eation de bruits quantiques 129

est positive. L'op�erateur T est dit compl�etement positif s'il est n-positif pour tout
n 2 N

� .

On a un premier th�eor�eme fondamental, dans lequel, comme dans la suite, il est
implicite que H0 est s�eparable.

Th�eor�eme 6.1.2 (Kraus) Soit ` un op�erateur sur B(H0), �-faiblement continu
et compl�etement positif. Il existe une suite d'op�erateurs born�es (Vi)i�0 sur H0 telle
que pour tout X de B(H0),

`(X) =
X
i�0

L�iXVi

o�u la s�erie est fortement convergente pour tout X.
Si H0 est de dimension �nie alors on a le même r�esultat avec un nombre �ni

d'op�erateurs V0; : : : ; VN .

Par ailleurs, on sait, si l'on s'autorise des conditions analytiques confortables,
caract�eriser enti�erement les semigroupes d'�evolution �a temps continu qui nous int�eres-
sent :

Th�eor�eme 6.1.3 (Gorini-Kossakowski-Sudarshan-Lindblad) Soit (Tt)t�0 un
semigroupe d'op�erateurs sur B(H0), �-faiblement continus, compl�etement positifs et
v�eri�ant Tt(Id) = Id pour tout t. On suppose que T0 = Id et que t 7! Tt est fortement
continu si l'on munit B(H0) de la norme d'op�erateurs.

Alors il existe un op�erateur autoadjoint born�e H et une suite d'op�erateurs born�es
(Li)i�0 de H0 tels que (Tt)t�0 se mette sous la forme

Tt = etL

avec

L(X) = i[H;X] +
X
i�0

1

2

�
2L�iXLi � L�iLiX �XL�iLi

�
o�u la s�erie est fortement convergente pour tout X.

Encore une fois, si H0 est de dimension �nie, le r�esultat est vrai avec un nombre
�ni d'op�erateurs L1; : : : ; LN .

On accepte de se restreindre aux �evolutions ayant les conditions de r�egularit�e
d�ecrites dans ces deux th�eor�emes. Une �evolution �a temps continu du type qui nous
int�eresse est donc enti�erement d�etermin�ee par l'�equation

dXt

dt
= L(Xt)

avec L de la même forme que dans le th�eor�eme ci-dessus. Une telle �equation est
appel�ee �equation mâ�tresse ; l'op�erateur L associ�e est appel�e Lindbladien. En temps
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130 Chapitre 6

discret le tableau se simpli�e puisque un semigroupe (tn)n�0 ayant toutes les pro-
pri�et�es que nous avons d�ecrites est forc�ement de la forme

tn = (t1)
n

o�u t1 est de la forme donn�ee dans le th�eor�eme de Kraus.
Une approche possible pour mod�eliser l'�evolution dissipative d'un petit syst�eme

est ainsi de se donner la forme du Lindbladien ou de l'op�erateur t1. Une autre
approche est de fermer le syst�eme, c'est �a dire de le coupler �a un \r�eservoir" H et
de voir l'�evolution sur H0 comme la \trace" sur H0 d'une �evolution unitaire sur
H0 
H. On d�etermine alors l'�evolution du syst�eme en se donnant un Hamiltonien
qui d�ecrit l'�evolution de l'ensemble du syst�eme.

D�e�nissons ce qu'est une dilatation d'un semigroupe d'�evolution. Pour cela,
supposons �x�e un vecteur de r�ef�erence 
 de H (lorsque nous prendrons H �egal �a
� ou T� ce sera �evidemment le vecteur vide), et notons E 0 l'op�erateur de trace
partielle qui �a un op�erateur X sur H0 
H associe un op�erateur sur H0 par

ha; E 0(X)bi = ha
 
; X b
 
i:

Alors on appellera dilatation sur H d'un semigroupe (Tt)t�0 d'op�erateurs de H0 la
donn�ee d'un processus (Ut)t�0 d'op�erateurs sur H0 
 H tels que pour tout t, tout
X de B(H0) on ait

Tt(X) = E 0(U
�
t (X 
 Id)Ut);

c'est-�a-dire que le diagramme suivant est commutatif pour tout t :

B(H0)
Tt�! B(H0)

:
Id # " E0
B(H0 
H) U�t :Ut�! B(H0 
H)

(6.1.1)

La d�e�nition de la dilatation d'une �evolution �a temps discret se d�eduit de mani�ere
imm�ediate de celle-ci.

6.1.2 Equations di��erentielles stochastiques quantiques

Un lien entre l'approche Lindbladienne et l'approche Hamiltonienne peut être
�etabli grâce au calcul stochastique quantique ; partant d'une �evolution d�e�nie par
un Lindbladien sur H0 on peut en e�et construire sur un espace de Fock des dilata-
tions de cette �evolution. Cette construction �etait l'objectif de l'article fondateur de
Hudson et Parthasarathy [H-P]. Notons au passage que l'espace H0 que nous appe-
lons petit syst�eme est appel�e de mani�ere plus classique en probabilit�es quantiques
espace initial.
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Approximations d'EDS quantiques et cr�eation de bruits quantiques 131

Ces dilatations sont caract�eris�ees par une �equation di��erentielle stochastique
quantique (EDS quantique ou encore EDSQ) associ�ee. Les r�esultats que nous allons
donner pr�esentent un int�erêt en ce qui concerne de telles �equations ind�ependamment
des questions de dilatations ; par ailleurs, ils s'exprimeront de mani�ere plus coh�erente
avec le reste de cette th�ese en termes d'�equations di��erentielles. Nous d�e�nissons
donc ce que nous entendons par une solution d'EDSQ ; on consid�ere un espace de
multiplicit�e K, espace de Hilbert s�eparable dont une base hilbertienne (ei)i2� est
�x�ee ; comme en 1.4 on suppose que l'indice 0 n'appartient pas �a �. Si l'on se donne
de plus une famille Li;j, i; j 2 � [ f0g d'op�erateurs (born�es) sur H0, on dit qu'un
processus d'op�erateurs (Ut)t�0 est solution de l'�equation

dUt =
X
i;j

Li;jUt da
i;j
t (6.1.2)

sur un domaine D si pour tout f de D, tout t de R+ , l'�equation

Ut f = U0 f +

Z t

0

X
i;j

Li;jUs da
i;j(s)

a un sens et est v�eri��ee.

Notons qu'ici est dans la suite nous notons Li;j et pas L�;� les op�erateurs
consid�er�es (de même pour les bruits), cela a�n de rester plus proche des notations
utilis�ees dans [AP1] o�u la multiplicit�e �nie rend naturels les indices i; j.

Le th�eor�eme suivant est une version tr�es simpli��ee d'un r�esultat d�emontr�e dans
[Py2], Proposition 27.5 ; il remplace, en multiplicit�e in�nie, le Th�eor�eme 8 de [AP1].

Th�eor�eme 6.1.4 Soit H0 un espace de Hilbert s�eparable, et soit (Li;j)i;j2�[f0g une
famille d'op�erateurs born�es telle que

X
i;j2�[f0g



Li;j

2 < +1:

Alors il existe un unique processus d'op�erateurs (Ut)t�0 qui est solution de l'�equation
(6.1.2) sur le domaine exponentiel.

Ceci montre en particulier que l'on a une solution d�es que H0 est de dimension �nie.

Le cas qui nous int�eressera plus particuli�erement est celui dans lequel la solution
de l'�equation (6.1.2) est constitu�ee d'op�erateurs unitaires. Ce cas est enti�erement
caract�eris�e en terme de la forme des op�erateurs Li;j par le Th�eor�eme 6.1.5 ci-dessous
(voir Corollaire 26.4 de [Py2]). Nous �enon�cons par ailleurs dans ce même th�eor�eme
le r�esultat de Hudson et Parthasarathy donnant des dilatations de toute �evolution
compl�etement positive.
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132 Chapitre 6

Th�eor�eme 6.1.5 ([H-P]) Soit H0 un espace de Hilbert s�eparable. S'il existe sur
H0 un op�erateur autoadjoint born�e H, des op�erateurs born�es Si;j, i; j 2 � tels que
la matrice (Si;j)i;j2� soit unitaire et des op�erateurs Li, i 2 � tels que pour tous
i; j 2 � [ f0g : 8>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

L0;0 = �(iH +
1

2

X
k

L�kLk)

Li;0 = Li

Li;0 = �
X
k

L�kS
k;j

Li;j = Si;j � ÆijI;

alors l'�equation (6.1.2) admet une solution (Ut)t�0 constitu�ee d'op�erateurs unitaires.
Dans ce cas on a pour tous a; b de H0,

ha
 
; Ut b
 
i = ha; et(iH+ 1
2

P
L�iLi) bi

et pour tout X de B(H0),

ha
 
; U�
t (X 
 Id)Ut b
 
i = ha; etLbi

o�u L est donn�e par le Th�eor�eme 6.1.3 o�u les Li, sont donn�es par les formules
ci-dessus.

Soulignons le fait que ces r�esultats assurent en particulier que toutes les s�eries
d'op�erateurs consid�er�ees sont fortement sommables.

Ce th�eor�eme d�e�nit donc une dilatation de l'�evolution Tt = etL sur un espace de
Fock �(K). Cela montre qu'une �evolution compl�etement positive peut être d�e�nie
suivant une troisi�eme approche : on peut se donner l'�equation

dUt =
X
i;j

Li;jUt da
i;j
t

que l'on voit comme une �equation de Schr�odinger perturb�ee par des termes al�eatoires
Li;jUt da

i;j(t) ; l'espace � est encore vu comme un r�eservoir ou un environnement
auquel est coupl�e le petit syst�eme H0. Une telle �equation consid�er�ee du point de
vue physique est appel�ee �equation de Langevin quantique. D'un point de vue plus
math�ematique et lorsque les coeÆcients Li;j v�eri�ent les conditions du Th�eor�eme
6.1.5 qui font de la solution un processus unitaire, l'�equation di��erentielle est appel�ee
�equation de Hudson-Parthasarathy.

La mod�elisation d'une �evolution par une �equation de Langevin a toujours �et�e
consid�er�ee comme un mod�ele pratique mais sans v�eritable sens physique ; les r�esultats
que nous allons �enoncer dans la suite montrent que l'on obtient rigoureusement une
telle description �a partir d'une �evolution Hamiltonienne.
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Approximations d'EDS quantiques et cr�eation de bruits quantiques 133

6.2 Dilatations en temps discret et interactions

r�ep�et�ees

6.2.1 Interactions r�ep�et�ees

Nous consid�erons toujours notre petit syst�eme H0, et supposons maintenant que
l'on veut faire interagir de mani�ere r�ep�et�ee ce petit syst�eme avec un autre syst�eme
h. On suppose que cette interaction se fait de mani�ere particuli�ere : on commence
par coupler les deux syst�emes pour un temps Æ pendant lequel ils interagissent
typiquement suivant une �evolution Hamiltonienne puis on les d�ecouple ensuite et
couple �a nouveau le même syst�eme H0 (modi��e par la premi�ere interaction) avec
une copie encore vierge de h, �a nouveau pour un temps Æ, et ainsi de suite.

Cela correspond �a de nombreuses situations : par exemple, �a l'excitation d'un
laser o�u l'on introduit �a des intervalles r�eguliers des photons identiques dans une
cavit�e (voir �a ce sujet [F-R]) ; �a des ph�enom�enes de mesures r�ep�et�ees o�u l'on applique
au petit syst�eme un instrument de mesure \rafrâ�chi" apr�es chaque utilisation. Plus
g�en�eralement cela peut correspondre �a toute situation si l'on suppose que les temps
caract�eristiques de H0 et de h sont suÆsamment di��erents pour que l'on consid�ere
que la perturbation sur h disparâ�t apr�es un temps tr�es faible ; cette remarque
prendra tout son sens lorsque l'on constatera qu'apparâ�t naturellement dans notre
mod�ele la limite de couplage faible.

Pour mod�eliser cette situation, on consid�ere l'espace

H0 
 h
 h
 : : :
et pour plus de clart�e on indexe en h1, h2; : : : les copies de h. Puisque l'on r�ep�ete le
même couplage, l'�evolution sur H0 
 h durant un intervalle de temps Æ est donn�ee
par un op�erateur L(Æ) sur H0
h ; lors de la premi�ere interaction L agit sur H0
h1,
lors de la deuxi�eme sur H0
h2, etc. On consid�ere donc des ampli�cations L1 , L2 ; : : :
de L, o�u chaque Li est d�e�ni sur le produit H0
 h1
 h2
 : : : comme L sur H0
 hi
et comme l'identit�e sur les autres facteurs hi.

L'�evolution globale est alors donn�ee par

un+1 = Ln+1un

o�u chaque un est un op�erateur sur H0 
 h
 : : :, et u0 = Id.
L'espace h
h
 : : : est un espace de Fock �a temps discret comme nous les avons

construits dans la section 1.4.2. Il faut prendre garde cependant que ce n'est pas
l'espace de Fock de multiplicit�e h (ce dernier serait le produit tensoriel des h� C ).
Nous consid�erons donc une base hilbertienne (e�)�2�[f0g de h qui est index�ee par
�[f0g, ce qui signi�e que nous particularisons une dimension de h. Nous reviendrons
l�a-dessus plus loin.
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134 Chapitre 6

Nous travaillerons dor�enavant sur l'espace H0
T�, �etant implicite que l'espace
de Fock consid�er�e est en fait l2(P�) comme dans la section 1.4.2. Nous consid�ererons
des op�erateurs L qui peuvent s'�ecrire comme une matrice

�
L
i;j
�
i;j2�[f0g �a coeÆcients

dans B(H0) grâce �a l'isomorphisme B(H0 
 h) ' B(H0)
 B(h).
Les id�ees d�evelopp�ees ici ont �et�e inspir�ees par [KM2].

6.2.2 Dilatations en temps discret

Nous allons montrer ici que, de même que l'on peut dilater une �evolution compl�e-
tement positive �a temps continu sur un espace de Fock �a temps continu, on peut
dilater une �evolution �a temps discret sur un espace de Fock �a temps discret.

Proposition 6.2.1 (Th�eor�eme 2 de [AP1]) Soit (`n)n�0 un semigroupe d'op�era-
teurs compl�etement positifs, �-faiblement continus, sur B(H0). Il existe alors une
matrice unitaire L =

�
Li;j
�
i;j�0 �a coeÆcients dans B(H0) telle que la solution de

l'�equation �
un+1 = Ln+1un
u0 = Id

(6.2.1)

sur H0 
 T� v�eri�e pour tout X de B(H0), tous a; b dans H0, tout n de N

ha; `n(X)bi = ha
 
; u�n(X 
 Id)un b
 
i:

La preuve pr�esent�ee dans [AP1] n'utilise en fait qu'un proc�ed�e de compl�etement
de famille orthonormale en base orthonormale, qui reste parfaitement licite lorsque
H0 est de dimension in�nie.

Puisque nous allons de toute fa�con consid�erer une r�ealisation de T� comme
sous-espace de � et qu'alors les vecteurs vide de l'un et de l'autre sont les mêmes,
nous pouvons adopter une notation unique pour l'op�erateur de trace partielle E 0 .
La proposition pr�ec�edente signi�e alors que, pour tout n

B(H0)
`n�! B(H0)

:
Id # " E0
B(H0 
 T�)

u�n:un�! B(H0 
 T�)

donne une dilatation de (`n)n�0 sur H0 
 T�.

Remarques
� L'�equation 6.2.1 ci-dessus peut s'interpr�eter comme une �equation aux di��eren-
ces

un+1 � un =
X

i;j2�[f0g

(Li;j + Æij Id) una
i;j
n
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Approximations d'EDS quantiques et cr�eation de bruits quantiques 135

en prenant � = N
� , �a la condition a priori �etrange de consid�erer que a0;0 n'est

plus l'identit�e mais l'op�erateur qui s'exprime par

a0;0
 = 


a0;0X� = 0 pour � 6= 0

avec les notations du chapitre 1. Cela est simplement dû au rôle particulier
que joue l'op�erateur a0;0 tel que nous l'avons d�e�ni : nous avons choisi les ai;j

comme d�ecrivant la base canonique de B(C �[f0g), �a l'exception de a0;0, qui est
l'identit�e.
� Notre choix d'utiliser des indices dans f0g[� n'est �evidemment pas innocent :
l'indice z�ero va jouer un rôle di��erent des autres. Physiquement il repr�esente
un �etat de r�ef�erence de l'ext�erieur, de sorte que, dans la matrice L, l'op�erateur
L0;0 correspond �a une �evolution propre du petit syst�eme, les Li;j , i; j 6= 0 �a
une �evolution propre du syst�eme h et les termes Li;0 ou L

0;j �a des termes
d'interaction.

6.3 R�esultats de convergence

Nous avons dit ci-dessus qu'une �equation d'�evolution du type (6.2.1)peut être
vue �a peu de choses pr�es comme une �equation stochastique quantique aux di��erences.
Dans l'article [AP1] toutes les preuves sont faites sans mentionner une telle in-
terpr�etation ; il semble naturel dans cette th�ese de pr�esenter nos r�esultats sous cette
forme, d'autant plus que les formes que nous pouvons ainsi en donner sont plus
puissantes que celles qui sont pr�esent�es dans l'article [AP1]. La di��erence tient en
ceci, que nous consid�erons dans la section 6.3.1 des perturbations des coeÆcients
de l'EDS qui d�ependent du temps, ce qui n'a pas de sens dans notre interpr�etation
physique.

6.3.1 Convergence de solutions d'�equations di��erentielles

stochastiques quantiques

Soit K un espace de multiplicit�e, de base hilbertienne (e�)�2� comme dans la
section 1.4 ; l'ensemble � est au plus d�enombrable et comme pr�ec�edemment nous
supposons qu'il ne contient pas l'indice z�ero.

Consid�erons une EDS du type (6.1.2) sur H0 
 �, que nous notons Ec pour la
dur�ee de cette sous-section :8><

>:
dUt =

X
i;j2�[f0g

Li;jUt da
i;j
t

U0 = Id:

(Ec)
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136 Chapitre 6

Nous serons toujours dans des cas o�u le Th�eor�eme 6.1.4 nous assure que cette
�equation a une solution.

Notons par ailleurs Ed l'�equation aux di��erences analogue8<
:

vn+1 � vn =
X

i;j2�[f0g
Æ�i;jLi;jvn a

i;j
n

v0 = Id

(Ed)

o�u

�i;j =
1

2
(Æi;0 + Æ0;j)

donne simplement la normalisation correspondant �a ai;j dans nos approximations
(�i;j vaut 1 pour i = j = 0, 1=2 si seul l'un des deux coeÆcients vaut z�ero, est nul
sinon).

Notons en�n Edp une version perturb�ee de cette �equation8<
:

un+1 � un =
X

i;j2�[f0g
h�i;j(Li;j + !i;jn )un a

i;j
n

u0 = Id;

(Edp)

que l'on suppose entrer encore dans le cadre du Th�eor�eme 6.1.4. Il est facile de
voir que les �equations (Ed) et (Edp) ont toujours une solution (un)n�0 en processus
pr�evisible d'op�erateurs born�es sur H0 
 T� : il suÆt pour cela de remarquer que
pour tout n,

P
i;j h

�i;jLi;jai;jn est un op�erateur born�e sur H0 
 T�fng. Par ailleurs,
une solution de (Ec) sur le domaine exponentiel est fournie par le Th�eor�eme 6.1.4.

On consid�ere comme dans les chapitres pr�ec�edents T� comme �etant un sous-
espace de � associ�e �a une subdivision S = f0 = t0 < t1 < : : :g de R+ . Nous
�enon�cons ce qui suit dans le cas o�u S est r�eguli�ere de pas Æ mais les mêmes r�esultats
sont vrais en rempla�cant partout Æ par le pas de la subdivision, [t=Æ] par \le plus
grand k tel que tk est inf�erieur �a t", etc. Nous avons alors le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 6.3.1 Consid�erons une �equation (Ec) avec
P

i;j
kLi;jk2 < +1 et sup-

posons que cette �equation admette une solution (Ut)t�0 faite d'op�erateurs born�es
tel que t 7! kUtk soit essentiellement born�ee sur tout compact de R+ . Alors si les
op�erateurs !i;jk v�eri�ent pour presque tout t de R+ ,

supkjtk�t
X

i;j2�[f0g



!i;jk 

2 tend vers z�ero lorsque Æ tend vers z�ero

alors, pour tous �;  de L1([0; t]), la solution (vn)n�0 de (Edp) v�eri�e

ha
 E(�); ESu[t=Æ]E S b
 E( )i Æ!0�! ha
 E(�); Ut b
 E( )i:
De plus, la convergence est uniforme pour a, b dans une boule born�ee de H0,

uniforme pour t dans un compact de R+ . En particulier, la solution (vn)n�0 de
(Ed) converge en ce sens vers (Ut)t�0.
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Les crochets [:] repr�esentent bien sûr la partie enti�ere.

D�emonstration.
La preuve de ce th�eor�eme est strictement �equivalente �a la preuve du Th�eor�eme

9 de [AP1] ; la seule di��erence r�eside dans le fait que dans [AP1], a0;0 n'est pas
l'identit�e. Pour anticiper sur la preuve que nous allons �ebaucher, cela implique que
les projections d'int�egrales par rapport au temps donnent des termes en ai;i pour
tout i et il s'agit de faire disparâ�tre au cours de la preuve ceux qui correspondent
�a i 6= 0, ce que l'on peut faire en les incorporant aux termes perturbatifs !i;i grâce
aux di��erences de normalisations. Notons par ailleurs que la preuve dans [AP1]
consid�ere des op�erateurs !i;j ind�ependants de k, mais cela ne fait aucune di��erence.

Notons par ailleurs que les d�e�nitions des op�erateurs ai;jk de [AP1] sont l�eg�erement
di��erentes des nôtres : notre ai;jk est le ai;jk+1 de [AP1].

La preuve se fait en plusieurs �etapes, que nous allons d�etailler ; les r�ef�erences
que nous donnons renvoient toutes �a [AP1]. Tout d'abord on consid�ere le proces-
sus (wn)n�0 donn�e par wn = ESUtnE S . On montre facilement (Lemme 11) que ce
processus tend vers (Ut)t�0 au sens de l'�enonc�e.

Nous en sommes donc ramen�es �a montrer la convergence vers z�ero de un � wn
et commen�cons par montrer celle de vn � wn. Nous utilisons alors nos r�esultats
d�ecrivant les projections d'int�egrales : le Th�eor�eme 7 de [AP1] est en fait une
combinaison de la Proposition 4.2.5 et du Lemme 4.3.1 de cette th�ese. Ces r�esultats
nous permettent d'obtenir une expression de vn � wn (�equation (6)) ; dans cette
expression apparaissent des termes de la forme ES (1=Æ)

R tk+1
tk

Us ds ES ou analogues.
On peut remplacer ces termes par des ESUtkES = wk �a un terme d'erreur pr�es que
l'on peut �evaluer.

Dans ces estimations comme dans d'autres il faut être plus prudent dans le cas
o�u l'on suppose l'espace de Fock de multiplicit�e in�nie, autrement dit dans le cas
o�u il y a une in�nit�e de couples (i; j).Dans le cas de [AP1] il suÆt d'avoir une

estimation pour chaque (i; j) ; dans notre cas c'est l'hypoth�ese
P

i;j
kLi;jk2 < +1

et les hypoth�eses du même type sur la convergence des Li;j qui nous permet de
conclure.

Nous obtenons ainsi la relation (7) :

��ha
 E(�); ES (vn � wn)E S b
 E( )i��
=
X
k<n

��ha
 E(~�)Fk(vk � wk)b
 E( ~ )i��+ o(1)

pour une certaine famille (explicite) d'op�erateurs Fk, o�u le terme en o(1) tend
vers z�ero avec Æ de mani�ere suÆsamment uniforme par rapport aux param�etres du
probl�eme. On observe alors que si les op�erateurs Li;j sont tous suppos�es contractifs,
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138 Chapitre 6

alors

supa;b�1
��ha
 e(~�n)(wn � vn)b
 e( ~ n)i��

� hC
X
k<n

supa;b�1
��ha
 e(~�k)(wk � vk)b
 e( ~ k)i��+ o(1):

De plus, nous pouvons, modulo un changement de constante C, faire cette hypoth�ese
de contractivit�e. Par un argument du type Gronwall discret, on arrive alors �a la
conclusion que

supa;b�1
���ha
 e(~�n)(wn � vn)b
 e( ~ n)i��� � �1 + CÆ

�n � o(1):
Puisque nÆ est born�e par t, on en conclut que wn�vn tend vers z�ero au sens d�esir�e.

On peut alors, en utilisant cette derni�ere estimation des termes wk � vk et les
hypoth�eses sur les op�erateurs perturbatifs !i;jk , obtenir une bonne estimation de
wn � un et appliquer �a nouveau un argument du type Gronwall.

�

Remarque
On voit imm�ediatement, en suivant la preuve du Th�eor�eme 9 de [AP1], que si

nous avions fait sur les fonctions �,  de L2(R+) l'hypoth�ese suppl�ementaire que

kE SE(�)� E(�)k ; kESE( )� E( )k

admettent une majoration de la forme c
p
Æ, alors nous aurions eu une estimation

de la vitesse de convergence en
p
Æ : plus pr�ecis�ement nous aurions obtenu que pour

tout T , presque tout t dans [0; T ] :��ha
 E(�); ESu[t=Æ]ES b
 E( )i � ha
 E(�); Ut b
 E( )i�� � kak kbk CpÆ
(6.3.1)

pour une certaine constante C qui, encore une fois, ne d�epend que des normes L2

et L1 de �,  , du coeÆcient c ci-dessus et des normes d'op�erateurs des Li;j et des
Ut.

La convergence obtenue peut être am�elior�ee dans le cas o�u l'�equation (Ec) est
une �equation Hudson-Parthasarathy, c'est-�a-dire que les coeÆcients Li;j sont du type
d�ecrit dans le Th�eor�eme 6.1.5, ceci grâce �a la proposition suivante, dont le premier
r�esultat r�epond �a une question qui sera naturelle dans l'interpr�etation physique :
quand sait-on que les solutions (un)n�0 sont constitu�ees d'op�erateurs inversibles ?

Proposition 6.3.2 Supposons que l'�equation (Ec) consid�er�ee soit du type Hudson-
Parthasarathy. Alors, avec les hypoth�eses sur les termes (!i;jk )i;j;k du Th�eor�eme
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Approximations d'EDS quantiques et cr�eation de bruits quantiques 139

6.3.1, la solution (un)n�0 d'une �equation (Edp) associ�ee est constitu�ee d'op�erateurs
inversibles.

Si de plus pour presque tout t, les perturbations (!i;jk ) v�eri�ent

(!)

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

supkjtk�t
X
i;j2�



!i;jk 

2 est d'ordre Æ2 pour tous i; j � 1;

supkjtk�t
X
i2�



!i;0k 

 est d'ordre Æ1=2

supkjtk�t
X
j2�



!0;j
k



 est d'ordre Æ1=2

supkjtk�t


!0;0

k



 tend vers z�ero avec Æ

alors le processus (un)n�0 admet une borne uniforme.

D�emonstration.
Ceci s'obtient simplement en �ecrivant l'�equation (Edp) sous forme matricielle : on
a un+1 = Lnun avec

(Ln)i;j = Æ�i;j(Li;j + !i;jn ) + Æi;jId + Æ Æ̂i;j(L
0;0 + !0;0);

o�u Æ̂i;j est le delta d'Evans qui vaut 1 si i = j sont di��erents de 0, qui vaut z�ero
sinon. Ceci est analogue �a la pr�esentation que nous avons faite dans la section 6.2.1,
�a ceci pr�es que les coeÆcients d�ependent maintenant du temps.

On calcule alors L
�
nLn � Id et LnL

�
n � Id ; grâce �a la forme particuli�ere des

coeÆcients Li;j, de nombreux termes s'annulent. Avec les hypoth�eses les plus faibles
de l'�enonc�e, on trouve que pour Æ assez petit, ces deux op�erateurs sont de norme
strictement inf�erieure �a 1 et ce pour tout n, de sorte que L�nLn et LnL

�
n , et donc

Ln , sont inversibles.
Avec les hypoth�eses suppl�ementaires, on obtient

kL�nLn � Ik � CÆ

pour une certaine constante C, de sorte que

kLnk �
p
1 + CÆ

et que la composition Ln : : : L1 est un op�erateur uniform�ement born�e en n.

�

Ceci permet d'obtenir le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 6.3.3 Supposons que l'�equation (Ec) soit du type Hudson-Parthasarathy.
Alors si les op�erateurs (!i;jk )i;j;k v�eri�ent les conditions (!), la solution (un)n�0 est
telle que pour presque tout t de R+ ,

u[t=Æ] tend faiblement vers Ut:

te
l-0

00
04

05
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

22
 D

ec
 2

00
3



140 Chapitre 6

D�emonstration.
Ceci se prouve �a partir du Th�eor�eme 6.3.1 ; la Proposition 6.3.2 permet d'appliquer
un argument du type \�=3".

�

6.3.2 Application aux probl�emes d'�evolution

Nous allons maintenant traduire les r�esultats �enonc�es ci-dessus en termes d'�evolu-
tions r�ep�et�ees mod�elis�ees par une �equation

un+1 = Ln+1un; (6.2.1)

o�u Ln est l'ampli�cation d�ecrite dans la section 6.2.1 d'une matrice L ind�ependante
de n mais d�ependant de Æ, que, contrairement au cas de la section 6.2, on ne suppose
pas unitaire. On a le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 6.3.4 (Th�eor�eme 9 de [AP1]) Supposons qu'il existe des op�erateurs

born�es Li;j, i; j 2 � [ f0g sur H0 tels que
P

i;j2�[f0g
kLi;jk2 < +1 et

lim
Æ!0

X
i;j2f0g[�





Li;j (Æ)� ÆijIÆ�ij
� Li;j






2

= 0:

Supposons que l'�equation8<
:

dUt =
X
i;j

Li;jUt da
i;j(t)

U0 = Id

admette une solution (Ut)t�0 en op�erateurs born�es telle que t 7! kUtk soit essentiel-
lement born�ee sur tout compact.

Alors pour presque tout t, pour tous �;  dans L1([0; t]), on a la convergence
suivante :

ha
 E(�); ESu[t=Æ]ES b
 E( )i Æ!0�! ha
 E(�)Ut b
 E( )i:

De plus, la convergence est uniforme pour a, b dans toute boule born�ee de H0,
uniforme pour tout t dans un compact de R+ .

Remarques
� C'est ici que l'on fait apparâ�tre la particularit�e de l'indice z�ero : on voit que la
normalisation dans les hypoth�eses de convergence des termes L0;0 di��ere des
normalisations de L0;j ou Li;0 , qui di��erent encore des normalisations de Li;j
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pour i; j 6= 0. On a dit que le coeÆcient L0;0 correspond �a l'�evolution du petit
syst�eme H0 lui-même, et que les Li;0 , L0;j correspondent �a l'interaction entre
le petit syst�eme et l'environnement : on voit donc que l'on a des conditions
de normalisation di��erentes sur le petit syst�eme et sur l'environnement.
� Les hypoth�eses de convergence du Th�eor�eme 6.3.4 peuvent sembler arti�-
cielles ; nous verrons apr�es le Th�eor�eme 6.4.1 ci-dessous qu'elles sont en fait
assez naturelles si l'on veut que la matrice L donne lieu �a des comportement
asymptotiques non triviaux.

Le Th�eor�eme 6.3.3 m�ene �a un r�esultat �equivalent dans ce cadre :

Th�eor�eme 6.3.5 (Th�eor�eme 13 de [AP1]) Supposons que la famille de matrices
L(Æ) soit de la forme

8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

L
0;0(Æ) = I � Æ(iH +

1

2

X
k

L�kLk) + Æ !0;0(Æ)

L
i;0(Æ) =

p
Æ Li + Æ!i;0(Æ)

L
0;j (Æ) = �

p
Æ
X
k

L�kS
k;j + Æ!0;j(Æ)

L
i;j (Æ) = I + Si;j � ÆijI + Æ!i;j(Æ)

o�u
� H est un op�erateur autoadjoint born�e,
� les op�erateurs Si;j, i; j 2 �, sont born�es et tels que la matrice (Si;j)i;j soit
unitaire et
� les op�erateurs Li, i 2 � sont born�es quelconques,

et o�u
P

i;j
k!i;j(Æ)k2 est uniform�ement born�e avec de plus k!0;0(Æ)k Æ!0�! 0.

Alors la solution (un)n�0 de (6.2.1) est faite d'op�erateurs born�es avec une borne
localement uniforme et pour presque tout t, u[t=Æ] tend faiblement vers Ut lorsque Æ
tend vers z�ero.

Remarque

Notons que les hypoth�eses de ce th�eor�eme sont en particulier v�eri��ees si l'on
suppose que les op�erateurs L(Æ) sont tous unitaires et que les coeÆcients Li;j (Æ)
v�eri�ent les conditions de convergence du Th�eor�eme 6.3.4.
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142 Chapitre 6

Exemple
Maassen consid�ere une �evolution �a temps discret donn�ee par la matrice

L(Æ) =

0
BB@
cos
p
Æ 0 0 � sin

p
Æ

0 1 0 0
0 0 1 0

sin
p
Æ 0 0 cos

p
Æ

1
CCA : (6.3.2)

Cette matrice est elle-même unitaire, de sorte que le Th�eor�eme 6.3.5 ne nous
apprend rien de plus que le Th�eor�eme 6.3.4. On sait ainsi que la suite d'op�erateurs
(un)n�0 associ�ee est telle que, pour presque tout t de R+ , u[t=Æ] converge faiblement
vers Ut lorsque Æ tend vers z�ero, o�u (Ut)t�0 est la solution de

dUt = �1
2
Ut dt+ V Ut da

0;1(t)� V �Ut da1;0(t)

avec V =

�
0 0
1 0

�
. Cette �evolution d�ecrit le retour spontan�e �a l'�etat fondamental

dans le mod�ele de Wigner-Weisskopf de l'atome �a deux niveaux �a la temp�erature
z�ero. Pour l'exploitation de cette �equation dans le but d'en tirer des informations
sur l'�evolution du r�eservoir on pourra consulter [M-R].

6.3.3 Evolution Hamiltonienne et limite de couplage faible

La dynamique que nous consid�erons est dict�ee par l'op�erateur L qui d�etermine
l'interaction entre le petit syst�eme H0 et une copie de l'espace h ; typiquement, un
Hamiltonien H est associ�e �a cette interaction, de sorte que L est alors de la forme
eiÆH .

Observons ce que cela signi�e sur l'exemple de Maassen cit�e ci-dessus : si l'on
essaie de mettre la matrice (6.3.2) sous la forme eiÆH , on voit qu'une solution en H
est

H =

0
BB@

0 0 0 �i=pÆ
0 0 0 0
0 0 0 0

i=
p
Æ 0 0 0

1
CCA : (6.3.3)

Cet Hamiltonien s'�ecrit encore H = � ip
Æ
a� 
 a+ + ip

Æ
a+ 
 a�.

Avec l'hypoth�ese minimale que ÆH tend vers z�ero en norme lorsque Æ tend vers
z�ero, la solution est unique, de sorte qu'il n'est pas possible d'avoir un Hamiltonien
ind�ependant de Æ et que H est la matrice ci-dessus.

De mani�ere plus g�en�erale, supposons que l'on consid�ere un quelconque op�erateur
L sur H0 
 C N+1 dont on suppose qu'il peut s'�ecrire eihH , o�u H est une matrice
sym�etrique (N + 1) � (N + 1) dont les coeÆcients sont des op�erateurs sur H0.
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Parmi les divers coeÆcients de H, on peut voir l'op�erateur H0;0 comme traduisant
l'�evolution propre du petit syst�eme, les coeÆcients qui apparaissent sur les \co-
lonnes" restantes, (H i;0)i=1;:::;N et sa transpos�ee, repr�esentant l'interaction entre le
petit syst�eme et son environnement ; l'interpr�etation du bloc (H i;j)i;j=1;:::;N comme
l'�evolution propre de l'environnement est moins naturelle en g�en�eral.

Pour que la matrice L associ�ee �a H donne une interaction non triviale �a la
limite (autrement dit, des coeÆcients Li;0, i = 1; : : : ; N non tous nuls), il est clair
que l'Hamiltonien doit d�ependre de Æ. Il semble de plus qu'il soit n�ecessaire que les
coeÆcients H i;0 soient d'ordre 1=

p
Æ et les coeÆcients H i;j d'ordre 1=Æ. Autrement

dit, un coeÆcient de couplage � semble apparâ�tre devant les termes d'interaction,
tel que �2Æ soit d'ordre un ; c'est la normalisation qui est utilis�ee dans la fameuse
limite de couplage faible, qui apparâ�t ici naturellement.

6.4 Convergence des Lindbladiens et Hamiltoniens

6.4.1 Evolutions associ�ees sur H0

Si l'on ne s'int�eresse qu'�a l'e�et de l'interaction sur le petit syst�eme H0, il est
beaucoup plus facile d'obtenir des r�esultats de convergence. Parthasarathy remarque
d�ej�a dans son livre qu'�a toute �evolution compl�etement positive Tt = etL on peut
associer une suite d'unitaires (un)n�0 sur H0 telle que l'�evolution n 7! E 0

�
u�n(X 


Id)un
�
associ�ee converge en norme d'op�erateur sur B(H0) vers Tt (voir Exercices

29.12 et 29.13 de [Py2]).
Rappelons d'abord que, de la même mani�ere que dans notre Proposition 6.2.1,

la solution (un)n�0 de �
un+1 = Lnun
u0 = Id

engendre la dynamique suivante : pour tout X 2 B(H0),

E 0

�
u�n(X 
 Id)un

�
= `n(X)

avec
`(X) =

X
i2�[f0g

L
i;0�X L

i;0 :

La facilit�e avec laquelle on prouve le r�esultat suivant contraste avec la preuve
de notre r�esultat 6.3.1 :

Th�eor�eme 6.4.1 (Th�eor�eme 14 de [AP1]) Soit L(Æ) =
�
Li;j (Æ)

�
i;j2�[f0g une

famille de matrices telles que X
i2�[f0g

L
i;0�

L
i;0(Æ) = I
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144 Chapitre 6

et que les coeÆcients convergent au sens suivant :
� (L0;0(Æ)� I)=Æ converge en norme d'op�erateur vers L0;0,

� Pi2�




Li;0(Æ)=pÆ � Li;0


2 tend vers z�ero .

Alors il existe un op�erateur autoadjoint H dans B(H0) tel que, pour tout t de
R+ ,

`[t=h] �! etL

en norme d'op�erateur, avec

L(X) = i[H;X] +
1

2

X
i2�[f0g

�
2Li;0�XLi;0 � Li;0�Li;0X �XLi;0�Li;0

�
:

D�emonstration.
La preuve est simple mais il est instructif d'observer d'o�u proviennent l'op�erateur
H et la di��erence de forme entre le Lindbladien L et l'op�erateur ` sous \forme de
Kraus".

On �ecrit un d�eveloppement limit�e au premier ordre de la relation

`(Id) = Id;

on obtient imm�ediatement par identi�cation des coeÆcients la relation

(L0;0� + L0;0) +
X

i2f0g[�

Li;0�Li;0 = 0

qui montre que

i
�
L0;0 +

1

2

X
i2f0g[�

Li;0�Li;0
�

est autoadjoint ; on le note donc H. Il suÆt ensuite de remarquer que le d�eveloppe-
ment limit�e de ` prend la forme suivante :

`(X) = X+h
�
i[H;X]+

1

2

X
i2�[f0g

�
2Li;0�XLi;0�Li;0�Li;0X�XLi;0�Li;0X��+o(hkXk);

ce qui permet de conclure.

�

Les calculs associ�es permettent par ailleurs de montrer que les conditions de
convergence qui apparaissent dans ce r�esultat ainsi que dans nos Th�eor�emes 6.3.4
et 6.3.5 ne sont pas que des hypoth�eses arti�ciellement choisies pour nous permettre
de conclure mais sont au contraire naturelles.

Commen�cons par une petite digression concernant la dynamique induite par
(un)n�0 sur H0. De même qu'en temps continu (voir le Th�eor�eme 6.1.5), la solution
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de l'�equation (6.2.1) a la propri�et�e que (E 0un)n�0 est un semigroupe (�n)n�0 ; on a
ainsi pour tout n

E 0(un) = �n1

avec
�1 = L

0;0 :

Si l'on fait l'hypoth�ese que pour presque tout t, �[t=Æ] converge en norme d'op�era-
teur lorsque Æ tend vers z�ero et que L0;0 est une fonction continue en z�ero de Æ,

alors la condition (L0;0(Æ)� Id)=Æ est impos�ee puisque
�
Id+ (L0;0(Æ)� Id)

�[1=Æ]
doit

converger. Alors la condition `(Id) = Id imposeX
i2�[f0g

L
i;0�

L
i;0(Æ) = �Æ(L0;0� + L0;0) + o(Æ);

de sorte que les ordres de grandeur des coeÆcients Li;0 sont impos�es ; les conditions
de convergence du Th�eor�eme 6.4.1 sont alors naturelles. Par la suite, si l'on impose
que les matrices L soient unitaires ou proches de l'unitarit�e, les autres conditions
de convergence deviennent naturelles.

Nous n'avons rien d�emontr�e qui implique les conditions de convergence que nous
utilisons dans nos r�esultats ; c'est simplement qu'aucun �enonc�e pr�ecis ne semble
avoir de v�eritable int�erêt. Il est toujours possible par exemple d'op�erer sur les coef-
�cients de L(Æ) des permutations d�ependant de Æ qui ne modi�eraient aucunement
la dynamique ; nous voulions simplement, par nos remarques, montrer que nos hy-
poth�eses sont plausibles dans un probl�eme bien pos�e.

6.4.2 Hamiltoniens associ�es �a la dynamique

On sait que la solution d'une �equation de Hudson-Parthasarathy poss�ede une
propri�et�e alg�ebrique qui permet de d�e�nir sur le syst�eme coupl�e un Hamiltonien
associ�e �a la dynamique. Nous allons voir qu'une �equation discr�ete qui approche
une �equation de Hudson-Parthasarathy poss�ede une propri�et�e �equivalente et qu'on
peut ainsi lui associer un Hamiltonien discret. Plutôt que de rappeler en d�etail le
cas continu, nous allons prouver les propri�et�es en temps discret et �enoncer leurs
analogues �a temps continu. Pour plus d'informations �a ce sujet on peut consulter
[Gre].

Nous ne consid�ererons plus que des �equations di��erentielles du type Hudson-
Parthasarathy. Nous supposons donc que les matrices L(Æ) v�eri�ent les condi-
tions du Th�eor�eme 6.3.5 et convergent vers une �equation (Ec) du type Hudson-
Parthasarathy. Nous rappelons (voir la Proposition 6.3.2) qu'alors, pour Æ assez
petit, la suite (un)n�0 solution de

un+1 = Lnun
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146 Chapitre 6

est constitu�ee d'op�erateurs inversibles de norme uniform�ement born�ee. Nous allons
prouver que ce processus est de surcrô�t un cocycle, c'est-�a-dire en fait qu'il v�eri�e
la propri�et�e �enonc�ee dans la Proposition 6.4.2 ci-dessous.

Pour parler de ces propri�et�es il nous faut �etendre notre cadre de travail. Nous
consid�erons notre espace de Fock T� comme un sous-espace de l'espace de Fock
T�Z construit de la même mani�ere en rempla�cant N par Z ; dans l'interpr�etation
de Guichardet nous identi�ons en fait l2(PN;�) au sous-espace des fonctions f de
l2(PZ;�) telles que f(A) = 0 si A 6� N � �.

On a alors la d�ecomposition tensorielle explicite comme au chapitre 1

T�Z' T�Z�� 
 T�N ;

avec des notations �evidentes, et en consid�erant l'espace initial :

H0 
 T�Z' T�Z�� 
 (H0 
 T�N);

ce qui nous permet d'ampli�er de mani�ere canonique tous les op�erateurs que nous
avons consid�er�es jusqu'ici �a H0 
 T�Z : soulignons que nous ne changeons rien �a
notre calcul stochastique mais faisons simplement vivre les op�erateurs d�e�nis jusqu'�a
maintenant - y compris les int�egrales - dans un espace plus gros.

Sur l2(Z), on note � l'op�erateur de translation �a gauche d�e�ni par

�f(n) = f(n+ 1):

C'est un op�erateur unitaire dont la seconde quanti�cation, encore not�ee �, est un
unitaire de T�Z que l'on ampli�e �a H0 
 T�Z. On voit alors facilement que cet
op�erateur v�eri�e

(��)n ai;j1 �n = ai;jn+1

pour tous i; j de 0 2 � et on en d�eduit la proposition suivante :

Proposition 6.4.2 On d�e�nit un nouveau processus (pn)n2Z par�
pn = �nun pour n positif et
pn = p�1�n pour n n�egatif.

Alors (pn)n2Z est un groupe �a un param�etre, de sorte que pour tout n,

�nun = (� L1)
n:

Remarque
La propri�et�e particuli�ere des solutions (Ut)t�0 d'�equations de Hudson-Parthasa-

rathy �a temps continu s'�enonce de la même mani�ere : on consid�ere la deuxi�eme
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quanti�cation (�t)t2R+ de l'op�erateur de translation �a gauche sur L2(R). Le proces-
sus (�tUt)t2R+ s'�etend comme ci-dessus aux temps n�egatifs et on a alors un groupe
�a un param�etre d'op�erateurs unitaires qui est de plus fortement continu (voir [Py2],
Th�eor�eme 27.8).

Le th�eor�eme de Stone lui associe ainsi un op�erateur H, appel�e l'Hamiltonien du
syst�eme, qui v�eri�e

�tUt = eitH

pour tout t. Puisque dans notre cadre discret

�nun = (I + (� L1 � I))n

pour tout n, il est naturel d'appeler � L1 � I l'Hamiltonien associ�e �a l'�evolution
un+1 = Lnun.

Il est alors naturel de se demander si l'Hamiltonien associ�e au syst�eme discret
converge vers son pendant �a temps continu. Le r�esultat suivant r�epond �a cette
question :

Proposition 6.4.3 Supposons que la matrice L(Æ) v�eri�e les conditions de conver-
gence du Th�eor�eme 6.3.5. Consid�erons alors deux vecteurs a; b dans H0 et deux
fonctions C1 �a support compact dans R. Si b
 E(�) est dans le domaine de l'Ha-
miltonien H, on a pour tout � dans ]0; 1

2
[,

ha
 E(�); 1
Æ�
ES
�
� L1)

[Æ(��1)] � Id
�
E S b
 E( )i Æ!0�! ha
 E(�); iH b
 E( )i

o�u l'on a une estimation de la di��erence des deux termes en sup(Æ�; Æ1=2��), qui est
uniforme pour a, b dans une boule born�ee de H0.

Remarque
La condition b
 E(�) 2 DomH �equivaut, d'apr�es Gregoratti, (voir [Gre]), aux

�egalit�es

�(0)
NX
j=1

Si;j� b = �(0) b+
NX
j=1

Si;j� Ljb 8i = 1; : : : ; N:

En particulier, il peut arriver qu'aucun tel a 
 E(�) n'appartienne au domaine de
H.

Ce r�esultat n'apparâ�t dans aucun article ; nous en donnons donc ici une preuve
compl�ete.
D�emonstration.
Nous allons prouver que, pour � et Æ assez petits,

ha
 E(�); 1
�
(ei�H � I) b
 E( )i � ha
 E(�); 1

�
ES
�
(� L1)

[�=Æ] � I� ES b
 E( )i
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148 Chapitre 6

admet une majoration de l'ordre
p
Æ=�, uniform�ement pour a, b dans un born�e de

H0. Le r�esultat s'en d�eduira alors en prenant � = Æ� et en utilisant le fait que
1
�
(ei�H � I) � iH est, en norme, de l'ordre de � sur le domaine de H. Remarquons

que le fait que �,  sont maintenant des fonctions sur R tout entier ne change rien
�a la validit�e des estimations pr�ec�edemment �etablies.

La r�egularit�e de � et  permet de montrer que

ha
 E(�); 1
�
b
 E( )i � ha
 E(�); 1

�
ES b
 E( )i

admet un majorant de la forme
p
Æ=�. Cette même r�egularit�e va nous permettre

d'utiliser l'estimation (6.3.1) faite apr�es la preuve de 6.3.1 pour �evaluer

ha
 E(�); 1
�
ei�H b
 E( )i � ha
 E(�); 1

�
E S (� L1)

[�=Æ]
ES b
 E( )i:

Rappelons que ei�H est �egal �a ��U� et que (� L1)
[�=Æ] est �egal �a �[�=Æ]u[�=Æ]. Il est

par ailleurs clair que l'on a la relation

E S �[�=Æ]E S = �[�=Æ]ÆE S

et la relation analogue pour ��, ��.
Par cons�equent, ce que nous voulons estimer est

1

�

�h��
� a
 E(�); ESU�ES b
 E( )i�h��

[�=Æ]Æ a
 E(�); ESu[�=Æ]ES b
 E( )i
�

�
���h(��

� ���
[�=Æ]Æ) a
 E(�);

1

�
ESu[�=Æ]E S b
 E( )i

���
+
���1
�
h��

� a
 E(�); ES (U� � u[�=Æ])ES b
 E( )i
���:

Dans le membre de droite, le premier terme admet un majorant de la forme
p
Æ=�.

Par ailleurs,
k��

��k2 = k�k2;
k��

��k1 = k�k1 ;

et
k(��

��)
0k1 = k�0k1 :

Puisque, dans l'estimation de

kESE(�)� E(�)k ; kE SE( )� E( )k
en c
p
Æ dont nous avons servons dans la remarque (6.3.1), le coeÆcient c ne d�epend

que des bornes sur les d�eriv�ees de �,  , cette remarque nous permet d'avoir une
estimation du second terme du membre de droite en

p
Æ=� avec une constante

ind�ependante de �.

�

Ceci conclut cette th�ese. Nunc est bibendum.
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Annexe A

Repr�esentations int�egrales et

nucl�eaires des op�erateurs sur

l'espace de Fock �a temps discret
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Kernel and integral representations of operators on

in�nite dimensional toy Fock spaces

Yan Pautrat

Institut Fourier,
UMR 5582,
BP 74,

38402 Saint-Martin d'H�eres Cedex, France

Abstract

We study conditions for the existence of a Maassen kernel representation for

operators on in�nite dimensional toy Fock spaces. When applied to the toy Fock

space of discrete quantum stochastic calculus, this condition gives a criterium

for the existence of a representation as a quantum stochastic integral, as well as

explicit formulas for deriving the coeÆcients of this representation. 1

Introduction

The representation of operators on Fock space over L2(R+) or L
2(Rd+) as Maassen-

Meyer kernel operators { that is, as series of iterated integrals of scalars with respect
to quantum noises { is of particular interest. Indeed, this type of representation has
been heavily studied because of the natural arising of kernel operators as solutions of
quantum stochastic di�erential equations (see [Maa], [Mey]); what's more, the com-
position of kernel operators is a kernel operator which can be explicitly computed.
Nevertheless, there is no satisfying criterium for representability of an operator, as
existing results are scarce (see [At1], [B-L]).

The purpose of this article is to give very general representability criteria in the
simpler case of in�nite dimensional toy Fock space, that is, antisymmetric Fock space
over l2(N) or l2(Nd). The search for such results was motivated by Attal's rigorous

1Keywords: quantum probability, Fock spaces, toy Fock space, Maassen-Meyer representation

AMS classi�cation: 81S25
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160 Kernel and integral representations on T�

method to approximate boson Fock space over L2(R+) (which we denote by �) by
its \discrete-time" counterpart: in�nite dimensional toy Fock space T� (see [At2]).
Since the approximation method is explicit, �nding criteria for the representability of
operators on T� could lead to representations as kernel operators (and, as we shall see
later, as quantum stochastic integrals) of approximations of operators on �.

What's more, the toy Fock space T� conspicuously has interesting features regarding
representability as kernel operators: indeed it is straightforward to see that the von
Neumann subalgebra of B(T�) (the set of bounded operators on T�) generated by all
fundamental operators a+i , a

�
i aÆi , i � 0, is B(T�) itself. This leads to some kind of

kernel representability result for bounded operators of T�. Another simple approach,
presented in section two, gives a more precise result on the representation of a bounded
operator; yet this result is still unsatisfactory both in its range of application (the
operators considered in physical practice are rarely bounded) and in the underlying
meaning given to a kernel representation. In this paper we discuss a more satisfying
de�nition of such a representation. We then search equivalent formulations of that
de�nition; we will see that, with minor domain assumptions, these formulations lead
to explicit formulas for the coeÆcients involved in the kernel and yield a very general
suÆcient condition for the existence of a kernel representation. The proofs use discrete-
time analogues of continuous-time methods developed by Lindsay in [Lin] ; we point
out along the way a mistake contained in one of the propositions of that paper, give
a counterexample and make a tentative correction. Later on we apply our results on
kernel representations to obtain criteria and formulas for representations of operators
as quantum stochastic integrals.

This paper is organized as follows: in section one we give all the needed notations.
In section two we ful�ll the above described program on kernel representations. In
section three we apply our kernel representation theorems to the study of quantum
stochastic integral representations.

1 Notations

In the purpose of generalizing our representability theorems to criteria that apply in
any antisymmetric Fock space over in�nite countable Hilbert spaces, we introduce all
notations in a general framework. Let us denote by A an arbitrary in�nite countable
set, and by P the set of all �nite subsets of A. The space we will work on, through-
out this paper, is the antisymmetric Fock space over l2(A), which, by Guichardet's
interpretation, can be seen as l2(P), that is, the space of all maps f : P 7! C , such
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Yan Pautrat 161

that X
M2P

jf(M)j2 < +1:

The most familiar case is A = N , where l2(P) is the in�nite dimensional toy Fock space.
Let us denote by XA the indicator function of A 2 P; the set of all XA's constitutes

a (hilbertian) basis of l2(P). This particular basis being �xed, one de�nes for all B 2 P
three operators by

a+BXA =

�
XA[B if B \ A = ;
0 otherwise,

a�BXA =

�
XAnB if B � A

0 otherwise,

aÆBXA =

�
XA if B � A

0 otherwise.

Those operators are called respectively the creation, annihilation and conservation
operators. From now on, for two subsets A; B of A, we write

� A+B for A [ B if A \ B = ; and

� A� B for A nB if B � A,

using the convention that any quantity in which A + B (respectively A� B) appears
as a variable or as an index is null if A \ B 6= ; (respectively B 6� A). We will write
for example

a+BXA = XA+B;

a�BXA = XA�B:

Practically this will turn out to be a short notation to restrict the range of summation
of sums in which the variables are elements of P.

Let us write the general expression of the action of an operator a+Aa
Æ
Ba

�
C on a vector

f of l2(A). First, if A, B, C are not mutually disjoint then a+Aa
Æ
Ba

�
C is null; otherwise

for all M in P,
a+Aa

Æ
Ba

�
C f(M) = f(M + C � A) (1)

if B �M , and zero otherwise.

Remark that we have not included here a precise de�nition of what we will call a
kernel representation. We postpone this and the preparative discussion to the next
section.
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162 Kernel and integral representations on T�

2 Kernel representation theorems on l
2(P)

Let us describe a tentative approach to representations of bounded operators; to that
end let us restrict our framework to the (ordered) case where A = N , and denote by
pi the orthogonal projection on the subset l2(Pi), where Pi is the set of subsets of
f0; � � � ; i�1g. In that case, for any bounded operator K on l2(P), piKpi is an operator
on l2(Pi), and the sequence (piKpi)i�0 converges strongly to K. It is known from the
case of �nite dimensional toy Fock spaces that every one of these piKpi coincides with
a kernel operator pi

P
A;B;C<i ki(A;B;C)a

+
Aa

Æ
Ba

�
Cpi. It is easy to see that the ki's are

compatible in the sense that there exists a kernel k : P3 7! C which extends all kernels
ki. This k is such that for any vector f 2 l2(P), any M 2 P,

(Kf)(M) = lim
i!1

X
U+V+W=M

X
N2Pi

k(U; V;N)f(V +W +N); (2)

so that, in some sense, the function k satis�es an analogue of the formula which de�nes
kernel operators in continuous time (see [Mey], [Maa]). Nevertheless, let us discuss
what we want a kernel representation to be. Heuristically, such a representation should
be a series

P
(A;B;C)2P3 k(A;B;C)a+Aa

Æ
Ba

�
C , the meaning of the sum being taken in a

weak sense: we expect that, for every f in some domain, the formal computationP
A;B;C k(A;B;C)a

+
Aa

Æ
Ba

�
C

P
N f(N)XN , gives the right result at every M in P, that

is, that the equality

(Kf)(M) =
X

U+V+W=M

X
N2P

k(U; V;N)f(V +W +N); (3)

holds for every N in P. It is a sensible demand, both from a pragmatic point of view
and from an intuitive one (the sums

P
A;B;C and

P
N above should be independent

of the order of summation, so the �nal one also should) that this series be absolutely
convergent. In equation (2) the series a priori lacks that property. It is therefore
natural to look for conditions upon which that property holds.

Coming back to the general case (where A is any in�nite countable set), we will
solve this problem and obtain further representation theorems. The strategy of our
proof will be completely di�erent from the above; our basic tools will be the following:

� the transform k 7! k0 similar to the one de�ned by Lindsay (see [Lin]) in the
regular Fock space; we give its de�nition below.

� The additional feature, speci�c to the case of discrete-time, of equivalence of
two variables and three variables representation. This feature is the simple fact
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Yan Pautrat 163

that, since any aÆB is a+Ba
�
B, one should (and does, as Proposition 1 will prove)

obtain equivalent actions for the formal series
P

(A;B;C)2P3 k(A;B;C)a+Aa
Æ
Ba

�
C andP

(A;B)2P2 k(A;B)a+Aa
�
B if we use the correspondence

k(A;B) = k(A nB;A \ B;B n A) and k(A;B;C) = k(A [ B;B [ C): (4)

De�nition 1 For a function k : P3 7! C , let us de�ne k0 : P3 7! C as

k0(A;B;C) =
X
V�B

k(A; V; C);

and for a function k : P2 7! C , let us de�ne k0 : P2 7! C as

k0(A;B) =
X

V�A\B

k ((A nB) [ V; (B n A) [ V )

Remark : for subsets A;B;C which are not mutually disjoint, the operator a+Aa
Æ
Ba

�
C

is null; therefore, when considering kernels with three arguments, the function k needs
only to be de�ned on mutually disjoint triples for our purpose, and similarly for k0.

Properties of the transform

� The correspondence k 7! k0 is bijective for three-arguments and two-arguments
thanks to the M�bius inversion formula which yields

k(A;B;C) =
X
V�B

(�1)jB�V jk0(A; V; C) (5)

and
k(A;B) =

X
V�A\B

(�1)jA\B�V jk0((A nB) [ V; (B n A) [ V ): (6)

� The correspondence de�ned by (4) is bijective between the set of functions de�ned
on the subset of P3 of mutually disjoint triples of P and the set of functions on
P2.

� If we add for a few lines indices and denote kernels by k2, k
0
2, k3, k

0
3, depending

on the number of variables, the following graph is commutative:

k2  ! k3
l l
k02  ! k03

;

where arrows are either the correspondence in (4) or the transformation in De�ni-
tion 1. That means in particular that notations like k02, k

0
3 would be unambiguous.
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164 Kernel and integral representations on T�

� Our choice for the transform k 7! k0 extends the equalities in (4) to the functions
k0:

for mutually disjoint (A;B;C) 2 P3; k0(A;B;C) = k0(A [B;B [ C):

Because of these properties we will not distinguish anymore notations between k2
and k3, nor between k02 and k

0
3.

The following proposition contains the �rst properties that link the four di�erent
forms of a kernel.

Proposition 1 Let f be a �xed vector in l2(A). Let us de�ne the four assumptions:

� for all mutually disjoint U; V;W in P

X
N2P

jk(U; V;N)f(V +W +N)j < +1 (7)

� for all disjoint U; V in P

X
N2P

jk(U;N)f(V +N)j < +1 (8)

� for all disjoint U; V in P

X
N2P

jk0(U; V;N)f(V +N)j < +1 (9)

� for all U in P X
N2P

jk0(U;N)f(N)j < +1: (10)

Then the conditions on two-arguments kernels are equivalent to their three-arguments
counterparts, that is, (7) and (8) are equivalent, (9) and (10) are equivalent. What's
more, the conditions on the kernels imply the conditions on their transforms, that is,
(7), (8) imply (9), (10).
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Yan Pautrat 165

Besides, if all conditions are satis�ed, then the following are de�ned and equal for
all M 2 P: X

U+V+W=M

X
N

k(U; V;N)f(V +W +N) (11)

X
U+V=M

X
N

k0(U; V;N)f(V +N) (12)

X
U+V=M

X
N

k(U;N)f(V +N) (13)

X
N

k0(M;N)f(N) (14)

Proof.

Let us start with the proof that (7) implies (8): �rst �x U0; V0;X
N

jk(U0; N)f(V0 +N)j =
X
N

jk(U0 nN;U0 \N;N n U0)f(V0 + U0 \N +N n U0)j

�
X

U+V=U0

X
N

jk(U; V;N n U0)f(V + V0 +N n U0)j

� 2jU0j
X

U+V=U0

X
Ndisjoint from U;V

jk(U; V;N)f(V + V0 +N)j

� 2jU0j
X

U+V=U0

X
N

jk(U; V;N)f(V + V0 +N)j

< +1

where the 2jU0j arises because any N can be written as at most 2jU0j di�erent \N nU0".

Now prove that (8) implies (7):X
N

jk(U; V;N)f(V +W +N)j =
X
N

jk(U + V;N + V )f(W + (N + V ))j

=
X
N�V

jk(U + V;N)f(W +N)j

< +1:

The equivalence of (9) and (10) is shown exactly in the same way.
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166 Kernel and integral representations on T�

To show that the above conditions on k imply those on the transform k0, we prove that
(7) implies (9):X

N

jk0(U; V;N)f(V +N)j �
X
N

X
��V

jk(U; �;N)f(�+ (V n �) +N)j

and the right-hand side is just a �nite sum of series of the type (7) with (U; V;W ) =
(U; �; V n �).

The equalities are trivial once the summability assumptions allow one to perform
all manipulations on the sums.

�

Remark : it is not true in general that the conditions on k0 imply their counterpart
on k. Here is a counterexample: let k be of the form

k(U; V;W ) = (�1)jV jj(U;W )

for some function j of two disjoint �nite subsets of N , which is not to be confused with
the kernel k expressed as function of two variables.

Then k0(U; V;W ) = 1lV=; j(U;W ) and (9) simply becomes

for all U 2 P;
X
N

jj(U;N)f(N)j < +1; (15)

whereas (7) is

for all (U; V ) 2 P2;
X
N

jj(U;N)f(V +N)j < +1: (16)

Now if one considers

� a function j such that j(U;W ) = 0 if the cardinal of W is di�erent from 1,

� a vector f null on sets of cardinality one,

then (15) is trivial while (16) becomes

for all (U; V ) 2 P2;
X
n�0

jj(U; fng)f(V + fng)j < +1: (17)

and still implies a condition on the values of j and f , so that many counterexamples
exist.

The same type of counterexamples holds in continuous time for the equivalence
described by Lindsay ([Lin]). The next theorem describes a class of vectors for which
the equivalence of (7), (8), (9), (10) holds; once again this class translates in continuous
time to a class of vectors for which the equivalence described by Lindsay holds.
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Yan Pautrat 167

Theorem 1 Let f be a vector in l2(P) for which there exists a function � : A 7! R+

such that
for all (A;B) 2 P2; jf(A+B)j � jf(A)j

Y
i2B

�(i):

Then assumptions (7), (8), (9), (10) are equivalent for that f .

Proof.

What is left to prove is that (9) implies (7). Using the particular hypothesis on f , one
has for all U; V;W ,X

N

jk(U; V;N)f(V +W +N)j �
Y
i2W

�(i)
X

Ndisjoint from V;W

jk(U; V;N)f(V +N)j

�
Y
i2W

�(i)
X
N

jk(U; V;N)f(V +N)j

so we can reduce the proof to the case where W = ;. But in that case, using the
inverse M�bius transform,X

N

jk(U; V;N)f(V +N)j �
X
��V

X
N

jk0(U; �;N)f(V +N)j

�
X
��V

X
N

jk0(U; �;N)f(�+N)j
Y
i2V n�

�(i)

< +1:

�

De�nition 2 The vectors which satisfy the property mentioned in the previous theorem
are called subexponential. The set of all subexponential vectors, which we denote by sE,
contains all exponential vectors, as well as all vectors XA, A 2 P.

The set sE is not a vector space; nevertheless, it has the properties that, if f , g are in
sE and �, � are in C , then j�j jf j+ j�j jgj is in sE .

Let us give a precise de�nition, following our earlier discussion, of what we call a
kernel operator:

De�nition 3 A (possibly unbounded) operator K on l2(P) is said to have a kernel
representation if there exists a function k such that:

� DomK is exactly the set of f 2 l2(P) that satisfy one of the conditions (7) or
(8),
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168 Kernel and integral representations on T�

� the equalities in (11), (12),(13) or (14) de�ne a square integrable function of M ,

� Kf(M) is equal to the corresponding expression for all M 2 P.

Now, up to an additional simple assumption, the kernel decomposition takes a
clear meaning: suppose that an operator K has such a representation and that the
basis fXAg is in DomK, then writing

P
N k

0(M;N)1lA(N) = (KXA)(M) yields the
fundamental formula

hXM ; KXAi = k0(M;A): (18)

Thanks to this formula, (10) becomes

8M;
X
N

jhXM ; KXNi f(N)j < +1;

and the other two assumptions (square-integrability and equality of expressions) simply
mean that one can write rigourously

8M hXM ; K
X
N

f(N)XN i =
X
N

hXM ; KXNi f(N):

What this means indeed is that kernel representations are just another way to
write the above expansion. Of course there are conditions for this expansion to be
meaningful and conditions for the obtained representation to actually represent the
original operator. We discuss these conditions after the following proposition:

Proposition 2 Let K be an operator with domain such that

fXA; A 2 Pg � DomK � sE :

Then K can be extended to a kernel operator if and only if for every f 2 DomK and
every M in P, ( P

N jhXM ; KXNi f(N)j < +1 andP
N hXM ; KXNi f(N) = Kf(M):

In that case, the associated kernel is given by

k0(A;B) = hXA; KXBi :

Proof.

Thanks to Proposition 1, Theorem 1 and formula (18), this is a simple rephrasing of
our de�nition.

�
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Yan Pautrat 169

It is clear that, if the domain of the operator K is not contained in the subexpo-
nential subset, then the obtained kernel operator can be such that fXAg ( Dom Kk

and fXAg = Dom K \Dom Kk.

It is also clear that, even if

X
N

��� hXM ; KXNi f(N)
��� < +1

and
X
M

���X
N

hXM ; KXNi f(N)
���2 < +1;

for any f inDomK, so that the associated kernel operatorKk is well de�ned onDomK

and coincides with K on fXA; A 2 Pg, one needs a kind of closability assumption to
make sure that the kernel operator is indeed an extension of K: this assumption is
exactly the condition X

N

hXM ; KXNi f(N) = Kf(M): (19)

It does not seem that a more concise formulation can be found: the usual closability
property would be that if a sequence (un)n�0 converges to zero and is such that the
sequence of images (Kun)n�0 is convergent, then its limit is zero.

The assumption (19) is weaker than closability in the sense that it only consid-
ers approximating sequences (un)n�0 made of partial sums of

P
N f(N)XN , but also

stronger than closability in the sense that convergence to zero of (un)n�0 with the weak
convergence assumption on the images that hXM ; Kuni converges for allM and de�nes
a square-integrable function of M must imply that that limit is zero.

On the other hand, it is clear that these properties are satis�ed if one assumes that
K has an adjoint de�ned on all vectors XM , M in P. Indeed in that case, we have the
following result; note that no assumption of the type DomK � sE is needed; actually
the proof of this theorem proves the stronger summability assumptions on the kernels
k themselves and not on the transforms k0.

Theorem 2 Let K be an operator on l2(P) such that the set of all XA is in DomK \
DomK�. Then the kernel operator de�ned by (18) is a closed extension of K.

Proof.

Let us de�ne the kernel k by (18). We will show that assumption (7) holds for any
vector f of l2(P). Indeed, let us �x U; V;W ; then from the M�bius inversion formula,
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170 Kernel and integral representations on T�

one has for all N disjoint from U; V;W :

jk(U; V;N)j �
X
��V

jk0(U + �;N + �)j

�
X
��V

jhXU+�; KXN+�ij

�
X
��V

jhK�XU+�; XN+�ij ;

which is a �nite sum of square-summable terms. Besides, N 7! f(V +W +N) is also
square-summable, and therefore

P
N jk(U; V;N)f(V +W +N)j is �nite.

The condition on f appears in the sequel: the domain of the kernel operator Kkf

is the set of vectors f in T� such that

Kkf(M) =
X
N

hXM ; KXNi f(N)

de�nes a function belonging to l2(P). That quantity is equal toX
N

hK�XM ; XNi f(N) = hK�XM ; fi ;

so that the domain of Kk is the set of vectors f such that M 7! hK�XM ; fi is square-
integrable. For all f in DomK, hK�XM ; fi =



XM ; Kf

�
, so DomK � DomKk and

Kkf = Kf .
We now prove thatKk is closed: let (fn)n�0 be a sequence in Dom Kk that converges

to some f in T� and such that (Kkfn)n�0 converges to some � in T�. ThenX
M

jhK�XM ; fij
2 =

X
M

lim jhK�XM ; fnij
2

� lim inf
X
M

jhK�XM ; fnij
2

= lim inf kKkfnk
2

= k�k2

< +1;

so that f lies in Dom Kk; besides

Kkf(M) = hK�XM ; fi

= lim hK�XM ; fni

= lim hXM ; Kkfni

= �(M)
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Yan Pautrat 171

holds for every M in P so that � = Kkf and the proof is complete.

�

Remark : the inclusion K � Kk is a priori not an equality.

This theorem gives numerous examples of operators that admit a kernel represen-
tation.

3 Integral representation of operators on toy Fock

space

In this section we restrict ourselves to operators on the toy Fock space T� = l2(P) of
quantum stochastic calculus, for which A = N; indeed we wish to consider integrals of
operators, and this demands a natural ordering on our set A. Let us suppose that an
operator K on T� has a kernel representation in the sense of De�nition 3. This kernel
representation is formally an expression of K as

P
A;B;C k(A;B;C)a

+
Aa

Æ
Ba

�
C . Let us go

on with formal expressions and apply careless manipulations to this sum: we write
for all (A;B;C) 6= (;; ;; ;) a+Aa

Æ
Ba

�
C = a+

Ania
Æ
Ba

�
Ca

+
i when e.g. the largest element i in

A [ B [ C is in A, and regroup terms. We obtain

k(;; ;; ;) +
X
i

X
A;B;C<i

k(A+ i; B; C)a+Aa
Æ
Ba

�
Ca

+
i

+
X
i

X
A;B;C<i

k(A;B + i; C)a+Aa
Æ
Ba

�
Ca

Æ
i +

X
i

X
A;B;C<i

k(A;B;C + i)a+Aa
Æ
Ba

�
Ca

�
i ;

that is, we obtain an integral representation of K with the following integrands:8>><
>>:

k+i =
P

A;B;C<i k(A+ i; B; C)a+Aa
Æ
Ba

�
C

kÆi =
P

A;B;C<i k(A;B + i; C)a+Aa
Æ
Ba

�
C

k�i =
P

A;B;C<i k(A;B;C + i)a+Aa
Æ
Ba

�
C

(20)

Giving more rigorous meaning to that demands, of course, a de�nition of the inte-
grals. The de�nitions are actually quite simple (see [Pau]): the domain of a sum

P
i hi

is the set of vectors f such that for all A 2 P,
P

i hif(A) is a summable series and such
that this de�nes a square-integrable function of A. An integral

P
i h

�
ia
�
i is such a sum

with hi = h�ia
�
i ; on the other hand, one can see from De�nition 3 and from the expres-

sion (1) that a kernel representation is simply a series
P

A;B;C

�
k(A;B;C) a+Aa

Æ
Ba

�
C

�
in
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172 Kernel and integral representations on T�

the above sense. This justi�es the above manipulations except for domain properties;
what it exactly yields is

K � k(;; ;; ;) +
X
i

(k+i a
+
i + kÆi a

Æ
i + k�i a

�
i );

which does not prove in our sense that our operator has an integral representation,
since the right-hand side is itself an extension of the integral

k(;; ;; ;) +
X
i

k+i a
+
i +

X
i

kÆi a
Æ
i +

X
i

k�i a
�
i : (21)

What we have shown is that on some domain (the intersection of the domain of this
integral and the domain of the operator), the operator coincides with the integral.
What's more, if a vector XA is in the domain of K, then it is also in the domain of
the integral (21), since only one of the three series

P
i k

�
ia
�
i XA has an in�nite number

of nonzero terms.
The interesting aspect of this formal computation is that the integrands de�ned by

(20) are everywhere de�ned as �nite sums of everywhere de�ned operators, and are
described as simple kernel operators with explicit kernels. Using the formula (18) then
gives the action of the operators k�i expressed as functions of K:

8>>>><
>>>>:



XA; k

+
i XB

�
= 1lA�B<i

D
XAi[+i; KXBi[

E


XA; k

�
i XB

�
= 1lA�B<i

D
XAi[

; KXBi[+i

E
hXA; k

Æ
iXBi = 1lA�B<i

�D
XAi[+i; KXBi[+i

E
�
D
XAi[

; KXBi[

E�
Using the fundamental operators of abstract Ito calculus on toy Fock space pi; di,

these operators have much more interesting expressions. We recall brie
y from [Pau]
the de�nitions of these operators: for f 2 T� and i 2 N , pif and dif are de�ned as
the vectors of T� such that, for A 2 P,

pif(M) = 1lM<if(M);

dif(M) = 1lM<if(M + i):

In particular,

piXA = 1lA<iXA;

diXA = 1lA<iXA�i;
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Yan Pautrat 173

from which one sees immediately that one has8>><
>>:

k+i pi = diKpi

k�i pi = piKa+i pi

kÆi pi = diKa+i � piKpi

(22)

The above discussion proves the following result:

Theorem 3 Let K be an operator on T� such that the set of all XA is in DomK \
DomK�. Then the operator

�+
X
i

k+i a
+
i +

X
i

kÆi a
Æ
i +

X
i

k�i a
�
i �K;

where the operators k�i are de�ned by (22) and � = h1l; K1li, is a restriction of the zero
process and its domain contains the set fXA; A 2 Pg.

The pi's on the right of expressions in (22) are here only for the sake of symmetry;
if one notices that di = pia

�
i and that a+i ; a

�
i are mutually adjoint, these formulas show

that (k�)+i = k�i , (k
�)�i = k+i and (k�i )

Æ = kÆi , where the (k
�)� are the integrands in the

integral representation of K�.
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Annexe B

Matrices de Pauli et formule d'Itô

quantique
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From Pauli matrices to quantum Ito formula

Yan Pautrat

Institut Fourier
UMR 5582

BP 74, 38402 Saint-Martin d'H�eres Cedex
France

Abstract

The aim of this article is to show that the famous quantum Ito

formula (which contains the classical Ito formula) is obtained as a rig-

orous limit of the Pauli matrices commutation relations. This result

is obtained by exploiting Attal's approximation of the quantum noises
by normalized spin chains. Here we study this theory further by de-

veloping a quantum stochastic calculus on the natural state space for

spin chains. A representation result obtained by the author allows

us to compute explicitly approximations of quantum stochastic inte-

grals. We �nally prove that the formula for composing two quantum

stochastic integrals can be proved by our approximation scheme and

the commutation relations for Pauli matrices. 1

Introduction

In [At3], Attal showed that the usual Fock space � = �sym(L
2 (R+)) of

quantum stochastic calculus, together with its quantum noises, can be ap-
proximated by the state space of a spin chain and by the usual Pauli matrices.
What's more, he constructed this discrete approximation as a concrete sub-
space of the Fock space �. The question whether one can rigorously prove
that the quantum Ito formula is a limit of the formulas implied by the Pauli
matrices commutation relations is a natural one, which we solve here.

1Keywords: quantum probability, quantum stochastic integrals, Fock spaces, toy Fock

space, quantum Ito formula

AMS classi�cation:81S25, 60H05
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178 From Pauli matrices to quantum Ito formula

Let us be more precise: on the toy Fock space (the natural state space for a
spin chain), one can equivalently consider the Pauli matrices or the creation,
annihilation and conservation operators a+; aÆ; a�. It has been shown by
the author in [Pau] that any reasonable (even unbounded) operator on the
toy Fock space can be described as the sum of three integrals

P
i h

�
ia

�
i for

� = +; Æ;�. There is, as we proved, an Ito formula for the composition of
two integrals:X
i2N

h�ia
�
i

X
i2N

k�i a
�
i =

X
i2N

h�i(
X
j<i

k�j a
�
j )a

�
i +
X
i2N

(
X
j<i

h�ja
�
j)k

�
i a

�
i +

X
i2N

h�ik
�
i a

�:�
i ;

where a�:� is actually a�:a�, so that it is given by the following table:

� � Æ + �
� 0 a� a�� aÆ a�

Æ 0 aÆ a+ aÆ

+ aÆ 0 0 a+

� a� aÆ a+ a�

which, as we recall, is a consequence of the Pauli matrices commutation
relations. We call that table the discrete time Ito table. On the other hand,
it is shown that on the Fock space, and under some analytical conditions,
(see [At1],[A-L], [A-M]) there is also an Ito formula, of similar formZ 1

0

H�
t da

�
t

Z 1

0

K�
t da

�
t =

Z 1

0

H�
t (

Z t

0

K�
s da

�
s)+

Z 1

0

(

Z t

0

H�
s da

�
s)K

�
t da

�
t+

Z 1

0

H�
tK

�
t da

�:�
t

for the continuous time integrals, but here da�:� is given by

� � Æ + �
� 0 da� da� 0
Æ 0 daÆ da+ 0
+ 0 0 0 0
� 0 0 0 0

which we call the continuous time Ito table.
This paper is organized as follows: in section one we develop a full theory

of quantum stochastic calculus on toy Fock space and give the statement of
the theorem of representation as quantum stochastic integrals which we use
in the sequel. In section two we recall Attal's approximation scheme and
use our explicit formulas of representations to compute the approximation
of continuous-time quantum stochastic integrals; we will see that the form
of the projections is not as trivial as one would expect. In section three we
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Yan Pautrat 179

recover the Ito formula with the associated continuous time Ito table from
our approximation scheme and the commutation relations for Pauli matrices.

This paper only tackles with simple toy Fock space; the case of toy Fock
space \of higher multiplicity" gives rise to very interesting interpretations
in terms of processes of martingales with discrete state spaces; this is the
subject of a forthcoming joint paper with St�ephane Attal.

1 Stochastic calculus on toy Fock space

1.1 De�nitions

The toy Fock space T� is most naturally de�ned as the antisymmetric Fock
space over l2 (N). We will nevertheless use Guichardet's shorthand notation
(see [Gui]) that allows one to identify T� with the easier to handle l2 (P),
that is, the space of all maps f : P 7! C , such thatX

A2P
jf(A)j2 < +1;

where P is the set of �nite subsets of N .
When T� is seen as l2 (P), a natural basis arises, that of the indicators

1lA of elements A of P; we will denote by XA these vectors, and by 
 the
vector X;, called the vacuum vector. Every vector f 2 T� thus admits an
orthogonal decomposition of the form

f =
X
A2P

f(A)XA:

The toy Fock space has an important property of tensor product de-
composition: for any partition [Nj of N , denote by T�Nj

the space l2(PNj
)

where PNj
is the set of �nite subsets of Nj; then T�Nj

can be identi�ed with
a subspace of T� and one has the explicit isomorphism

T� =
O
j

T�Nj
;

where we identify any XA with
N

j XA\Nj
. We will mainly consider cases

where the Nj's are of the form f0; : : : ; i � 1g or fi; : : :g in which cases we
denote the associated spaces by T�i, T�[i respectively.

A particular family of elements of T� will be useful in the sequel: it is the
family of exponential vectors. To every u in l2 (N) we associate an function
on P by

e(u)(A) =
Y
i2A

u(i) for A 2 P;
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180 From Pauli matrices to quantum Ito formula

an it can be seen to de�ne a vector in T� by the inequality

n!
X
jAj=n

���Y
i2A

ju(i)j
���2�  X

i�0
ju(i)j2

!n

;

but this yields only ke(u)k2 � ekuk
2

and no (simple) formula for< e(u); e(v) >.
The family of exponential vectors is total but contrarily to the case of ex-
ponentials of the Fock space �sym(L

2 (R+)), a family of exponentials of dis-
tinct functions is not necessarily linearly independent: consider for example
the case of u = (0; : : :), v = (1; 0; : : :) and w = (2; 0; : : :). Then one has
e(u)� 2e(v) + e(w) = 0.

Fundamental operators on T� one de�nes for all i 2 N three operators
by their action on the basis fXAg:

a+i XA =

�
XA[fig if i 62 A

0 otherwise,

a�i XA =

�
XAnfig if i 2 A

0 otherwise,

aÆiXA =

�
XA if i 2 A
0 otherwise,

and the more general operators a+M , a�M , aÆM for M 2 P by

a�M =
Y
i2M

a�i ; � 2 f+;�; Æg:

Their action is therefore given by

a+MXA =

�
XA[M if M \ A = ;
0 otherwise,

a�MXA =

�
XAnM if M � A
0 otherwise, .

aÆMXA =

�
XA if M � A
0 otherwise.

We will simplify notations to a+MXA = XA+M , a�MXA = XA�M , using
the convention that M + A = M [ A (respectively M � A = M n A) if

te
l-0

00
04

05
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

22
 D

ec
 2

00
3



Yan Pautrat 181

M \ A = ; (respectively M � A) and that the associated quantity is null
otherwise . This will practically be a compact notation, in summations where
the index are subsets, for conditions on those indices, and this shall lead to
no ambiguity: for example, for �xed C in P, a sumPA+B�C is simply a sum
over all disjoint subsets A, B of C. One more word of notation is needed
here for such manipulations on sets: an inequality of type A < j means that
i < j for all i in A. Besides, we won't make a di�erence, in the writing of
such quantities, between the set fig and the point i.

The above operators are closable, of bounded closures (with norm 1), and
we will keep the same notations for their closures, which we call operators of
creation (a+), annihilation (a�) and conservation (aÆ).

1.2 Relations with Pauli matrices

A more physical description of our framework would start with the following:
quantum mechanically speaking, a particle with, for example, two energy
levels should be described by the complex vector space of dimension two:
C
2 . The customary description for the most important operators of position

and impulsion, which we denote for a few lines by Q and P respectively, is

Q =

�
0 1
1 0

�

P =

�
0 �i
i 0

�
and Q;P satisfy the commutation relation

QP � PQ = 2i I:

The *-algebra generated byQ and P is the whole of the algebra of complex
2� 2 matrices; that algebra is also linearly generated by I, Q, P and QP . If
we denote for consistency Q, P , �iQP by �x, �y, �z respectively, we obtain
the famous Pauli matrices. We therefore have a basis I, �x, �y, �z with
particular algebraic relations.

Now if we denote by 
, X the canonical basis

�
1
0

�
,

�
0
1

�
, there is a

more natural basis for the vector space of 2� 2 matrices, that is, I, a+, a�,
aÆ with

a+ =

�
0 0
1 0

�
a� =

�
0 1
0 0

�
aÆ =

�
0 0
0 1

�
:
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182 From Pauli matrices to quantum Ito formula

These operators satisfy

a+
 = X a+X = 0

a�
 = 0 a�X = 


aÆ
 = 0 aÆX = X;

and we have the relations

a+ =
1

2
(�x � i�y)

a� =
1

2
(�x + i�y)

aÆ =
1

2
(I � �z);

so that the commutation relations for a+, a�, aÆ are straightforward conse-
quences of those for Pauli matrices.

Now our toy Fock space is simply the state space for a spin chain, that
is, an in�nity of distinguishable particles with two energy levels; besides,
the operators a�i we consider are just independent copies of the above a�,
� = +;�; Æ, that is, for any i, a�i is

Id
 a� 
 Id

in the decomposition

T� = T�i 
 T�fig 
 T�(i:

The relation of the objects we consider with the physically more customary
Pauli matrices is therefore clear.

1.3 Ito calculus on T�

The main di�erence between Ito calculus on Toy Fock space and on regular
Fock space is that predictability should replace adaptability for a simpler
transcription of the classical results. Therefore we de�ne the (everywhere
de�ned) predictable projection and gradient at time i 2 N , of a vector f in
T� by

pif(M) = 1lM<i f(M)

dif(M) = 1lM<i f(M [ i)
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Yan Pautrat 183

where 1lM<i is equal to one if M < i, and zero otherwise.
These operators are called predictable because for any f 2 T�, both

(pif)i�0 and (dif)i�0 are predictable processes, that is, are sequences of vec-
tors such that the i-th vector belongs to T�i. In contrast with the continuous
time case, there is no de�nition problem for the di's as individual operators.
We will write, to simplify notations,

dA = di1 : : : din if A = fi1 < � � � < ing;
and

d; = Id:

The other essential tool for quantum Ito calculus is the abstract Ito inte-
gral:

De�nition 1.1 A predictable process of vectors (fi)i�0 is said to be Ito-
integrable if X

kfik2 < +1:

One then de�nes its Ito integral as the sum of mutually orthogonal termsX
i

fiXi:

It can be alternatively described as the vector I(f) such that

I(f)(M) = f_M(M � _M) and I(f)(;) = 0;

where _M denotes the largest element in the n-uple M .

Let us stress the fact that, in fiXi the product is just a tensor product
in T�i 
T�[i thanks to the previsiblity of the process: fi belongs to T�i, Xi

belongs to T�[i.
The condition for the alternative de�nition to actually de�ne a square-

integrable function of A is easily seen to be the above Ito-integrability con-
dition.

Substituting the equality dif =
P

A<i f(A + i)XA in the chaotic decom-
position of a vector f yields the following results:

Proposition 1.2 Any f 2 T� admits a unique decomposition of the form

f = f(;)
 +
X
i2N

dif Xi

and one has the associated isometry formula:

kfk2 = jf(;)j2 +
X
i2N

kdifk2:

This decomposition is called the predictable representation of f.
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184 From Pauli matrices to quantum Ito formula

The isometry formula polarizes to the following adjoint relation:

h
X
i

fiXi; gi =
X
i2N

hfi; digi

for all g 2 T� and all Ito-integrable process (fi)i�0 of vectors of T�.

1.4 Quantum stochastic integration on T�

Our de�nition of quantum stochastic integrals is partly inspired by their
continuous-time analogues as de�ned by Attal and Lindsay (see [A-L]); in-
deed, it will turn out that a very natural de�nition of integrals as sumsP

i h
�
ia

�
i is equivalent to a discrete-time transcription of Attal and Lindsay's

algebraic de�nitions. First of all we have to de�ne predictability of an op-
erator on T�; a classical, i-predictable random variable, identi�ed in our
framework with the associated multiplication operatorMf , has the property
of decomposing as Mf 
 Id in T�i 
 T�[i. We keep that feature as ground
for the de�nition of i-predictable operators:

De�nition 1.3 An operator is i-predictable if it is of the form h 
 Id in
T�i 
 T�[i.

It is clear from this de�nition that an i-predictable operator is bounded
and therefore can be extended to an everywhere de�ned operator of the
above form. We will therefore always assume predictable operators to be
everywhere de�ned.

The following lemma can be deduced from the former de�nition and links
our de�nition with a more algebraic approach which would be a transcription
of Attal and Lindsay's de�nition:

Lemma 1.4 A bounded operator h on T� is i-predictable if and only if it
satis�es the following conditions:

� Its domain Domh is stable by pi and by all operators dj, j � i.

� The following equalities hold on Domh:

hpi = pih and

hdj = djh for all j � i:

Proof.
It is clear that an i-predictable operator satis�es the above properties. Con-
versely, one can prove that the commutation relations in the statement of
the lemma are equivalent to the relation

hf(M) = (hpidM\fi;:::g)f(M \ f0; : : : ; i� 1g) (1.1)
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Yan Pautrat 185

for all f in Domh, all M in P . From this relation one can then show that,
for any vector of the form f 
 g in T�i 
 T�[i, one has f 2 Domh and
h(f 
 g) = (hf) 
 g. The boundedness of h implies that it is of the form
h
 Id.

�

We will now de�ne quantum stochastic integrals in discrete time; �rst re-
mark that we wish these integrals to give analogues of predictable representa-
tions for operators; this means that we want to be able to write operators in
the form

P
i hi ai. What's more, we wish to be able to consider the classical

case where hi, ai are multiplication operators and yet the composition hiai
should involve no probabilistic interpretation, so that the operators hi and
ai should be tensorically independent and the composition hiai should be a
tensor decomposition in T�i
T�fig. We have remarked already that a+i , a

�
i ,

aÆi , Id, is a basis for T�fig; for all these reasons we will consider integrals as
series of the form

P
i hia

�
i where every hi is i-predictable.

We call predictable process a process (hi)i2N of operators, such that every
hi is i-predictable.

De�nition 1.5 Let (h�i)i2N be a predictable process. For any � in f+;�; Æ;�g,
we de�ne the integral of (hi)i2N with respect to a�, as the operator seriesP

i2N hia
�
i in the weak sense that

� Dom
P

i h
�
ia

�
i is the set of all f 2 T� such that(

for all M 2 P;Pi2N jhia�if(M)j < +1
M 7!P

i2N hia
�
if(M) is square-integrable.

� Pi h
�
ia

�
if is de�ned by

(
X
i

h�ia
�
if)(M) =

X
i

(hia
�
if(M))

for all M in P.

For some of the results to come we will need more restrictive summability
assumptions; we therefore de�ne restricted integrals:

De�nition 1.6 Let (h�i)i2N be a predictable process. For any � in f+;�; Æ;�g,
we de�ne the restricted integral

PR
i2N h

�
ia

�
i of (h

�
i)i2N with respect to a�, as the

restriction of the integral
P

i2N h
�
ia

�
i to the set of vectors f in Dom

P
i h

�
ia

�
i

which are such that
M 7!

X
i2N

jhia�if(M)j

is a square-integrable function on P.
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186 From Pauli matrices to quantum Ito formula

We have talked about the relation between the above described, natural
de�nitions of integrals and discrete-time analogues of Attal and Lindsay's
algebraic de�nitions of quantum stochastic integrals. One can see from the
de�nitions of operators a�, � = +; Æ;�, that

� the quantity a+i f(M) is null if i 62 M and if i 2 M then a+i f(M) =
f(M � i). Therefore we have for all M in P,X

i

hia
+
i f(M) =

X
i2M

hif(M � i);

and the action of
P

i hia
+
i gives a \discrete Skorohod integral" of hif .

� the adapted gradient di equals pia
�
i , so that for all M inP,X

i

hia
�
i f(M) =

X
i

hif(M + i);

� the above two remarks and the equality aÆi = a+i a
�
i imply that, for all

M in P, X
i

hia
Æ
i f(M) =

X
i2M

hif(M)

and in each of these equalities it is equivalent for one expression or for the
other to de�ne a summable series (in the case where � = �) and to de�ne an
element of l2 (P). It is therefore clear that our integrals are exactly transcrip-
tions of Attal and Lindsay's integrals as de�ned in [A-L]; in a similar way,
the restricted integrals we de�ned are analogues of their restricted integrals.

In particular these integrals handle just like Attal and Lindsay's, except
that, thanks to the discrete-time framework, the integrands hi are bounded
so that one of the domain conditions disappears; yet it is, of all conditions,
the least intrinsic to the integral. We take advantage of these analogies to
state a few properties of these integrals and refer the reader to the proofs
in [A-L] instead of reproducing rather tedious computations. Of the proper-
ties we state here, the �rst is a discrete-time Hudson-Parthasarathy formula
for the action of an integral on the exponential domain; the second is an
alternative characterization of restricted integrals, in Attal-Meyer form. The
third is the famous Ito formula which gives the integral representation for
the composition of two stochastic integrals.

Proposition 1.7 (Hudson-Parthasarathy formulas) Let (hi)i�0 be a pre-
dictable process, let � 2 f+; Æ;�g and assume an exponential vector e(u) to
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Yan Pautrat 187

be in the domain of the restricted integral
P

i
Rh�ia

�
i. Then for all v in l2 (N)

one has

he(u);
X
i2N

h+i a
+
i e(v)i =

X
i2N

u(i)he(u1l6=i); h+i e(v)i if � = +

he(u);
X
i2N

h�i a
�
i e(v)i =

X
i2N

v(i)he(u); h�i e(v1l6=i)i if � = �

he(u);
X
i2N

hÆi a
Æ
i e(v)i =

X
i2N

u(i)v(i)he(u1l6=i); hÆi e(v1l6=i)i if � = Æ

he(u);
X
i2N

h�i a
�
i e(v)i =

X
i2N

he(u); h�i e(v)i if � = �

and every one of the above series is summable. Here u1l6=i (respectively v1l6=i)
represents the sequence which is equal to u (respectively to v), except for the
i-th term, which is null.

The following characterization for restricted integrals can be a most useful
tool, especially as it very nicely summarizes the domain conditions for an
integral to be de�ned.

Proposition 1.8 (Attal-Meyer characterization) Let (h�i)i2N be a pre-
dictable process and let � 2 f+; Æ;�g; the restricted integral

PR
i2N h

�
ia

�
i as the

operator h that satis�es

hf =
X
i2N

hidif Xi +
X
i2N

h+i pif Xi if � = +;

hf =
X
i2N

hidif Xi +
X
i2N

h�i dif if � = �;

hf =
X
i2N

hidif Xi +
X
i2N

hÆidif Xi if � = Æ;

hf =
X
i2N

hidif Xi +
X
i2N

h�i pif if � = �;

where hi =
P

j<i h
�
ja

�
j and where these equalities mean that

� a vector f is in the domain of h if and only if hidif is Ito-integrable
and the second series is Ito-integrable or summable in norm (depending
on �),

� equality holds.
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188 From Pauli matrices to quantum Ito formula

That characterization turns out to be very useful in many proofs; for
example the proof of the following proposition, which seems to reduce to a
simple permutation of two summations, is made quite painful because of do-
main considerations. Proposition 1.8 summarizes very nicely these problems
so that the proof becomes a (even then tedious) play with commutation rela-
tions between integrals and operators pi, di. Notice that in contrast with the
continuous-time Attal-Meyer de�nition, the above is not an implicit de�ni-
tion via a kind of di�erential equation; the di�erence is that here, an integral
stopped at time i is readily de�ned as a �nite sum of operators.

The next theorem expresses the composition of two quantum stochas-
tic integrals in integral form. Note that, in the following proposition, the
considered integrals are restricted ones.

Theorem 1.9 (Ito formula) Let � and � be two elements of f+; Æ;�;�g
and (h�i)i2N and (k�i )i2N be two predictable operator processes on T�. Then
the operatorX

i2N

Rhia
�
i

X
i2N

Rkia
�
j i�

X
i2N

Rih�i ki a
�
i �
X
i2N

Rhik
�
i a

�
i �

X
i2N

Rh�ik
�
i a

�:�
i ; (1.2)

is a restriction of the zero process; the symbol a�:� is given by the following
table

� � Æ + �
� 0 a� a�� aÆ a�

Æ 0 aÆ a+ aÆ

+ aÆ 0 0 a+

� a� aÆ a+ a�

(1.3)

so that a�:� is simply a� a�.

1.5 Integral representations of operators

Here we simply recall results from [Pau]. In that paper we characterized
operators on T� which can be represented as quantum stochastic integrals,
and obtained explicit formulas for the integrands. The most useful result was
the following:

Theorem 1.10 Let h be an operator on T� such that all vectors XA belong
to Domh \ Domh�. Then the integral operator with integrands8>>><>>>:

h+i pi = dihpi

h�i pi = piha
+
i pi

hÆi pi = diha
+
i pi � pihpi

(1.4)
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Yan Pautrat 189

and � = h
; h
i is such that

h� (�+
X
i�0

h+i a
+
i +

X
i�0

h�i a
Æ
i +

X
i�0

hÆia
Æ
i )

is a restriction of the zero process and the set fXA; A 2 Pg is in its domain.

This theorem is not quite enough if we want to consider predictable pro-
cesses of operators, that is, sequences (hi)i of operators such that hi is i-
predictable, and represent such a process by

hi =
X

�=+;Æ;�;�

X
j<i

h�ja
�
j:

The presence of an integral with respect to a� is unavoidable if we want the
h�j 's to be independent of i. Minor adaptations of the above result lead
to slighly di�erent formulas and the boundedness of predictible operators
simpli�es the analytical problems:

Corollary 1.11 Let (hj)j2N be a predictible process of operators on T�.
Then for every j the operator hj is equal to

�+
X
i<j

h+i a
+
i +

X
i<j

h�i a
Æ
i +

X
i<j

hÆia
Æ
i +

X
i<j

h�i a
�
i

where 8>>>>>><>>>>>>:

h+i pi = dihi+1pi

h�i pi = pihi+1a
+
i pi

hÆi pi = dihi+1a
+
i pi � pihi+1pi

h�i pi = pi(hi+1 � hi)pi

(1.5)

and � = h
; h0
i.

2 Approximations of continuous-time integrals

2.1 A reminder on quantum stochastic calculus

We shall here recall brie
y some necessary de�nitions and results from quan-
tum stochastic calculus on regular Fock space, which will seem very analogous
to the discrete time theory developed above. First of all, the Fock space is
de�ned as � = L2 (P), i.e. the set of functions on the set P of �nite subsets
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190 From Pauli matrices to quantum Ito formula

of R+ when P is equipped with the measure such that the empty set is the
only atom, of mass one, and the measure is equal to the n-th dimensional
Lebesgue measure on sets of cardinality n. The canonical variable will be
denoted by �, and the in�nitesimal volume element by d�. We keep the same
kind of conventions for the notations on sets as in the discrete case.

Precisely, the elements of � are the functions de�ned on all increasing
simplexes �n = ft1 < � � � < tng of R+ such thatX

n

Z
�n

jf(t1; � � � ; tn)j2 dt1 � � �dtn < +1: (2.1)

It is clear from this chaotic representation that � is isomorphic to the chaos
space of any normal martingale (e.g. the brownian motion, the compensated
Poisson process, the Az�ema martingales, etc.). We shall label �t the anal-
ogous set of functions de�ned on simplexes of [0; t]; �t will be canonically
included in �.

A particular set of elements in � is relevant, that is the exponential do-
main: an exponential over a function u 2 L2 (R+) is de�ned by

E(u)(�) =
Y
s2�

u(s): (2.2)

It is an element of �, as one can see that kE(u)k2 � ekuk
2

. Besides, the
exponential domain E(L2 (R+)) is total in � and is easy to handle so that it
is a domain of choice for many proofs.

Abstract Ito calculus Let us consider for all t the element �t of � de�ned
as follows:

�t(�) =

�
1ls<t if � = fsg
0 otherwise.

The isomorphism from � to any chaos space sends �t to the brownian motion
at time t when onto the chaos space of brownian motion, to the Poisson
process at time t when onto the chaos space of Poisson process, etc. One can
de�ne an integral of adapted processes (ft)t�0 of elements of � (that is, such
that ft 2 �t for almost all t), with respect to the curve (�t)t�0 (see [At2]),
denoted

I(f) =

Z
ft d�t

and satisfying

kI(f)k2 =
Z
R+

kftk2dt; (2.3)
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Yan Pautrat 191

as soon as the latter real-valued integral is �nite; the complete construction
uses the isometry property (2.3) for step processes. This integral is called
the (abstract) Ito integral.

There is an alternate construction for this integral:

I(f)(�) = f_�(��) (2.4)

where _ � is the largest element in � and �� = � n (_ �). The natural
conditions for this to be well de�ned can be seen to be the same as above,
namely the square-integrability of the process (kftk)t�0.

Let us de�ne the two fundamental operators of abstract Ito calculus on
�:

� the adapted projection Pt is de�ned for all t, as the orthogonal projec-
tion onto �t. Explicitly, for any f 2 �,

Ptf(�) = 1l�<tf(�); (2.5)

� the adapted gradient is de�ned by

Dtf(�) = 1l�<tf(� [ t): (2.6)

Substituting (2.6) in (2.4) yields immediately

f = f(;) +
Z

Dtf d�t (2.7)

and

kfk2 = jf(;)j2 +
Z
kDtfk2dt: (2.8)

Now notice that we have not been precise in our de�nition of the operators
Dt; actually it is quite ill-de�ned in the sense that an individual Dt is not a
well-de�ned operator and all one can say is, thanks to formula (2.8), that for
any f , Dtf is de�ned for almost all t.

Formula (2.7) is the continuous time analogue of a formula proved in
Proposition 1.2; it is the predictable representation together with the asso-
ciated isometry formula on Fock space.

Quantum stochastic integrals We shall here de�ne integralsZ 1

0

Hsda
�
s
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192 From Pauli matrices to quantum Ito formula

with respect to the three quantum noises da+, daÆ, da� and to time, which
corresponds to the noise da�.

The heuristics of the Attal-Meyer quantum stochastic calculus, which we
present in a simpli�ed way, derives from the fact that the noises, which will
turn out to be di�erentials of continuous-time fundamental operators, should
act just like the fundamental operators of toy Fock space, that is:

� any da�t acts only on �[t;t+dt], which from (2.7) can be seen as \gener-
ated" by 
 and d�t and

� the da�t are given by the following table:

da+t 
 = d�t and da+t d�t = 0

da�t 
 = 0 and da�t d�t = dt


daÆt
 = 0 and daÆtd�t = d�t

da�t 
 = dt
 and da�t d�t = 0:

These heuristics allow us to de�ne integrals
R
H�

sda
�
s for adapted processes

(H�
s)s�0, that is, processes of operators such that for almost all s, all f 2

DomHs,

Psf 2 DomH�
s; Duf 2 DomH�

s for a.a. u � s and

H�
sPsf = PsH

�
sf and H�

sDuf = DuH
�
sf for a.a. u � s:

In that case, a formal computation leads us to give the following de�nition:
the integral

R1
0
H�

sda
�
s is de�ned as the only operator which satis�es the

following equality:

Hf =

Z 1

0

HsDsfd�s +

8<:
R t
0
H+

s Psfd�s if � = +R t
0
H�

s Dsfds if � = �R t
0
HÆ

sDsfd�s if � = Æ
(2.9)

with Hs = PsHPs. That is, f is in the common domain of the integrals
if and only if the right-hand side is well de�ned and equality holds. One
can de�ne an integral

R b
a
Hsda

�
s as the integral of the process equal to Hs for

s 2 [a; b] and zero otherwise; one then notices that (2.9) holds equivalently
with Hs =

R s
0
H�

r da
�
r. We also de�ne the integral of an adapted process

(H�
s )s�0 as the strong integral

R
H�

s ds. The operators a�t are then de�ned

as the integrals
R t
0
da�s in the above sense.

We give here as a corollary the formulas of Hudson and Parthasarathy,
which originally were the cornerstone of the �rst theory of quantum stochastic
integration on Fock space
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Yan Pautrat 193

Hudson-Parthasarathy formula Let us consider a quantum stochastic
integral H de�ned on the exponential domain (see (2.2)). Then the following
equality holds for all u; v 2 L2 (R+), almost all t 2 R+ :

hE(u) ; HE(v)i =
Z 1

0

�(s)hE(u) ; H�
sE(v)ids (2.10)

where

�(s) =

8>><>>:
u(s) if � = +
v(s) if � = �

u(s)v(s) if � = Æ
1 if � = �:

2.2 Explicit formulas for the projections of integrals

We use here the embedding of toy Fock space in regular Fock space de�ned by
Attal in [At3] and the formulas (1.4) to obtain the projection of an integral
operator in discrete time. Let us �rst recall the de�nitions of [At3]: for any
subdivision S = f0 = t0 < t1 < � � � g of R+ (we mean by \subdivision of
R+" that the subdivision is not bounded, that is, that the sequence (tn)n2N
diverges to in�nity), one de�nes the following on �:

a�i = Id
 a�ti+1 � a�tip
ti+1�ti P

(1) 
 Id

a+i = Id
 P
(1)
i

a+ti+1 � a+tip
ti+1�ti 
 Id

aÆi = Id
 P (1)(aÆti+1 � aÆti)P
(1) 
 Id;

where P (1) represents the projection on the chaos of order 1, and where the
tensor decomposition is meant in �ti
�[ti;ti+1]
�[ti+1 . The space T�(S) � �
is de�ned as the closed subspace spanned by the vectors XA =

Q
i2AXi for

A 2 P; it is isomorphic to the toy Fock space, and the restrictions of the above
operators a�A coincide with the operators de�ned in the previous section. We
denote by ES the projection on the subspace T�(S).

The main relations for our computations are given in the following lemma:

Lemma 2.1 Let us �x a given partition S = f0 = t0 < t1 < � � �< tn < � � � g.
One has for all f 2 �,

piES f = ESPtif;

diES f =
1p

ti+1�tiE S
Z ti+1

ti

PtiDtfdt;
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194 From Pauli matrices to quantum Ito formula

and

E S

Z 1

0

ftd�t =
1p

ti+1�ti
X
i�0

E S

Z ti+1

ti

Ptift dt Xi:

Proof.
The third equality is a consequence of the predictable representation property
on toy Fock space and of the second equality; the �rst is straightforward. We
therefore prove only the second one:

Since di = pia
�
i , one has:

diES f = pia
�
i E Sf =

1p
ti+1�ti ESPti((a

�
ti+1

� a�ti )f);

but

(a�ti+1 � a�ti )f =

Z 1

ti

(a�t^ti+1 � a�ti )Dtf d�t +

Z ti+1

ti

Dtfdt

by the Attal-Meyer formulas, so

diES f =
1p

ti+1�tipiE S (
Z ti+1

ti

Dtfdt)

=
1p

ti+1�tiES (
Z ti+1

ti

PtiDtfdt):

�

We need to make some assumptions on the considered operator integrals:
indeed we want to compute operators ESHES and need these to have large
enough domain for us to apply our representation theorem 1.10. The follow-
ing will therefore be assumed from now on:

(HD)
The integrals

R1
0
H�

s da
�
s and

R1
0
(H�

s)
�da0� are well-de�ned on

E(L2 (R+)) and all its images by any ES :

Here �0 is de�ned by the following:

+0 = � �0 = + Æ0 = Æ:
The assumption (HD) implies in particular, if we denote H =

R1
0
Hs da

�
s,

that H� equals
R1
0
(H�

s)
�da�

0

on E(L2 (R+)) and all its projections by ES .
The above hypothesis implies in particular that the projections ESHES

and ESH�
ES are de�ned on all �nite linear combinations of XA's. Indeed,

by Lemma 3.2
ESE(1) = 
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Yan Pautrat 195

E SE(1l[ti;ti+1]) =
p
ti+1�tiXi + 


ESE(1l[ti;ti+1][[tj ;tj+1]) =
p
ti+1�ti

p
tj+1�tj Xi;j+

p
ti+1�tiXi+

p
tj+1�tj Xj+


and so on. We therefore apply Theorem 1.10 to obtain the following:

Proposition 2.2 Let H =
R
H�

tda
�
t be a quantum stochastic integral on �

that satis�es the assumptions (HD). Then E SHES has a representation as a
discrete quantum stochastic integral which holds at least on vectors fXA; A 2
Pg and the integrands h+i ; h

�
i ; h

Æ
i are given by:

� for � = +,

h+i =
1p

ti+1�ti ES
Z ti+1

ti

PtiH
+
t dt

h�i = 0

hÆi =
1

ti+1�ti ES
Z ti+1

ti

PtiH
+
t (a

+
t � a+ti )dt

� for � = �,

h+i = 0

h�i =
1p

ti+1�ti ES
Z ti+1

ti

PtiH
�
t dt

hÆi =
1

ti+1�ti ES
Z ti+1

ti

Pti(a
�
t � a�ti )H

�
t dt

� for � = Æ,

h+i = 0

h�i = 0

hÆi =
1

ti+1�tiE S
Z ti+1

ti

PtiH
Æ
t dt

where the equalities are over T�i (considering, for the right-hand-side, T�i

as a subspace of �ti) and where all operator integrals are in the strong sense.
In the case where � = Æ, the integral representation has the exponential

domain of T� in its restricted domain.
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196 From Pauli matrices to quantum Ito formula

Remark: it is rather disappointing that the discrete-time is not de�ned
on a larger space, for example on the exponential domain of T� in the case
where � = + ou �. Let us discuss this phenomenon: notice �rst that, in any
case,

h+i a
+
i + h�i a

�
i + hÆia

Æ
i = ES

Z ti+1

ti

H�
s da

�
sES :

Denote Hi =
R ti+1
ti

H�
s a

�
s. For all f 2 Domh, all A 2 P, one hasX

i

jh�ia�if(A)j < +1 et
X
i

jhÆiaÆi f(A)j < +1; (2.11)

so that the problems will arise from summability over A in P. To prove
the above claim (2.11), notice �rst that it is straightforward when � = +;
continue with � = �. The sum P

i jE SHiE S f(A)j is smaller than

X
i

1p
(ti1+1�ti1) : : : (tin+1�tin)

Z ti1+1

ti1

: : :

Z tin+1

tin

jHiES f(s1; : : : ; sn)j ds1 : : : dsn
(2.12)

if A = fi1; : : : ; ing. This is smaller than

X
i

1li=in(

Z ti+1

ti

kHsDsE Sfk2 ds)1=2 +
Z ti+1

ti



H�
s DsE S f




which is �nite. Besides, ESHiES is h�i a

�
i +h

Æ
ia
Æ
i and the condition

P
i jhÆi aÆi f(A)j

is straightforward since only a �nite number of terms in the sum are non null
and this implies the condition on

P
i h

�
i a

�
i .

Then one has
P

A2P j
P

i ESHiE Sf(A)j2 < +1 since it is dominated by

kPiHiE S fk2. Therefore one deduces thatX
A2P

j
X
i

(h�ia
�
i + hÆi a

Æ
i )f(A)j2 < +1; (2.13)

but there is no reason why one should haveX
A2P

j
X
i

h+i a
+
i f(A)j2 < +1 and

X
A2P

j
X
i

hÆi a
Æ
i f(A)j2 < +1;

choose for example � = + and f = E(u) to see in detail what happens. For
ti � t < ti+1 one has

Pte(eu) = e(eui) + eu(i)e(eui)�t � �ti
ti+1�ti (2.14)
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Yan Pautrat 197

which implies (2.13) by the Attal-Meyer formulation but this does not imply
that Z 1

0



H+
t e(eui)

2 dt+ Z 1

0





H+
t eu(i)e(eui)�t � �ti

ti+1�ti





2 dt < +1:

One can on the other hand obtain the de�niteness of the integral
P

i h
Æ
ia
Æ
i

on the exponential domain from the fact that for ti � t < ti+1,

eu(i)p
ti+1�tiH

Æ
t e(eui) = HÆ

tDte(eu):
The equality (2.14) is also the reason for the surprising presence of a aÆ

integral in the projection of an integral with respect to a� when � is + or �.
We prove now that that parasite integral vanishes in the limit; yet, since

we do not know if that integral is well-de�ned beyond the linear span of
fXA; A 2 Pg, we have to prove that result on a subdomain of E(L2 (R+))
such that its projections ES belong to that linear span. The set of exponential
vectors of square-integrable functions with compact support �ts that need:

Lemma 2.3 Let H =
R1
0
Hs da

�
s be an integral that satis�es the assumptions

(HD) with � = + or �. Then the parasite aÆ integral which arises in the
projection ESHES vanishes as the mesh size jSj of the partition tends to zero,
in the sense that

hE(u); ES
X
i2N

hÆia
Æ
i ESE(v)i

tends to zero as jSj goes to zero, for any u, v in L2 (R+) with compact support.

Proof.
Take for example � = +; then one can see that

hE(u); ES
X
i

hÆia
Æ
i ESE(v)i =

X
i

eu(i)ev(i)he(eui); hÆi e(evi)i
=

X
i

eu(i)p
ti+1�ti

Z ti+1

ti

he(eui); H+
t Pt(e(evi+1)� e(evi))i

=
X
i

Z ti+1

ti

hDtE SE(u); H+
t Pt(e(evi+1)� e(evi))i:

Now, by the assumptions (HD) we know thatZ 1

0



(H�
t )

�DtESE(u)


 dt < +1
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198 From Pauli matrices to quantum Ito formula

whereas ke(evi+1)� e(evi)k is of order ev(i), which is smaller thansZ ti+1

ti

kv(t)k2dt

and converges to zero uniformly in i (see Lemma 3.5 below).

�

Proof of Proposition 2.2
Let us prove for example the case � = +. Let us consider the action of
h+i ; h

�
i ; h

Æ
i on a vector XA with A < i. One has by (1.4) and Lemma 2.1,

h+i XA = diE SHXA

=
1p

ti+1�ti ES
Z ti+1

ti

PtiDtHXA dt

and the Attal-Meyer equations yield DtHXA = H+
t XA. and we obtain the

expression of h+i . The value of h
�
i is easily computed:

h�i XA = piE SHa+i XA

= E SPtia
+
i XA

= 0:

Finally,

hÆiXA = diESHa+i XA � piESHXA

=
1p

ti+1�ti ES
Z ti+1

ti

PtiDtHa+i XA dt� ESPtiHXA:

We need to compute Ha+i XA = HXA+i :

HXA+i =

Z 1

0

HsDsXA+i d�s +

Z 1

0

H+
s PsXA+i d�s

=

Z ti+1

ti

Hs
XAp
ti+1�ti d�s +

Z ti+1

ti

H+
s XA

�s � �tip
ti+1�ti d�s;

so that

PtiDtHXA+i =
1p

ti+1�tiPtiHtXA +
1p

ti+1�tiPtiH
+
t (XA(�t � �ti));
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Yan Pautrat 199

now we have
PtiHtXA � PtiHXA = 0

for t � ti and
H+

t (XA(�t � �ti)) = H+
t (a

+
t � a+ti )XA:

The proof is complete. The other two cases are treated exactly in the same
way.

�

Suppose now that we want to project an integral H =
R
H�

s da�s ; if we
compute ESHES we obtain a discrete time integral of the formX

i

h+i a
+
i +

X
i

h�i a
�
i +

X
i

hÆia
Æ
i : (2.15)

Indeed, what we obtain is actually the projection of the (unique) integral
representation of H in the formZ 1

0

H+
s da+s +

Z 1

0

H�
s da�s +

Z 1

0

HÆ
s da

Æ
s

where the projections are as before. Even if we compute the representation of
the process (ES

R ti
0
H�

s da�s )i�0 what we obtain is more related to the above
representation (2.15) of H than to the process (H�

s )s2R+. The reason is
the following: the representation of H as

R1
0
H�

s ds is not unique; if we
compute projections according to our schemes, be it projections of the process
or projections of the operator only, we compute an unique representation,
that is, we try to compute a representation with more information than
the original one, so that one can not relate explicitly the coeÆcients of the
projection to the process (H�

s )s2R+. This is why it will be more convenient to
take a completely di�erent approach to project integrals

R1
0
H�

s da�s . We only
state the following proposition, which shows an alternative way to project
integrals with respect to time.

Proposition 2.4 Let H =
R +1
0

H�
s da

�
s be an integral in � which satis�es

the assumptions (HD). Then ESHES can be written as the sum
P

i�1 h
0�
i ,

where

h
0�
i = ES

Z ti

ti�1

H�
t dt ES

is i-predictable for each i.

We should emphasize here on the fact that the representation given above
is not a contradiction to the formulas (1.5): it is just another consequence
of the fact that in discrete-time also, the representation of one operator h as
h =

P
�=+;Æ;�;�

P
i h

�
ia

�
i is not unique.
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200 From Pauli matrices to quantum Ito formula

3 Convergence of the Ito table

Here we want to prove that the Ito formula for continuous-time quantum
stochastic integrals is a limit of the one for discrete-time integrals; to achieve
this we actually reprove the quantum Ito formula for regular semimartingales
as de�ned in [At1], using nothing but our approximation scheme and the Ito
formula on toy Fock space. For this we de�ne below our assumptions on
the considered quantum stochastic integrals. The proof will be done in three
steps: �rst, we will show that the unwanted aÆ integrals that appear when
projecting integrals with respect to a+ or a� vanish, as well as the terms they
create when two projections are composed. Second, we shall prove that,
asymptotically, one can compute the composition of two projections using
the continuous Ito table. The third step will be dedicated to showing that
the remaining discrete-time integrals obtained after composition do converge
to the continuous-time integrals we are looking for.

Throughout this section we will make the following assumptions on the
operator integrals

H =

Z 1

0

H�
tda

�
t :

(HS)

8>>>><>>>>:
1: the integrands H�

t are bounded operators such that t 7! kH�
tk is:

� square-integrable if � = + or �;
� integrable if � = �;
� essentially bounded if � = Æ

2: H is a bounded operator on �:

Notice that these assumptions are the ones made for all terms of a regular
semimartingale process as de�ned in [At1].

For the rest of this paragraph assume that � 6= �. With such assumptions,
it is straightforward from general stochastic integration theory on � thatH =R1
0
H�

tda
�
t is the strong limit of the

R T
0
H�

tda
�
t as T goes to in�nity, with uniform

norm estimates. As a consequence, H is the strong sum of all
R ti+1
ti

H�
tda

�
t and

ESHES is the strong sum of all

ES

Z ti+1

ti

H�
tdtES = h+i a

+
i + h�i a

�
i + hÆi a

Æ
i :

This implies in particular that the integral
P

i h
Æ
ia
Æ
i obtained from an integralR

HÆ
sda

Æ
s by Proposition 2.2 is de�ned on the whole of T�. For the cases where

� = + or � we still have to prove that
P

i h
�
ia

�
i and

P
i h

Æ
ia
Æ
i are de�ned

separately and not only in
P

i(h
�
ia

�
i + hÆia

Æ
i ). According to the remark made

after Proposition 2.2 it suÆces to show that, for all f in �, the expression
A 7!P

i h
�
ia

�
i E Sf(A) de�nes an element of T�.
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Yan Pautrat 201

Lemma 3.1 Let � equal + or � and the integral
R1
0
H�

sda
�
s satisfy the as-

sumptions (HS). Then the integral
P

i h
�
ia

�
i associated to E SHES has the

whole of T� for restricted domain.

Proof.
By the Attal-Meyer characterization (Proposition 1.8) of restricted integrals
it is enough to prove that for all f in �, the vector ES f of T� is such thatP

i khidiES fk2 and
P

i



h+i piES f

2 or
P

i



h�i diES f

, depending on �, are
�nite. This is obtained from the fact that

khik � kHk
and that 

h�i 

2 � Z ti+1

ti

kHsk2ds

is square-integrable.

�

Let us �x the notations to be used in the rest of the paper: we will
consider two integrals

H =

Z 1

0

H�
s da

�
s et K =

Z 1

0

K�
s da

�
s

which satisfy the assumptions (HS); � and � can take the values +;�; Æ or�.
The projections ESHES , E SKE S will be denoted by h, k respectively. In

the case where � or � is di�erent from �, the processes (h�i)i2N, (k�i )i2N and
(hÆi )i2N, (k

Æ
i )i2N are as de�ned in Proposition 2.2; we will discuss again later

the case of � = �. If � is + or � then we have seen that h is equal to

h =
X
i

h�ia
�
i +
X
i

hÆi a
Æ
i ;

we then denote by ehÆ the integral
P

i h
Æ
i a
Æ
i which we will usually call the

\parasite" term. As before, hj will denote the integral stopped at time j

hj =
X
i<j

h�ia
�
i +
X
i<j

hÆi a
Æ
i ;

and ehÆj the integral ehÆj =X
i<j

hÆi a
Æ
i :

We need a few lemmas to start the technical proofs:
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202 From Pauli matrices to quantum Ito formula

Lemma 3.2 Let u belong to L2 (R+). The projection E SE(u) is again an
exponential vector in T� over the function eu(i) = 1p

ti+1�ti
R ti+1
ti

u(s)ds. When

seen as a vector of �, it is not necessarily an exponential vector, but one has
for all ti � t < ti+1,

Dte(eu) = eu(i)p
ti+1�ti e(eui)

Proof.
For all A = fi1; : : : ; ing 2 P, we have

ESE(u)(A) =
1p

(ti1+1�ti1) : : : (tin+1�tin)

Z ti1+1

ti1

� � �
Z tin+1

tin

E(u)(s1; : : : ; sn)ds1 : : : dsn

=
Y
i2A

1p
ti+1�ti

Z ti+1

ti

u(t)dt

=
Y
i2A
eu(i):

�

Lemma 3.3 For all s < t, the operator (a+t � a+s )Ps is bounded on the
exponential domain, with norm

p
t� s.

Proof.
On �s, the operator (a

+
t �a+s ) is simply the tensor multiplication by �t��s.

�

Lemma 3.4 Let � = + or �. Then for all u 2 L2 (R+), we have

khÆi e(eui)k � 1p
ti+1�ti

Z ti+1

ti

kH�
tk dt ke(eui)k (3.1)




ehÆi e(eui])


 � kukL2
sZ 1

0

kH�
t k2dt exp kuk2=2 (3.2)

Proof.
The �rst inequality is trivial from Lemma 3.3. The second one comes from
aÆi e(eu) = eu(i)e(eui)e(eu(i) and ehÆi =Pj<i h

Æ
ja
Æ
j .

�

Lemma 3.5 Let f be an integrable function over R+ . One has

supjt�sj<Æ

Z t

s

jf(u)j du !
Æ!0

0
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Yan Pautrat 203

Proof.
The function x 7! R x

0
jf(u)j du has arbitrarily small variations outside of a

compact set, and is continuous, hence uniformly continuous, on that compact
set.

�

We shall �rst simplify the case when � = �, proving the fact that one
can choose to consider the alternative description described at the end of the
preceding section.

Lemma 3.6 Let H =
R1
0
H�

s ds be an operator satisfying (HS). Then H is
equal to the series

P
i h

�
i ; where

hi pi = ES

Z ti+1

ti

PtiH
�
t dt ESpi:

Proof.
First let us observe that, by the strong left-continuity of the process, which
is obvious from (HS), and Proposition 2.4, the result holds if we consider
h
0�
i in place of h�i . Now let us prove that

X
i

(h
0�
i � h�i )

=
X
i

(ES

Z ti

ti�1

H�
s ds ES � ES (pi

Z ti+1

ti

H�
s ds pi)
 I ES )

converges strongly to zero on the exponential set. Let us say a word about
the tensor product which appears in that formula: the projection hi is the
action of

R ti+1
ti

H�
s ds before time ti, so that its tensor product decomposition

in T�i 
 T�[i is given as in the above formula.

Since the considered operators are norm-bounded (with bound 2
R t
0
kHsk ds),

convergence on any vector in � will follow. The above operator, when applied
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204 From Pauli matrices to quantum Ito formula

to an exponential vector E(u), yields
X
i

(ES

Z ti

ti�1

H�
s ds e(eui)� piES

Z ti+1

ti

H�
s ds e(eui))e(eu[i)

=
X
i

�
(I � pi)ES

Z ti+1

ti

H�
s ds e(eui)

� ES

Z ti+1

ti

H�
s ds e(eui+1) + ES

Z ti

ti�1

H�
s ds e(eui)

+ E S

Z ti+1

ti

H�
s ds (e(eui+1)� e(eui))� e(eu[i)

=
X
i

(pi+1 � pi)ES

Z ti+1

ti

H�
s ds e(eui)e(eu[i)

�
X
i

(ES

Z ti+1

ti

H�
s ds e(eui+1) + E S

Z ti

ti�1

H�
s ds e(eui+1))

+
X
i

(ES

Z ti+1

ti

H�
s ds (e(eui+1)� e(eui))):

The last sum is smaller in norm than
P

i jeu(i)j R ti+1ti
kH�

s k ds ke(eu)k, hence
smaller than the vanishing sequence

R kH�
s k ds supi jeu(i)j kE(u)k. The sec-

ond sum is X
i

E S (
Z ti+1

ti

H�
s ds e(eu)� Z ti

ti�1

H�
s ds e(eu));

hence appears as the sum of increments of a summable sequence; therefore it
is either zero or of the form

R t
ti
H�

s ds e(eu) for the largest i s.t. ti � t, in which

case it is bounded by
R t
ti
kH�

s k ds kE(u)k and therefore vanishes by Lemma
3.5. The �rst term is equal to

ES

Z 1

0

(pi+1 � pi)H
�
s e(eui)e(eu[i)ds

where i is actually an i(s), which is de�ned by ti(s) � s < ti(s)+1. The inte-
grand is pointwise bounded by kH�

s k kE(u)k, which is an integrable function,
independently of the partition, and converges pointwise to zero with the mesh
size of the partition. Lebesgue's dominated convergence theorem thus applies
and the proof is complete.

�
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Yan Pautrat 205

Consequence of Lemma 3.6 Notice that a projection ES
R
H�

s da
�
s will,

in our scheme, be composed only with bounded operators. Besides, we will
from now on only be interested in weak convergences so that one can always
consider adjoint relations. Because of that, we will systematically replace the
projection ESHES of an integralH =

R
H�

s da
�
s by the alternative description

described in Lemma 3.6.
The following proposition constitutes the �rst of the three announced

steps of our demonstration, that is, getting rid of the unwanted aÆ from the
projection, and of the terms they induce after composition:

Proposition 3.7 Let �; � 2 f+;�; Æ;�g and let H;K be two operator inte-
grals satisfying the assumptions (HS). Then for all u; v 2 L2 (R+),

hE(u) ; ESHES ESKESE(v)i � he(eu) ;X
i

h�ia
�
i

X
i

k�i a
�
i e(ev)i

tends to zero as the partition's mesh size tends to zero.

Proof.
If both � and � are Æ, there is nothing to do but recall that ESHES and
ESKE S converge strongly on � and are uniformly bounded in norm. If one
of �, � is �, the corresponding projection can be immediately replaced by the
integral with respect to a� thanks to the emphasized consequence of Lemma
3.6.

To work out the other cases notice that

hk = ((h� ehÆ) + ehÆ)((k � ekÆ) + ekÆ) if � and � are both + or �;

hk = ((h� ehÆ) + ehÆ)k if for example � only is + or � :

Besides, h � ehÆ = Pi h
�
ia

�
i , so that one only has to show that ehÆk, hkÆ and

hÆekÆ tend to zero in our weak sense. Thanks to adjointness properties the
proof reduces to proving that

ehÆk converges to zero for � = �;+ and any � (3.3)

and ehÆekÆ converges to zero when � and � are both + or � (3.4)

where convergence is meant \asymptotically on the exponential domain" in
the same sense as in the proposition.

For the �rst assumption (3.3), let us observe that

he(eu) ;ehÆke(ev)i = h ehÆ�e(eu); ke(ev)i
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206 From Pauli matrices to quantum Ito formula

and that, since k = ESKE S is bounded and (ehÆ)�e(eu) is uniformly bounded
by Lemma 3.4, one can replace e(ev) by anything which tends to it in norm
with the mesh size jSj. One can approximate KE(v) by a linear combination
of exponential vectors; let us suppose for simplicity that KE(v) is approxi-
mated by a single vector E(w). Then, since
kke(ev)� e(ew)k = kE SE(w)� ESKE SE(v)k

� kE SE(w)� ESKE(v)k+ kESKE(v)� E SKE SE(v)k
� kKE(v)� E(w)k+ kKk kE(v)� ESE(v)k ;

and both terms on the right-hand side can be made arbitrarily small if the
partition is re�ned enough, one can replace ke(ev) by e( ew). Now our assump-

tion reduces to showing that he(eu) ;ehÆe( ew)i tends to zero with jSj. But it is
equal toX

i

eu(i)ev(i)he(eui) ; hÆi e( ewiihe(eu(i); e(ev(i)i
=

X
i

eu(i)ev(i)
ti+1�ti

Z ti+1

ti

he(eui) ; Pti(a
�
t � a�ti )H

�
t e( ewi)idthe(eu(i); e(ev(i)i

if for example � = � (the case � = + is proved by dual computations). Using
Lemma 3.3, one has���he(eu) ;ehÆe( ew)i��� �

X
i

jeu(i)ew(i)jp
ti+1�ti

Z ti+1

ti



H�
t



dt ke(eu)k ke(ew)k
�

X
i

jeu(i)ew(i)jsZ ti+1

ti



H�
t



2dt ke(eu)k ke( ew)k
� kuk kwk exp kuk exp kwk

s
supi

Z ti+1

ti



H�
t



2dt
and the last term converges to zero by Lemma 3.5.

To prove (3.4) let us write

ehÆekÆ =X
i

hÆiekÆi aÆi +X
i

ehÆi kÆi aÆi +X
i

hÆik
Æ
i a

Æ
i

using the discrete time Ito formula. That implies

he(eu) ;ehÆekÆe(ev)i =X
i

eu(i)ev(i)he(eui) ; (hÆiekÆi + ehÆi kÆi + hÆi k
Æ
i )e(evi)i
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Yan Pautrat 207

up to uniformly bounded factors he(eu(i); e(ev(i)i. For the sake of lisibility, we
will forget it and all its avatars from now on. Using Lemma 3.4 and the fact
that ehÆi ; ekÆi are bounded with norms � kHk ; kKk, one has a majoration of���he(eu) ;ehÆekÆe(ev)i��� by three terms of the kind

X
i

jeu(i)ev(i)jsZ ti+1

ti

kKtk2dt�

and since the series
Peu(i)ev(i) is convergent, one concludes again using

Lemma 3.5.

�

Proposition 3.8 With the assumptions of Proposition 3.7, the quantity

hE(u) ; ESHESKESE(v)i�he(eu) ; �X
i

h�ikia
�
i+
X
i

hik
�
i a

�
i +
X
i

h�ik
�
i a

�:�
i

�
e(ev)i

tends to zero as the partition's mesh size tends to zero, where �:� is computed
using formally the continuous Ito formula.

Proof.
All that is left to prove is that

for (�; �) = (+;�); one has
X
i

h�i k
+
i a

Æ
i !
jSj!0

0 (3.5)

and

for (�; �) = (�;+); one has
X
i

h�i k
+
i a

Æ
i !
jSj!0

0: (3.6)

plus the convergence to zero in all cases involving an integral with respect to
�. The proofs of (3.5) (3.6) are the same; let us prove for example (3:5):

jhe(eu) ;X
i

h�i k
+
i a

Æ
i e(ev)ij �X

i

jeu(i)j jev(i)j

h��i e(eui)

 

k+i e(evi)


up to a constant factor, and since



h��i e(eui)

 �
sZ ti+1

ti



H��
t



2dt ke(eui)k
and 

k+i e(evi)

 �

sZ ti+1

ti



K+
t



2dt ke(evi)k ;
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208 From Pauli matrices to quantum Ito formula

one concludes as before.
Now in the case where �, for example, is �, one writes the usual equalities

he(eu) ; a�(h�k�)e(ev)i =
X
i�0

he(eui) ; h�i k�i e(evi)ihe(eu[i); e(ev[i)i
=

X
i�0

Z ti+1

ti

Z ti+1

ti

he(eui) ; H�
t K

�
s e(evi)ihe(eu[i); e(ev[i)i dt ds

(keep in mind that �:� = � in all cases), and this is dominated by the
following quantities:

� Pi

R ti+1
ti



H�
t



 dt R ti+1
ti



K�
t



 dt if � = �,

� Pi

p
ti+1�ti

R ti+1
ti



H�
t



 dtqR ti+1
ti

kK�
t k2dt if � = +;�,

� Pi(ti+1�ti)
R ti+1
ti



H�
t



 dt kKÆk1 if � = Æ
where all majorations are up to constant factors. In all three cases the
summed term in the majorant is a summable one multiplied by a vanishing
one.

�

We now apply these results to prove the �nal result:

Theorem 3.9 (Ito formula in continous time) Let H =
R1
0
H�

s da
�
s and

K =
R1
0
K�

s da
�
s be two continuous-time integrals satisfying the assumptions

(HS). Then the following equality holds on �:Z 1

0

H�
tda

�
t

Z 1

0

K�
t da

�
t =

Z 1

0

H�
tKtda

�
t +

Z 1

0

HtK
�
t da

�
t +

Z 1

0

H�
tK

�
t da

�:�
t

where a�:� is computed using the continuous Ito table.

Remark : we insist on the fact that this reproves the Ito formula on reg-
ular Fock space knowing nothing but its counterpart on the toy Fock space.

Proof.
We will prove that for any u; v 2 L2 (R+) one has

hE(u) ;
Z 1

0

H�
t da

�
t

Z 1

0

K�
t da

�
t E(v)i =

hE(u) ; (
Z 1

0

H�
tKtda

�
t +

Z 1

0

HtK
�
t da

�
t +

Z 1

0

H�
tK

�
t da

�:�
t )E(v)i:
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Yan Pautrat 209

By Proposition 3.8, it suÆces to show that

he(eu) ;X
i

h�ikia
�
ie(ev)i ! hE(u) ;

Z 1

0

H�
sKs da

�
sE(v)i

he(eu) ;X
i

hik
�
i a

�
i e(ev)i ! hE(u) ;

Z 1

0

HsK
�
s da

�
sE(v)i

he(eu) ;X
i

h�ik
�
i a

�:�
i e(ev)i ! hE(u) ;

Z 1

0

H�K� da�:�s E(v)i

but one can see that the previous propositions apply to the integrals
R
H�

sKsda
�
s,R

HsK
�
s da

�
s ,
R
H�

sK
�
s da

�:�
s so that one also has that

he(eu) ;X
i

(H�K)�ia
�
ie(ev)i ! hE(u) ;

Z 1

0

H�
sKsda

�
sE(v)i

he(eu) ;X
i

(HK�)�i a
�
i e(ev)i ! hE(u) ;

Z 1

0

HsK
�
s da

�
sE(v)i

he(eu) ;X
i

(H�K�)�:�i e(ev)i ! hE(u) ;
Z 1

0

H�
sK

�
s da

�:�
s E(v)i

where (HK�)�i , (H
�K)�i are the integrands associated by Proposition 2.2 (or

by Lemma 3.6) to the integral
R
HsK

�
s da

�
s , etc. It suÆces then to prove that

he(eu) ;X
i

(h�iki � (H�K)�i)a
�
ie(ev)i ! 0 (3.7)

he(eu) ;X
i

(hik
�
i � (HK�)�i )a

�
i e(ev)i ! 0 (3.8)

he(eu) ;X
i

(h�ik
�
i � (H�K�)�:�i )a�:�i e(ev)i ! 0 (3.9)

(3.7) and (3.8) derive one from another by adjointness. Let us prove the
di�erent cases one by one.

(3.7) in the case � = � or +: let us take for example � = +.

he(eu) ; a�(h�k � (H�K)�i)e(ev)i =X
i

eu(i)he(eui) ; (h+i ki � (H+K)+i )e(evi)i:
The above quantities are equal toX

i

eu(i)he(eui) ; 1p
ti+1�ti

Z ti+1

ti

Pti(H
+
t ki �H+

t Kt)e(evi)dti
=

X
i

eu(i)p
ti+1�ti

Z ti+1

ti

hH+�
t e(eui); (ki �Kt)e(evi)idt
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210 From Pauli matrices to quantum Ito formula

So the norm of the left-hand side is smaller thanX
i

jeu(i)jp
ti+1�ti

Z ti+1

ti



H+�
t



 k(ki �Kt)e(evi)k dt
�

X
i

jeu(i)jsZ ti+1

ti

kHtk2k(ki �Kt)e(evi)k2dt
� keuk2l2

sZ 1

0



H+
t



2k(ki �Kt)e(evi)k2dt (3.10)

by repeated use of the Cauchy-Schwarz formula and convenient erasing of
constant terms. The index i in the last line is actually a i(t).

But, since ki = ESKtiE S ,

k(ki �Kt)e(evi)k � kKtie(evi)k+ kKte(evi)k :
If � = +; Æ;�, then (Kt) is an operator martingale, so, since ti � t with
e(evi) 2 �ti ,

k(ki �Kt)e(evi)k � kESKtie(evi)k+ kKte(evi)k
� 2 kKe(evi)k
� 2 kKk ke(ev)k :

A majoration of the same kind is immediately obtained in the case � =
� since kKtk � R kK�

s k ds. One can then apply Lebesgue's dominated
convergence theorem to the integral in (3.10). Besides,

k(ki �Kt)e(evi)k � k(ESKti �Kti)e(ev)k+ k(Kti �Kt)PtiE SE(vti)k :
And both terms on the right-hand side tend to zero a.e.; the proof of

(3.7) with � = + or � is now complete.

(3.7) in the case � = Æ:
we now consider the quantityX

i

eu(i)ev(i)he(eui) ; (hÆiki � (HÆK)Æi )e(evi)i
where we forget once again the last factor. It is equal toX

i

eu(i)ev(i)
ti+1�ti

Z ti+1

ti

he(eui) ; HÆ
t (ki �Kt)e(evi)idt

=

Z 1

0

eu(i)ev(i)
ti+1�ti he(eui) ; HÆ

t (ki �Kt)e(evi)idt:
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Yan Pautrat 211

The bracket is uniformly bounded, and t 7! eu(i)p
ti+1�ti ,

ev(i)p
ti+1�ti where once again

i is actually a i(t), tend to u,v in L2 (R+) by the martingale convergence
theorem. One can therefore consider, instead of the above, the quantityZ 1

0

u(t)v(t)he(eui) ; HÆ
t (ki �Kt)e(evi)idt

so that one can now apply Lebesgue's theorem in the same way as in the
previous case.

(3.7) in the case � = �: we considerX
i

he(eui) ; (h�i ki � (H�K)�i )e(evi)i
=

X
i

Z ti

ti�1

hH��
t e(eui); (ESKti �Kt)e(evi)idt;

which we can estimate as before by
R kH�

s k ds.
Let us now prove (3.9). First let us settle the problem when one of � or � is �;

we take for example � = �. In this case we have to show that

he(eu) ;X
i

h�i k
�
i a

�
i e(ev)i

vanishes when the mesh size of the partition tends to zero. But that quantity
is smaller in norm than X

i



(h�i )�e(eu)

 kk�i a�i e(ev)k
which in turn is smaller than a constant timesX

i

Z ti+1

ti



H��
t



 dt 

k�i a�i e(evi])

 : (3.11)

Now the following observations will be used over and again so that we
make a lemma out of them but do not prove it.

Lemma 3.10 One has the following estimates:

� if � = +, then k�i a
�
i e(evi]) = k�i e(ev1l6=i)Xi, and



k�i a�i e(evi])

 �
sZ ti+1

ti

kK�
t k2dt kE(v)k :
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212 From Pauli matrices to quantum Ito formula

� if � = �, then k�i a
�
i e(evi]) = ev(i)k�i e(ev1l6=i) and



k�i a�i e(evi])

 �
sZ ti+1

ti

kK�
t k2dt jev(i)j kE(v)k :

� if � = Æ, then k�i a
�
i e(evi]) = ev(i)k�i e(ev1l6=i)Xi and

k�i a�i e(evi])

 � kKÆk1 jev(i)j kE(v)k :

� if � = �, then k�i a
�
i e(evi]) = �k�i e(evi)� (
 + ev(i)Xi) and

k�i a�i e(evi])

 � Z ti+1

ti



K�
t



 dt (1 + jeu(i)j):
In the case we are interested in ((3.7) in the case � = �), we obtain that

in all cases, (3.11) is a sum of terms of the form
R ti+1
ti



H��
t



 times a term
that vanishes uniformly in i with the mesh size of the partition.

There are four non trivial cases left: (�; �) equal to (�;+), (Æ; Æ), (Æ;+)
and (�; Æ). The last two cases have similar proofs; let us prove them �rst.

(3.9) in the case (�; �) = (�; Æ) or (Æ;+):
we take for example (�; �) = (Æ;+). What we want to prove is that

he(eu) ;X
i

(hÆik
�
i � (HÆH+)+i )a

+
i e(ev)i �!jSj!0

0:

This quantity is equal toX
i

eu(i)he(eui) ; (hÆik+i � 1p
ti+1�ti

Z ti+1

ti

PtiH
Æ
tK

+
t dt)e(evi)i

=
X
i

eu(i)he(eui) ; 1p
ti+1�ti

Z ti+1

ti

HÆ
t (

1p
ti+1�ti k

+
i �K+

t )dt e(evi)i
hence the norm of the left-hand side is, up to a factor term depending only
on u; v; smaller than:X

i

jeu(i)jp
ti+1�ti

Z ti+1

ti

kHÆ
t k k(

1p
ti+1�ti k

+
i �K+

t )e(evi)kdt
� sup kHÆ

t k
X
i

jeu(i)jsZ ti+1

ti

k( 1p
ti+1�ti k

+
i �K+

t )e(evi)k2dt:
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Yan Pautrat 213

Since e(evi])� e(evi) = ev(i)e(evi)Xi, substituting e(evi) with e(evi]) creates an
error term which is smaller than

 X
i

Z ti+1

ti





( 1

ti+1�ti

Z ti+1

ti

K+
s ds�K+

t )ev(i)e(evi)Xi)





2dt
!1=2

�
 
2
X
i

Z ti+1

ti

(
1

(ti+1�ti)2
�Z ti+1

ti

kKsk ds
�2

+ kKtk2) jev(i)j dt
!1=2

up to a constant factor; but that is smaller by the Cauchy-Schwarz inequality
than

 X
i

Z ti+1

ti

(
1

ti+1�ti

Z ti+1

ti

kKsk2ds+ kKtk2) jev(i)j2 dt
!1=2

=

 X
i

jev(i)j2 (Z ti+1

ti

kKsk2ds+
Z ti+1

ti

kKtk2dt)
!1=2

up to constant factors again. This tends to zero by Lemma 3.5.

Using the adaptation of operators, one sees easily that, once e(evi]) has
been substituted to e(evi), it can be in turn substituted with e(ev); the usual
majorations allow one to substitute it then with E(v). The convergence to
zero of X

i

Z ti+1

ti

k 1

ti+1�ti

Z ti+1

ti

K+
s E(v)ds�K+

t E(v)k2dt

is then a simple consequence of the L2 martingale convergence theorem.

(3.9) in the case (�; �) = (�;+): what we must show vanishes is

X
i

he(eui) ; (h�i k+i � (H�K+)�i )e(evi)i:
We show that

X
i

he(eui) ;�h�i k+i � E S

Z ti+1

ti

H�
t K

+
t dt

�
e(evi)i
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214 From Pauli matrices to quantum Ito formula

vanishes. Its norm is easily shown to be smaller thanX
i

Z ti+1

ti



H�
t



 k( 1p
ti+1�ti k

+
i �K+

t )e(evi)kdt
�

X
i

sZ ti+1

ti



H�
t



2dt sZ ti+1

ti

k( 1p
ti+1�ti k

+
i �K+

t )e(evi)k2dt
� 

H�



2

sX
i

Z ti+1

ti

k( 1p
ti+1�ti k

+
i �K+

t )e(evi)k2dt
and one concludes using Lemma 3.6.

(3.9) in the case (�; �) = (Æ; Æ):
the last step is the proof that

he(eu) ;X
i

(hÆi k
Æ
i � (HÆKÆ)Æi )a

Æ
i e(ev)i �!

jSj!0
0:

But it is equal toX
i

eu(i)ev(i)he(eui) ; (hÆikÆi � (HÆKÆ)Æi )e(evi)i
up to the usual last factor in the sum. The above line is equal to:X

i

eu(i)ev(i)he(eui) ; 1

ti+1�ti

Z ti+1

ti

(HÆ
t k

Æ
i �HÆ

tK
Æ
t )e(evi)dti

=
X
i

eu(i)ev(i)
ti+1�ti

Z ti+1

ti

hHÆ�
t e(eui); 1

ti+1�ti

Z ti+1

ti

(KÆ
s �KÆ

t )e(evi)dsidt
=

Z 1

0

eu(i)ev(i)
ti+1�ti hH

Æ�
t e(eui); 1

ti+1�ti

Z ti+1

ti

(KÆ
s �KÆ

t )e(evi)dsidt
As in the proof of 3.3 we can replace eu(i)ev(i)

ti+1�ti by u(t)v(t). The norm of the

integrated function is then smaller than

ju(t)v(t)j 2 sups kHÆ�
s k sups kKÆ

sk kE(u)k kE(v)k

which is integrable. By Lebesgue's theorem, the considered quantity tends
to zero with the mesh size of the partition.

�

te
l-0

00
04

05
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

22
 D

ec
 2

00
3



Yan Pautrat 215

3.1 A remark on the classical Ito formula

It is well known that the classical Ito formula for quantum stochastic integrals
with respect to any normal martingale is a consequence of the quantum Ito
formula. Indeed, any normal martingale, that is, any martingale M with
square bracket [M ]t = t, can be identi�ed to a multiplication operator on
Fock space. That operator has a quantum stochastic integral representation
(see [At2]), so that its angle bracket can be obtained from the Ito formula.

Therefore, we have proved that, once the normality of the martingale is
known, the value of the angle bracket is deduced from the quantum stochastic
integral representation of the multiplication operator and the commutation
relations for Pauli matrices. There is nothing very deep here since the inte-
gral representation of the multiplication operator itself is derived from the
structure equation of the martingale (see for example [At2]), but it may help
and shed some light on the general computations we have made.

The brownian motion (Bt)t�0 can be identi�ed to the operator process
(a+t + a�t )t�0. If we consider a partition S with constant steps Æ, then the
approximation of the multiplication operator by Bt will be

P
ijti�t

p
Æ(a+i +

a�i ) plus some terms which we have shown can be, in the limit when Æ goes
to zero, neglected. Besides, a+i + a�i is �x so that

�p
Æ(a+i + a�i )

�2
= Æ�2x = ÆI:

The operator ÆI is the approximation of the deterministic process (t)t�0.
This, as we have shown, implies that dhBit = dt.

Another example is the compensated Poisson process (Nt�t)t�0 = (Xt)t�0.
It can be identi�ed with the operator process (a+t + a�t + aÆt )t�0. If we con-
sider again a partition S with constant step Æ, a+t + a�t + aÆt is projected
to
P

ijti�t(
p
Æa+i +

p
Æa�i + a�i ) plus asymptotically negligible terms. Sincep

Æa+i +
p
Æa�i + a�i =

p
Æ�x � 1

2
�z +

1
2
I, we obtain

�p
Æa+i +

p
Æa�i + a�i

�2
= Æ�2x +

1

4
�2z +

1

4
I

� 1

2

p
Æ(�x�z + �z�x) +

p
Æ�x � 1

2
�z

=
�p

Æa+i +
p
Æa�i + a�i

�
+ ÆI

because �x�z + �z�x = 0 and �2x = �2z = I. That, as we have shown, implies
that dhXit = Xt + t.
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216 From Pauli matrices to quantum Ito formula
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Annexe C

Repr�esentations int�egrales des

op�erateurs de seconde

quanti�cation
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Stochastic integral representations of second

quantization operators

Yan Pautrat

Institut Fourier, Universit�e de Grenoble I, France
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Abstract

We give a necessary and suÆcient condition for the second quan-

tization operator �(h) of a bounded operator h on L2 (R+), or for its

di�erential second quantization operator �(h), to have a representa-

tion as a quantum stochastic integral. This condition is exactly that h

writes as the sum of a Hilbert-Schmidt operator and a multiplication

operator. We then explore several extensions of this result. We also

examine the famous counterexample due to Journ�e and Meyer and
explain its representability defect. 1

Introduction

Second quantization operators and di�erential second quantization operators
on Fock spaces are the most basic operators that appear in the quantum
theory of �elds, after creation and annihilation operators. On the other
hand, on Fock spaces of the form �K = �(L2(R+ ;K)), where K is a separable
Hilbert space, an e�ective theory of quantum stochastic integration is now
well-developed and has found numerous applications (such as the ergodic
properties of dissipative quantum systems). One of the basic questions in
that context is to characterize the operators on �K which can be represented
as a quantum stochastic integral. Many articles have been devoted to that
problem (see for example [P-S], [At1], [Coq]), yet it is far from being closed.

We study here two particular families of operators: the second quantiza-
tion operators �(h) and the di�erential second quantization operators �(h),

1Keywords: second quantization, di�erential second quantization, quantum probabil-

ity, quantum stochastic integrals, Fock spaces

AMS classi�cation: 81S25, 60H05
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220 Second quantization operators

for a bounded operator h on L2(R+ ;K). Rather surprisingly we �nd a neces-
sary and suÆcient condition for �(h) and �(h�) to be represented as quantum
stochastic integrals on the set of exponential vectors or on the set of �nite
particle vectors:
Theorem 1 Let h be a bounded operator on L2 (R+). The following prop-
erties are equivalent:

1. �(h) and �(h�) have a quantum stochastic integral representation on

the set E(L2 (R+)) of exponential vectors

2. �(h) and �(h�) have a quantum stochastic integral representation on

the set F of �nite particle vectors

3. h is of the form

h = K +M


where K is a Hilbert-Schmidt operator and M
 is a multiplication by

an essentially bounded function 
.

Surprisingly also, the exact same theorem holds for di�erential second
quantizations.
Theorem 2 Let h be a bounded operator on L2 (R+). The following prop-
erties are equivalent:

1. �(h) and �(h�) have a quantum stochastic integral representation on

the set E(L2 (R+)) of exponential vectors

2. �(h) and �(h�) have a quantum stochastic integral representation on

the set F of �nite particle vectors

3. h is of the form

h = K +M


where K is a Hilbert-Schmidt operator and M
 is a multiplication by

an essentially bounded function 
.

We furthermore derive fully explicit formulas for the integrands in the
integral representation in both cases (di�erential and nondi�erential); we
give suÆcient conditions for the existence of integral representations of such
operators in the case of unbounded operators h. We also prove various results
concerning the obtained representations.

The paper is organized as follows: in section one we give all the neces-
sary theoretical background and notations. The second section is the core of
this article: the above quoted theorem for (non di�erential) second quanti-
zations is proved. Characterizations of the fact that �(h) de�nes a regular
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221

semimartingale (see [At1]) are also given and the counterexample of Journ�e
and Meyer is discussed. In the third section we prove the result for dif-
ferential second quantization operators. Section four handles the extension
of our characterizations and formulas to the case of Fock space of higher
(possibly in�nite) multiplicity. In section �ve we treat the case of second
quantization and di�erential second quantizations of unbounded operators,
which often arise in physical applications of the theory. In that case we give
simple suÆcient conditions for the existence of a quantum stochastic integral
representation.

1 Preliminaries

1.1 Quantum stochastic calculus

The usual framework of quantum stochastic calculus is the symmetric Fock
space �sym(L

2 (R+)) over the space L
2 (R+), that is, the completion ofM

n�0

L2 (R+)
Æn

where L2 (R+)
Æn denotes the n-fold symmetric tensor product of L2 (R+) for

n � 1 and L2 (R+)
Æ0 = C by convention.

We denote by � that space; according to the above de�nition, the el-
ements of � are sequences (f0; f1; : : :) where f0 2 C , fn is a symmetric
function on R

n
+ for n � 1, and

jf0j2 +
X
n�1

Z
s1<���<sn

jfn(s1; : : : ; sn)j2 ds1 : : : dsn < +1:

We will use the more concise notation of Guichardet (see [Gui]): we identify
sequences (f0; f1; : : :) with functions f on P, P being the set of �nite subsets
of R+ . Such a function belongs to � if

jf(;)j2 +
X
n�1

Z
s1<���<sn

jf(fs1; : : : ; sng)j2 ds1 : : : dsn < +1:

On P we can de�ne a measure simply by taking its restriction to the subset
of P that has n-uples for elements to be equal to the n-dimensional Lebesgue
measure and taking the empty set to be an atom of mass one. Equipped
with such a measure, L2 (P) can be seen to be isomorphic to the space
�sym(L

2 (R+)). From now on we will always work with this realization of
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222 1 PRELIMINARIES

Fock space and write indi�erently � or L2 (P). The canonical element in P
will be denoted by � and the in�nitesimal element by d�. We will also follow
the convention that subsets fs1; : : : ; sng are always written in ordered form:
the si's are always assumed to satisfy s1 < : : : < sn unless otherwise stated.

Among vectors of L2 (P) we denote by 
 the vacuum vector, which is
the indicator of the empty set. For any t in R+ we will denote by �t or by
L2(Pt) the subspace of L

2 (P) made of functions with support in [0; t]: for a
function f in L2 (P),

f belongs to L2(Pt) , f(�) = 0 for a.a. � such that � 6� [0; t]:

A vector f of � which belongs to L2(Pt) is said to be t-adapted. For any n
in N we also de�ne the n-th chaos as the subspace of � made of functions
with support in the n-uples: for a function f in L2 (P),

f belongs to the n-th chaos , f(�) = 0 if card � 6= n:

The n-th chaos is therefore equal to the closed subspace generated by all
vectors of the form u1 Æ : : : Æ un with u1; : : : ; un in L2 (R+).

In L2 (P) we will often consider three most important subspaces: the �rst
is the exponential domain E(L2 (R+)), the second is the subspace J (L2 (R+))
introduced by Coquio in [Coq], the last is the �nite particle vector F .

To any function u in L2 (R+) we then associate a function E(u) on P by� E(u)(;) = 1
E(u)(fs1; : : : ; sng)=u(s1) : : : u(sn):

This E(u) is an element of L2 (P) as one can see from the equalityZ
s1<���<sn

ju(s1) : : : u(sn)j2 ds1 : : : dsn = 1

n!

Z
R+

ju(s)j2 ds

which implies

kE(u)k2 = ekuk
2

:

The set E(L2 (R+)) is total in L2 (P) (see [Mey]).
The set J (L2 (R+)) is the subspace of L2 (P) generated by the vacuum

vector and by the vectors j(v; u) de�ned for any u; v in L2 (R+) by�
j(v; u)(;) = 0

j(v; u)(fs1; : : : ; sng)=v(sn) u(s1) : : : u(sn�1):

From the relation E(u) = 
 + j(u; u) one sees that J (L2 (R+)) contains the
linear span of E(L2 (R+)) so that J (L2 (R+)) is dense.
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1.1 Quantum stochastic calculus 223

The �nite particle domain F is de�ned as the algebraic sum of n-th
chaoses for n in N . Thus for a vector f in L2 (P),

f 2 F , 9N 2 N s.t. f(�) = 0 if card � � N:

It is clear from the de�nition of � that F is a dense subset as well and that
it is generated by 
 and all vectors of the form u1 Æ : : : Æ un.

Abstract Ito calculus For details on all objects de�ned in this paragraph,
see [A-M] or [At3]. Let us consider for all t the element �t of L

2 (P) de�ned
by

�t(�) =

�
1 if � = fsg and s < t
0 otherwise.

A family (ft)t�0 of elements of L2 (P) is called an adapted process if for
almost all t, the function ft is t-adapted, that is, ft belongs to L2(Pt). For
an adapted process (ft)t�0 satisfying

R kftk2 dt < +1, one can de�ne the
integral of (ft)t�0 with respect to the curve (�t)t�0. This de�nes an element
of L2 (P), denoted Z 1

0

ft d�t

which we call the Ito integral of (ft)t�0. It has square norm




Z 1

0

ft d�t






2

=

Z 1

0

kftk2 dt: (1.1)

That integral can be constructed from the case of step processes, extending
the de�nition by the isometry formula (1.1). One can check that, as a function
on P, the integral R1

0
ft d�t is given byZ 1

0

ft d�t (�) =

�
0 if � = ;

f_�(� n _�) otherwise (1.2)

where _� represents the largest element in �. We de�ne integrals
R b

a
ft d�t

to be the integral of the process (ft 1l[a;b](t))t�0.
Apart from this integral, the two main tools of abstract Ito calculus

are the following families of operators: the adapted projections (Pt)t�0 and
adapted gradients (Dt)t�0, which we now de�ne.

For any f in �, the image of f by these operators is de�ned by

Ptf(�) =

�
f(�) if � � [0; t]
0 otherwise,

Dtf(�) =

�
f(� [ ftg) if � � [0; t]

0 otherwise.
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224 1 PRELIMINARIES

It is clear that for all f in L2 (P), all t in R+ , Ptf is a well-de�ned
element of L2 (P); the question of de�niteness of Dt will be addressed a little
further. What is clear is that, as soon as Ptf , Dtf are de�ned, they belong to
L2(Pt): in particular the operator Pt is simply the orthogonal projection on
the subspace L2(Pt). Thus the families (Ptf)t�0 and (Dtf)t�0 are adapted;
this allows us to consider the integral

R1
0

Dtf d�t. One deduces from the
de�nition of the integral (1.2) the following equality, valid for all f in �:

f = f(;) 
 +

Z 1

0

Dtf d�t (1.3)

together with the isometry formula

kfk2 = jf(;)j2 +
Z 1

0

kDtfk2 dt: (1.4)

Equality (1.3) is known as the previsible representation of f .
In the de�nition of operators Dt we have omitted to discuss the question

of de�niteness; now formula (1.4) shows that for all f in �, almost all t in R+ ,
the function Dtf is a well-de�ned element of �. This can not be improved,
so that an individual Dt is not de�ned as an operator.

On vectors of E(L2 (R+)) or J (L2 (R+)) the operators Pt or Dt satisfy

PtE(u) = E(�tu) DtE(u) = u(t)E(�tu)
Ptj(v; u) = j(�tv; �tu) Dtj(v; u) = v(t)E(�tu);

where �t is the operator of multiplication by the indicator function of [0; t]
on L2 (R+).

This gives in particular the previsible representations of exponential vec-
tors and vectors j(v; u):

E(u) = 
 +

Z 1

0

u(t)E(�tu) d�t

and

j(v; u) =

Z 1

0

v(t)E(�tu)d�t:

Second quantization operators For any bounded operator h on L2 (R+)
we de�ne operators �(h), �(h) on vectors of � of the form u1 Æ : : : Æ un with
u1; : : : ; un in L2 (R+) by

�(h) (u1 Æ : : : Æ un) = hu1 Æ : : : Æ hun; (1.5)
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1.1 Quantum stochastic calculus 225

�(h) (u1 Æ : : : Æ un) = hu1 Æ u2 Æ : : : Æ un + : : :+ u1 Æ : : : Æ un�1 Æ hun: (1.6)

These operators �(h) and �(h) are then extended by linearity and closure;
one can check that their domain is the set of all f in L2 (P) such that,
denoting fn the restriction of f to the n-th chaos, we haveX

n

k�(h)fnk2 < +1

or respectively X
n

k�(h)fnk2 < +1:

The action of these operators on exponential vectors is easily expressed:

�(h)E(u) = E(hu)
�(h)E(u) = a+huE(u):

These two types of operators are linked by the following formula, which
can be taken as the de�nition of di�erential second quantization operators,
and explains the term di�erential: for any bounded h on L2 (R+), any t in
R, one has

�(eith) = eit�(h):

In the case of a selfadjoint operator h this means that �(h) is the (uniquely
de�ned) generator of the unitary semigroup obtained by second quantization
of the unitary semigroup with generator h.

We will mention in section �ve second quantizations of unbounded oper-
ators h. The de�nition for such operators is easily adapted from the above
formulas (1.5), (1.6).

Quantum stochastic integration We will now de�ne integrals of opera-
tor processes with respect to the three quantum noises da+t , da

�
t , da

Æ
t .

We consider quantum stochastic integrals as de�ned by Attal and Meyer
in [A-M]. To describe it we �rst need to de�ne adapted processes of operators:

De�nition 1.1 An adapted process of operators on � is a family (Hs)s�0 of

operators on � such that, for almost all s, the operator Hs is s-adapted, that

is:

� DomHs is stable by the operators Ps and Du for a.a. u � s;

� for any f in DomHs the following equalities hold:

HsPsf = PsHsf

HsDuf = DuHsf for a.a. u � s:
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226 1 PRELIMINARIES

Now, for three adapted families (H+
s )s�0, (H

�
s )s�0, (H

Æ
s )s�0 of operators

on � and a scalar �, the integral

� Id +

Z 1

0

H+
s da+s +

Z 1

0

H�
s da�s +

Z 1

0

HÆ
s da

Æ
s

is de�ned as the only operator H that satis�es the following equality:

Hf = �f(;)+
Z 1

0

HsDsf d�s+

Z 1

0

H+
s Psf d�s+

Z 1

0

H�
s Dsf ds+

Z 1

0

HÆ
sDsf d�s;

(1.7)
where Hs is PsHPs. The domain of H is then the set of all vectors f in �
such that equation (1.7) is meaningful, that is:

� for almost all s in R+ , Dsf belongs to DomHs, DomH�
s , DomHÆ

s and
Psf belongs to DomH+

s .

� the equality (1.7) holds (remark that H appears on both sides of the
equation).

We de�ne integrals
R b

a
H�

s da
�
s to be the integral of the process (H

�
s 1l[a;b](s))s�0.

Then it can be seen that an operator Ht is recovered as the restriction to �t

of

� Id +

Z t

0

H+
s da+s +

Z t

0

H�
s da�s +

Z t

0

HÆ
s da

Æ
s:

In the theory of quantum stochastic integration a fourth type of integrals
is usually considered: integrals

R1
0

H�
s da�s with respect to the noise da�s .

The noise da�s is actually equal to ds and that new integral is simply the
strong integral

R1
0

H�
s da

�
s . Therefore there is no interest in representing a

single operator H as

� Id +

Z 1

0

H+
s da+s +

Z 1

0

H�
s da�s +

Z 1

0

HÆ
s da

Æ
s +

Z 1

0

H�
s da�s :

Note that the picture is di�erent if one looks for representation of processes
of operators, in which case the introduction of the time integral is in general
necessary.

In this paper we are interested in representing operators individually, so
that we will consider representations as integrals

� Id +

Z 1

0

H+
s da+s +

Z 1

0

H�
s da�s +

Z 1

0

HÆ
s da

Æ
s

only. What's more, we will always look for representations in which, for
a.a. s, the operators H+

s , H
�
s , H

Æ
s are closable; otherwise the unicity of the

representation does not hold (see [At2]).
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1.1 Quantum stochastic calculus 227

The Journ�e-Meyer counterexample The question of whether all op-
erators on Fock space are representable as quantum stochastic integrals as-
suming simple domain assumptions was given a negative answer by Journ�e
and Meyer in [J-M]: their counterexample consists of a bounded operator on
L2 (P) which is not representable on the whole of the exponential domain.
The reason why we include this counterexample here is that the considered
operator is a second quantization: Journ�e and Meyer consider the second
quantization operator �(h) where h is the Hilbert transform on L2 (R+)
(more precisely, to a function f in L2 (R+) it associates the restriction to
R+ of the Hilbert transform of f seen as an element of L2(R)). Since the
Hilbert transform is a unitary operator, the operator h is a contraction of
L2 (R+) so that the associated �(h) is a bounded operator; yet this opera-
tor �(h) is not representable on the whole of E(L2 (R+)) { not even on the
subset E(L2 \ L1(R+)). Indeed Journ�e and Meyer prove that, if some u in
L2 \ L1(R+) is such that E(u) is in the domain of some integral operator
H, then t 7! PtHE(ut) has �nite quadratic variation. Then they construct
explicitly some u in L2 \ L1(R+) for which t 7! PtHE(ut) does not have
�nite quadratic variation.

The case of Fock space of higher multiplicity We present here brie
y
the counterpart of the above de�nitions in the case of Fock space of higher
multiplicity.

For that consider some separable Hilbert space K and �x a hilbertian
basis (ei)i2I , where we assume for notational convenience that I does not
contain the index zero. The Fock space with multiplicity space K, which we
denote by �K, is de�ned as the completion ofM

n�0

L2(R+ ;K)Æn

as before, but again Guichardet's shorthand notation gives a more concise
form and we describe it now without details. The Fock space �K is identi�ed
with L2(PI) where elements of PI are �nite subsets of P �I. An element of
�K is now a function with variable � of the form

f(s1; i1); : : : ; (sn; in)g
where n 2 N , the sk's belong to R+ and the ik's belong to I. As before we
always write such a � so that s1 < : : : < sn. The integrability condition for
a function f on PI to belong to �K is nowX

n

X
i1;:::;in2I

Z
s1<:::<sn

jf(f(s1; i1); : : : ; (sn; in)g)j2 ds1 : : : dsn < +1:
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228 1 PRELIMINARIES

The exponential vectors E(u), vectors j(v; u) and �nite particle vectors
are de�ned in ways analogous to the case of simple Fock space �: exponential
vectors are now constructed with respect to functions u in L2(R+ ;K) by

E(u)(f(s1; i1); : : : ; (sn; in)g) = u(s1; i1) � � �u(sn; in);

the set J (L2(R+ ;K) of vectors j(v; u) for v; u in L2(R+ ;K) is de�ned by

j(v; u) = 
 +
X
i2I

Z 1

0

v(s; i)E(us)d�i
s;

and the �nite particle domain is generated by 
 and vectors of the form

u1 Æ : : : Æ un
for u1; : : : ; un in L2(R+ ;K).

The abstract Ito calculus uses now a set of curves �i
t and operators Di

t

for i 2 I. For any f in �K, we de�ne D
i
tf and Ptf by

Ptf(�) =

�
f(�) if � = f(s1; i1); : : : ; (sn; in)g with all si in [0; t]
0 otherwise,

Di
tf(�) =

�
f(� [ (t; i)g) if � = f(s1; i1); : : : ; (sn; in)g with all si in [0; t]

0 otherwise.

To de�ne an abstract Ito integral we consider again a family of elements
(�i

t)t�0 of �K. For an adapted process (ft)t�0 in �K an integral
R1
0

ft d�
i
t is

de�ned for each i in I byZ 1

0

ft d�
i
t(�) =

�
fsn(� n (sn; in)) if � = f(s1; i1); : : : ; (sn; in)g with in = i

0 otherwise.

and all integrals are de�ned as zero on the null set. To unify our notations
we will denote by

R
ft d�

0
t the time integral

R
ft dt, and by D0

t the projection
Pt.

Now any vector f of �K has a previsible representation of the form

f = f(;) +
X
i2I

Z 1

0

Di
tf d�

i
t

with associated isometry formula

kfk2 = jf(;)j2 +
X
i2I

Z 1

0



Di
tf


2 dt;
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229

second quantization and di�erential second quantization operators are de-
�ned as before, but now for operators h on L2(R+ ;K).

Stochastic integrals of operators are now to be considered with respect
to a set of quantum noises dai;jt for i; j both in I [ f0g. The noise da0;0t will
represent the time di�erential dt Id; da0;it , dai;0t and dai;it represent respec-
tively the creation, annihilation and conservation operators at site i 2 I, the
remaining ones dai;jt for i 6= j representing exchange operators.

Now an integral

�Id +
X

i;j2I[f0g

Z 1

0

H i;j
s dai;js

is de�ned as the operator H that satis�es

Hf = �f(;) +
X
i2I

Z 1

0

HsD
i
sf d�

i
s +

X
i;j2I[f0g

Z 1

0

H i;j
s Di

sf d�
j
s:

This de�nition meets the one for Fock space of multiplicity one if I is made
of a single element.

Note that, as before, we will be interested in representing operators as
sums of integrals that exclude integration with respect to time: only the
noises dai;js for (i; j) 6= (0; 0) will be considered in quantum stochastic integral
representations.

2 Second quantization operators

2.1 A representation theorem

The main theorem to be proved in this section is the characterization of
operators h on L2 (R+) such that the operators �(h), �(h�) are representable
on the exponential domain or on the �nite particle domain.

The explicit formulas for the integrands to appear in the representation
are given along the proof, in (2.12), (2.13).

Theorem 2.1 Let h be a bounded operator on L2 (R+). The following prop-

erties are equivalent:

1. �(h) and �(h�) have a stochastic integral representation on the set

E(L2 (R+)) of exponential vectors

2. �(h) and �(h�) have a stochastic integral representation on the set F
of �nite particle vectors
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230 2 SECOND QUANTIZATION OPERATORS

3. h is of the form

h = K +M


where K is a Hilbert-Schmidt operator and M
 is a multiplication by

an essentially bounded function 
.

Besides, if one of these holds, then the representation holds on the set J (L2 (R+)).

First we will prove the equivalence of 1. and 3.; the proof of the equiva-
lence of 2. and 3 will then appear as a simplication.

The proof will be decomposed as follows:

� we prove in Proposition 2.2 below that 1. implies a seemingly weaker
set of conditions (C),

� we prove the equivalence of (C) and 3. in Lemma 2.6,

� we prove the implication 3. ) 1.,

� we extend a representation to the domain J (L2 (R+)).

We recall that we denote by �t the operator on L2 (R+) of multiplication
by the indicator function of [0; t]. We will also denote by 1l[a;b] the indicator
function of [a; b] � R+ and by 1lt] the indicator of [0; t].

Proposition 2.2 If �(h) and �(h�) have a stochastic integral representation

on the set E(L2 (R+)) then h satis�es the following set of conditions (C):

(C)

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

�for a.a. t; �th1l[t;t+�]=� converges in L2 (R+) to a function �t as �! 0;

�for a.a. t; �th
�1l[t;t+�]=� converges in L2 (R+) to a function �t as �! 0;

�the functions t 7! k�tkL2(R+) ; t 7! k�tkL2(R+) are square-integrable,

�for a.a. t; 1
�

R t+�

t
h1l[t;t+�](s)ds converges to a scalar 
(t) as �! 0 and

�the function t 7! 
(t) is essentially bounded.

Proof of Proposition 2.2. We suppose here that the equality

�(h) = �Id +

Z 1

0

H+
s da+s +

Z 1

0

H+
s da�s +

Z 1

0

HÆ
s da

Æ
s (2.1)

holds on E(L2 (R+)). We also assume that �(h�) has such a representation.
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2.1 A representation theorem 231

First let us remark that �(h)
 = 
; then the equality (2.1) implies :


 = �
 +

Z 1

0

H+
s 
 d�s

so that � = 1 (and H+
s 
 = 0 for almost all s, but we do not need this).

Now we compute Pt�(h)E(�t+�u) and Pt�(h)E(�tu) for some function u
in L2 (R+):

�(h)E(�t+�u) = 
 +

Z t+�

0

u(s)HsE(�su) d�s +

Z +1

0

H+
s E(�s^(t+�)u) d�s

+

Z t+�

0

u(s)H�
s E(�su) ds+

Z t+�

0

u(s)HÆ
sE(�su) d�s;

so that

Pt �(h)E(�t+�u) = 
 +

Z t

0

u(s)HsE(�su) d�s +

Z t

0

H+
s E(�su) d�s

+

Z t+�

0

u(s)PtH
�
s E(�su) ds+

Z t

0

u(s)HÆ
sE(�su) d�s;

whereas

Pt �(h)E(�tu) = 
 +

Z t

0

u(s)HsE(�su) d�s +

Z t

0

H+
s E(�su) d�s

+

Z t

0

u(s)H�
s E(�su) ds+

Z t

0

u(s)HÆ
sE(�su) d�s:

Hence

1

�
Pt (�(h)E(�t+�u)� �(h)E(�tu)) = Pt

1

�

Z t+�

t

u(s)H�
s E(�su) ds:

But s 7! ju(s)j kH�
s E(�su)k is integrable by de�niteness of the da� inte-

gral on E(L2 (R+)), so that, for almost all t, the integral on the right-hand
side above tends in norm to u(t)H�

t E(�tu). The operator Pt is a projection
and the limit H�

t E(ut) belongs to its image �t], so that the right-hand side
also converges to u(t)H�

t E(�tu).
For simplicity we denote by �[t;t+�] the operator �t+� � �t. When re-

stricted to the �rst chaos, the left-hand side, with this notation, is simply
(�thp[t;t+�]u)=� so that we have proved that

for a.a.t; �th�[t;t+�]u=�
�!0�! u(t)P 1H�

t E(�tu) in L2 norm. (2.2)
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232 2 SECOND QUANTIZATION OPERATORS

where P 1 is the projection on the �rst chaos.
Applying that result in the case where u is taken to be 1lN ] for some N

in N yields the fact that

for a.a.t; �th1l[t;t+�]=�
�!0�! P 1H�

t E(1lt]) in L2 norm. (2.3)

We denote from now on P 1H�
t E(1lt), by �t and remark that t 7! k�tk is a

locally integrable function since t 7! ��1lN ](t)
�� 

H�

t E(�t1lN ])


 is integrable for

any N in N .
By the assumption that �(h�) has an integral representation we obtain

the dual assumptions, so that we have proved the two �rst conditions of (C).
We have not proved the third, that is, the square-integrability of k�tk and
k�tk; we will address that issue after the last proof of convergence.

We prove the fourth property of (C). Let us consider �(h)E(�t+�u) on
the �rst chaos, for some u in L2 (R+). For almost any s � t+ �,

�(h)E(�t+�u)(s) = u(s)HsE(�su)(;) +H+
s E(�su)(;)

+

Z t+�

s

u(r)H�
r E(�ru)(s) dr + u(s)HÆ

sE(�su)(;);

where the lower bound s for the a� integral arises because H�
r E(�ru)(s) is

zero for r < s by adaptedness.
Thus one has, using the fact that �(h)E(�t+�u)(s) = h�t+�u(s),

1

�

Z t+�

t

h�t+�u(s) ds =
1

�

Z t+�

t

u(s)ds+
1

�

Z t+�

t

H+
s E(�su)(;) ds (2.4)

+
1

�

Z t+�

t

Z t+�

s

u(r)H�
r E(�ru)(s) dr ds+

1

�

Z t+�

t

u(r)HÆ
rE(�ru)(;) dr:

For almost all t:

� the �rst term converges to u(t),

� the second and fourth terms converge respectively to H+
t E(�tu)(;)

and u(t)HÆ
t E(�tu)(;) because of the integrability properties of of s 7!

H+
s E(�su), s 7! u(s)HÆ

sE(�su),
� the third term vanishes. Indeed, an application of Fubini's theorem
shows that����1�
Z t+�

t

Z t+�

s

u(r)H�
r E(�ru)(s) dr ds

���� � 1

�

Z t+�

t

ju(r)j
Z r

t

��H�
r E(�ru)(s)

�� ds dr;
and the integral

R r

t
jH�

r E(�ru)(s)j ds is smaller than
p
� kH�

r E(�ru)k
for any r in [t; t+�] by the Cauchy-Schwarz inequality. That third term
is therefore equal to

p
� times a convergent term.
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2.1 A representation theorem 233

Thus we have shown that

1

�

Z t+�

t

h�t+�u(s) ds converges as �! 0: (2.5)

But then
1

�

Z t+�

t

h�tu(s) ds = h(h�1l[t;t+�])=� ; �tui;

and �tH
�1l[t;t+�]=� converges in L2 (R+), so that

1

�

Z t+�

t

h�t+�u(s) ds converges as �! 0: (2.6)

Substracting (2.6) from (2.5) one �nally obtains that for all u in L2 (R+),

for almost all t;
1

�

Z t+�

t

h�[t;t+�]u(s) ds has a limit as � tends to zero.

In the case where u is equal to some indicator function 1lN ] with t < N ,
this implies that

for almost all t;
1

�

Z t+�

t

h1l[t;t+�](s) ds has a limit as � tends to zero,

and in that particular case we denote the limit by 
(t). For every �,

����1�
Z t+�

t

h1l[t;t+�](s)ds

���� � 1p
�

�Z ��h1l[t;t+�]

��2�1=2

� khk

so that the function 
 is necessarily essentially bounded.
We now prove the square-integrability of �t and �t. The argument is the

following: we prove in Lemma 2.4 below that

u(t)�t = u(t)P 1H�
t E(�tu) almost everywhere in P

therefore showing that t 7! u(t) k�tkL2([0;t]) is integrable for any u in L2 (R+),
and conclude thanks to the the following lemma:

Lemma 2.3 Let p 2 [1;+1[. Let v be a measurable function such that uv is

integrable for every u is in Lp(R+). Then v is in Lq(R+), where q 2]1;+1]
is the conjugate index of p.
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234 2 SECOND QUANTIZATION OPERATORS

Proof of Lemma 2.3 If u 7! R
uv is bounded, then the classical duality

theorem imply that v 2 Lq(R+). It is therefore enough to prove that u 7! uv
is continuous between the two Banachs Lp(R+) and L1(R+). By the closed
graph theorem it is enough to prove that the graph of that application is
closed: for that let us suppose that un ! u in Lp(R+) with unv converging
in L1(R+). Almost-everywhere convergence of subsequences holds in both
cases, and this shows that the limit of unv is uv.

�

The following is therefore a crucial step of our demonstration:

Lemma 2.4 For all u 2 L2 (R+), almost all t,

P 1H�
t E(�tu) = P 1H�

t E(1lt]): (2.7)

Proof of Lemma 2.4
First notice two simple consequences of (2.3) and (2.2):

� for all u, v, one has (u+ v)(t)P 1H�
t E(�t(u+ v)) = u(t)P 1H�

t E(�tu) +
v(t)P 1H�

t E(�tv),
� for any almost everywhere di�erentiable function u, the desired equality
(2.7) holds for almost all t.

To prove the second point, consider an almost everywhere di�erentiable
function u. For almost all t, the following three conditions hold:

�th�[t;t+�]u=�! u(t)P 1H�
t E(�tu); (2.8)

�th(u(t)1l[t;t+�])=�! u(t)�t; (2.9)

and u is di�erentiable at t. The di�erentiability of u at t implies that the
function ju� u(t)j =� is bounded on [t; t + �] for small enough �. Therefore

the L2 norm of �[t;t+�]
u�u(t)

�
converges to zero as � goes to zero and so does

the L2 norm of h�[t;t+�]
u�u(t)

�
. We deduce the equality (2.7) from (2.8) and

(2.9).
Thanks to the �rst point, one can restrict the proof of Lemma 2.4 to the

case of a positive function u. Besides, it is enough to prove equality (2.7) for
almost all t in a compact interval [0; T ].

Consider therefore an almost everywhere positive function u in L2([0; T ]).
The sequence (vn)n�0 with vn = sup(u; 1

n
) converges to u in L2([0; T ]). Be-

sides, classical convolution techniques allow us to approximate any vn by
a sequence of smooth functions which are almost everywhere greater than
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2.1 A representation theorem 235

1
n
. Combining these two remarks provides us with a sequence of almost ev-

erywhere strictly positive smooth functions (un)n�0 which approximate u in
L2([0; T ]).

For every n we have, since un is smooth,

for almost all t in [0; T ]; un(t)P
1H�

t E(�tun) = un(t)P
1H�

t E(1lt]):
The following lemma strengthens that equality:

Lemma 2.5 For any function u such that u(t)P 1H�
t E(�tu) = u(t)P 1H�

t E(1lt])
for almost all t, we have

u(t)H�
t E(�tu) = u(t)

Z t

0

�t(s)d�s Æ E(�th�tu) (2.10)

for almost all t also.

Proof of Lemma 2.5 One of the �rst steps of the proof of Proposition 2.2
was to show that

1

�
Pt (�(h)E(�t+�u)� �(h)E(�tu))

converges to u(t)H�
t E(�tu). Now, on the n-th chaos, the above quantity is

equal to
1

�
Pt ((h�t+�u)

Æn � (h�tu)
Æn) ;

and writing h�t+�u = h�[t;t+�]u + h�tu, and expanding that expression, we
obtain that the above is

1

�
Pt

�
h�[t;t+�]u Æ (h�tu)Æ(n�1) + (h�[t;t+�]u)

Æ2 Æ (h�tu)Æ(n�2) + � � �+ (h�Æn[t;t+�]u)
�

and since 1
�
�th�[t;t+�]u converges to u(t)�t, the normalisations imply that the

above converges almost everywhere to u(t)�t Æ (�th�tu)Æ(n�1), on the n-th
chaos, so that we obtain equality (2.10).

�

We now apply Lemma 2.5 to each of the functions un. In each relation
we can simplify by un(t) and still have an equality which holds almost every-
where. Besides, we have a countable set of almost-everywhere equalities so
that:

For almost all t in [0; T ]:

for all n; H�
t E(�tun) =

Z t

0

�t(s)d�s Æ E(�th�tun);
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236 2 SECOND QUANTIZATION OPERATORS

the right-hand-side converges in L2 (P), hence the left-hand-side also does.
Since E(�tun) converges to E(�tu) which is in the domain of the closable

operator H�
t , the closability of H�

t implies that for almost all t,

H�
t E(�tu) =

Z t

0

�t(s)d�s Æ E(�th�tu);

a relation which, projected on the �rst chaos, yields

for almost all t; P 1H�
t E(�tu) = �t:

�

This concludes the proof of Proposition 2.2.

�

We now take on the second step of our proof, that is, the equivalence of
conditions (C) and 2.

Lemma 2.6 For a bounded operator h, the conditions (C) in Proposition

2.2 are equivalent to the existence of a Hilbert-Schmidt operator K such that

h = K +M
;

where M
 is the multiplication operator by 
.

Proof of Lemma 2.6
That h being of the mentioned form implies conditions (C) is straightforward
(and unnecessary for our purpose). Now, to prove the converse, let us de�ne
a kernel � by �

�(s; t) = �t(s) if s < t and
�(s; t) = �s(t) if s > t:

(2.11)

Our assumptions on � and � show thatZ
0<s<t

j�(s; t)j2 ds dt < +1

and Z
0<t<s

j�(s; t)j2 ds dt < +1

so that the kernel � de�nes a Hilbert-Schmidt operator K which is in partic-
ular a bounded operator on L2 (R+). The operator of multiplication by 
 is
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2.1 A representation theorem 237

also bounded. Therefore we can consider h�K�M
 instead of h and show
that, if h satis�es(C) with �; �; 
 all null then h is the null operator.

To prove that claim, observe that if u 2 L2 (R+), and a < b, then for
almost every t > b:

h(u1l[a;b])(t) = lim
�!0

1

�

Z t+�

t

h(u1l[a;b])(s) ds

= lim
�!0

h(h�1l[t;t+�])=�; u1l[a;b]i

and the limit is zero since the restriction of (h�1l[t;t+�])=� to [0; t] converges to
zero in L2. Therefore h(u1l[a;b]) is a.e. null on [b;+1[. The same property
holds by symmetry for h�.

For c < d < a,

Z d

c

h(u1l[a;b])(s) ds = hh�1l[c;d] ; u1l[a;b]i

which is zero by the previous step.

Therefore h(u1l[a;b]) has support in [a; b], so that for any u 2 L2 (R+), any
interval I of R+ , one has

h(u1lI) = 1lI(hu:)

From this one deduces that h is a multiplication operator. It is straight-
forward from the last condition in (C) with 
 = 0 that this multiplication is
null.

�

Proof of 3. ) 1. of Theorem 2.1

Suppose that h is of the form

h = K +M


where K is a Hilbert-Schmidt operator with kernel �. We then de�ne for any
u 2 L2 (R+) 8>>><

>>>:
H+

t E(�tu)=
R t

0
�(s; t)u(s) ds E(�th�tu)

H�
t E(�tu)=E(�th�tu) Æ

R t

0
�(t; s) d�s

HÆ
t E(�tu)= (
(t)� 1) E(�th�tu);

(2.12)
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238 2 SECOND QUANTIZATION OPERATORS

and extend all three operators by adaptedness. Remark that this means that
on the set E(L2 (R+)),

8>>><
>>>:

H+
t Pt= Pt�(h) a

�

�(:;t)
Pt

H�
t Pt= Pt a

+
�(t;:) �(h)Pt

HÆ
t Pt=(
(t)� 1)Pt �(h)Pt:

(2.13)

From the above equations one can check that, if one denotes by ~H+
t , ~H�

t ,
~HÆ
t the operators de�ned in an analogous way from h� instead of h, then the

equalities

~H+
t = (H�

t )
�

~H�
t = (H+

t )
�

~HÆ
t = (HÆ

t )
�

hold on E(L2 (R+)); this implies that the integrands we have de�ned are
closable.

From formulas (2.12) one also derives the estimates

8>>><
>>>:



H+
t E(�tu)



2�R t

0
j�(s; t)j2 ds k�tuk2 exp(khk2k�tuk2)

H�

t E(�tu)


2� R t

0
j�(t; s)j2 ds exp(khk2k�tuk2)

kHÆ
t E(�tu)k2� (k
k1 + 1)2 exp(khk2k�tuk2);

(2.14)

which imply that for all u 2 L2 (R+), ju(t)j


H�

t E(�tu)


 is integrable and

H+

t E(�tu)


 ; ju(t)j kHÆ

t E(�tu)k are square-integrable.
The operator

H = Id +

Z 1

0

H+
s da

+
s +

Z 1

0

H�
s da

�
s +

Z 1

0

HÆ
sda

Æ
s

is therefore well-de�ned on the set E(L2 (R+)). One can check that the
operator

Id +

Z 1

0

~H+
s da

+
s +

Z 1

0

~H�
s da

�
s +

Z 1

0

~HÆ
sda

Æ
s

is adjoint to H on the exponential domain, so that H has a densely de�ned
adjoint, and therefore is closable.
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2.1 A representation theorem 239

We now prove that H actually equals �(h) on E(L2 (R+)). Let u belong
to L2 (R+). Then

HE(u) = 
 +

Z 1

0

u(s)HsE(�su) d�s +

Z 1

0

H+
s E(�su) d�s

+

Z 1

0

u(s)H�
s E(�su) ds+

Z 1

0

u(s)HÆ
sE(�su) d�s

and for almost all t 2 R+ ;

DtHE(u) = u(t)HtE(�tu) +H+
t E(�tu) +Dt

Z 1

0

u(s)H�
s E(�su) ds+ u(t)HÆ

t E(�tu)
so that, for � < t one has

DtHE(u)(�) = u(t)HtE(�tu)(�) +
Z t

0

�(s; t)u(s) ds (h�tu)(�)

+

Z +1

t

u(s)H�
s E(�su)(� [ t) ds+ u(t) (
(t)� 1) (h�tu)(�):

Where the a� integral is restricted to [t;+1[ for reasons of adaptedness.
We will write (h�tu)(�) for

Q
a2�(h�tu)(a) or the equivalent short nota-

tion for other functions, as is customary. We now use the fact that for a in
�,

h�tu(a) =

Z t

0

�(s; a)u(s) ds+ u(a)
(a)

and develop such expressions as (h�tu)(�):

DtHE(u)(�)=u(t) (HtE(�tu)�E(h�tu)) (�)+
X
���

Y
a2�[t

�Z t

0

�(s; a)u(a) ds

�
(u
)(� n �)

+

Z +1

t

u(s)
X
b2�[t

�(s; b)(h�su)(� [ t n b) ds+
X
���

Y
a2�

�Z t

0

�(s; a)u(a) ds

�
(u
)(� [ t n �):

where all unions [ denote disjoint unions. The term with the
R +1

t
integral

is equal toZ +1

t

�(s; t)u(s)
X
���

Y
a2�

Z s

0

�(r; a)u(r) dr ds (u
)(� n �)

+
X

�[�[fbg=�

Z +1

t

�(s; b)u(s)
Y
a2�

Z s

0

�(r; a)u(r) dr ds (u
)(� + t)

+
X

�[�[fbg=�

Z +1

t

�(s; b)u(s)
Y
a2�[t

Z s

0

�(r; a)u(r) dr ds (u
)(�):
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240 2 SECOND QUANTIZATION OPERATORS

From this formulation one can see that
�
DtHE(u)�u(t)HtE(ptu)�E(hptu)

�
(�)

is

�
(u
)(t) +

Z 1

0

�(s; t)u(s) ds
� X
�[�=�

Z 1

0

Y
a2�

�(r; a)u(r) dr (u
)(�)

which equals E(hu)(� [ ftg), and we have proved that

DtHE(u)�DtE(hu) = u(t)Pt (E(hu)� E(h�tu)) :
Since HE(u)(;) = E(hu)(;), the previsible representation isometry (1.4)
yields

kHE(u)� E(hu)k2 =

Z 1

0

ju(t)j2 kPt (HE(�tu)� E(h�tu))k2 dt

�
Z 1

0

ju(t)j2 k(HE(�tu)� E(h�tu))k2 dt;

and this allows us to conclude that HE(�Tu) = E(h�Tu) for any T in R+

thanks to Gronwall's lemma. The closability of H, which we have proved
before, entails HE(u) = E(hu).

This ends the proof of the equivalence of 1. and 3.

Extension of the representation to J
We consider the stochastic integral representation de�ned on E(L2 (R+))

above and prove now that it holds on all of the domain J . First of all,
since Dtj(g; f) = g(t)E(ft), the estimates (2.14) are enough to prove that
t 7! 

H�

t Dtj(g; f)


 and t 7! kHÆ

tDtj(g; f)k2 are integrable. Now one needs
to show that H+

t can be extended to j(g; f): one de�nes it through (2.13).
To prove that it is well-de�ned it is enough to show, since the restriction of
�(h) to the n-th chaos has norm khkn, that, denoting by P n the projection
on the n-th chaos,

X
;n�0

khk2n



P n(a�

�(:;t)
Ptj(g; f))




2 < +1;

and this series would be an upper bound for


H+

t Ptj(g; f)


2. One can see

that, for almost all s1 < � � � < sn,

a�
�(:;t)

Ptj(g; f)(s1; � � � ; sn) =

Z sn

0

�(r; t)f(r) dr j(g; f)(s1; � � � ; sn)

+

Z t

sn

�(r; t)g(r) dr E(ft)(s1; � � � ; sn);
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2.1 A representation theorem 241

so that


P na�
�(:;t)

Ptj(g; f)(s1; : : : ; sn)



2 � 2

Z t

0

j�(r; t)j2 dr �kfk2kP nj(g; f)k2 + kgk2kP nE(f)k2� :
Since

P
n�0

khk2n kP nj(g; f)k2 andP
n�0

khk2n kP nE(f)k2 are �nite, this proves
both that H+

t is well de�ned on J and that t 7! 

H+
t Ptj(g; f)



 is square-
integrable. Therefore the considered quantum stochastic integral is de�ned
on J and a proof that it actually equals �(h) on that set would be similar
to the proof of equality on E(L2 (R+)).

Proof in the case of the �nite particle domain To obtain the equiv-
alence of 2. and 3. in Theorem 2.1 we need to obtain the following implica-
tions:

� condition 2. implies conditions (C),

� condition 3. on the form of h implies condition 2.,

because the other parts of the proof are unchanged.
To prove conditions (C) from 2. one �rst computes for u in L2 (R+)

Pt�(h)

Z t+�

0

u(s) d�s � Pt�(h)

Z t

0

u(s) d�s

and shows that this implies

(�th�[t;t+�]u)=� =
1

�
Pt

Z t+�

t

u(s)H�
s 
 ds

so that �th�[t;t+�]u=� converges to u(t)H
�
t 
. Since

u(t)H�
t 
 = H�

t Dt(

Z 1

0

u(s) d�s);

this implies as before that P 1H�
t 
 belongs to L2 (R+) and that t 7! k�tk is

square-integrable. By duality this proves the �rst three conditions in (C).
The proof of the fourth and �fth conditions in (C) is similar to the one we

have given in the case of the exponential domain, the assumed representation
being applied to

R
u(s) d�s instead of E(u).

Assuming that h = K + M
 with Hilbert-Schmidt K and essentially
bounded 
 we know from the previous case that the quantum stochastic
integral with integrands given by (2.12) is well-de�ned and equal to �(h) on
E(L2 (R+)). It is immediate to see that the integral is also de�ned on F ;
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242 2 SECOND QUANTIZATION OPERATORS

besides, it is clear from the formulas for the integrands that any chaos space
is stable by the so de�ned integral operator. Therefore the equality of �(h)
and the integral operator on an exponential E(u) imply, for any n in N , the
equality on uÆn, hence by polarization the equality on any u1 Æ : : : Æ un.
This ends the proof of Theorem 2.1.

�

Possible extensions of Theorem 2.1 It is clear that the hypothesis in
1. that the integral representation of the considered operator is valid on the
whole of the exponential domain is most important to our proof: it is what en-
ables us to prove that the functions t 7! k�tk ; t 7! k�tk are square-integrable,
implying that the kernel operator we construct is of Hilbert-Schmidt type. It
would be interesting for applications to consider weaker assumptions such as
the representability on E(L2 \ Lp), the set of exponentials of functions both
in L2 (R+) and Lp(R+). In that case we obtain the property that t 7! k�tk
and t 7! k�tk belong to L2 (R+) + Lq(R+) where q = p=p � 1, but this has
no such simple consequences on the form of h as in the case we have treated.
See [Pau] for detailed results and proofs.

2.2 The Journ�e-Meyer counterexample

First of all one should remark that the counterexample of Journ�e and Meyer
is a counterexample to the representability of �(h); nothing is said of the
representability of �(h�). Yet the same phenomena appear as in our case
and the representability of �(h) on E(L2 (R+)) would be equivalent to the
fact that h is of the form K +M
 as before.

Indeed, here h� = �h; this has no a priori consequence on the repre-
sentability of �(h�) but it nevertheless allows us to obtain all conditions (C):
the representability of �(h) alone gives the �rst condition in (C), the relation
h = h� gives the second one and the rest is proved as before. Therefore h is
of the form h = K +M
.

In the considered case the operator h satis�es h1l[a;b](s) =
1
�
log s�a

s�b
for

a.a. s (see [J-M]). This implies that 1
�
h1l[t;t+�] converges almost everywhere

to s 7! 1
�

1
t�s

, and this last function is not square-integrable, so that the above
convergence can not hold in the L2 sense. This operator h is therefore far
from ful�lling conditions (C): the associated �t is such that

R t

0
�t(s) d�s does

not de�ne an element of �, so that the equality

H�
t E(�tu) =

Z t

0

�t(s) d�s Æ E(�th�tu);
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2.3 Second quantization operators as regular martingales 243

can not be given a de�nite meaning for any u.

This is why a stochastic integral representation can be de�ned only in a
weaker way: indeed the representation de�ned in Parthasarathy's response
[Par] is probably the best possible one: H+

t E(�tu) is de�ned only for u's with
some regularity (enough to make the integral

R t

0
1

t�s
u(s) ds meaningful) and

H�
t is only de�ned as a distribution, through the action of its adjoint.

Let us make an additional remark: the function u pointed out by Journ�e
and Meyer is actually bounded with compact support, so that it belongs
to all sets Lp(R+); this proves that �(h) is not representable even on the
smaller subspaces L2 \ Lp(R+). As we noted before, a more general char-
acterization of representability on such a subspace is given in [Pau]; in this
example the representability defect is actually so strong (the kernel is not
even square integrable in one variable) that that characterization does not
teach us anything new about this particular case.

2.3 Second quantization operators as regular martin-

gales

It is clear from formulas 2.12 or 2.13 that the boundedness of �(h) is strongly
linked to that of the operators H+

t , H
�
t , H

Æ
t . This allows us to obtain a

pleasant characterization of the operators of �(h) that belong to one of Attal's
semimartingale algebras (see [At1]).

We recall the de�nition of the two semimartingale algebras:

De�nition 2.7 � An operator H is an element of S 0 if it has a quantum

stochastic integral representation with bounded integrands H+
t , H

�
t and

HÆ
t that moreover are such that t 7! 

H+

t



 ; 

H�
t



 are square integrable

functions and t 7! kHÆ
t k is an essentially bounded function.

� An operator H is an element of S if it is an element of S 0 and is a

bounded operator.

Proposition 2.8 For a second quantization operator �(h) the following are

equivalent:

1. �(h) belongs to S 0,

2. �(h) belongs to S,

3. h is of the form K +M
 as in Theorem 2.1 and h is a contraction.
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244 3 DIFFERENTIAL SECOND QUANTIZATION OPERATORS

Proof.
We �rst prove that 3. implies that �(h) is an element of S. If h is a con-
traction then (2.14) shows that H�

t , H
Æ
t are bounded on E(L2 (R+)), with

norms smaller than
qR t

0
j�(t; s)j2 ds, (kfk1 + 1) respectively. That is, both

can be extended as bounded operators on �, with t 7! 

H�
t



 and t 7! kHÆ
t k

respectively square-integrable and essentially bounded. Now to prove that
H+

t is bounded we recall the following earlier remark: if one denotes by ~H�
t

the analogue of operator H�
t associated to h�, then the equality ~H�

t = (H+
t )

�

holds on E(L2 (R+)). Therefore the adjoint of H
+
t is contained in a bounded

operator with norm
qR t

0
j�(s; t)j2 dr, the closure of H+

t is a bounded oper-

ator and t 7! 

H+
t



2. The operator �(h) itself is bounded so that �nally
�(h) 2 S.

Now let us prove that 1. implies 3.: we suppose that �(h) has a rep-
resentation as a quantum stochastic integral with the relevant boundedness
assumptions on H+

t ; H
�
t ; H

Æ
t . Then the same property holds for �(h�) (see

[At1]) and our Theorem 2.1 applies, and shows that h is of the form K+M


as before. Besides, since the integrands H+
t , H

�
t , H

Æ
t are bounded and there-

fore closable, Attal's uniqueness theorem applies (see [At2]) and shows that
the integrands satisfy formulas (2.12). Therefore

H�

t E(�tu)


2 = k�tk2 exp k(h�tu)tk2;

and is to be smaller than a constant times exp k�tuk2 for every u. Denote
by �t the projection in L2 (R+) of restriction to [0; t]; it is necessary that
u 7! �th�t be a contraction. This being true for every t, one has for any u
in L2 (R+), any s, any t larger than s that

k�th�suk � kuk ;
so that h�s is a contraction for any s. The boundedness of h implies that h
is itself a contraction.

That 2. implies 1. is always true, so that the proof is complete.

�

3 Di�erential second quantization operators

We consider now the case of di�erential second quantization operators and
obtain a characterization which is exactly the same as in the previous case
of of non di�erential second quantizations. The explicit formulas for the
integrands in the obtained representations are given below in (3.1) and (3.2).
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Theorem 3.1 Let h be a bounded operator on L2 (R+). The following prop-

erties are equivalent:

1. �(h) and �(h�) have a stochastic integral representation on the set

E(L2 (R+)) of exponential vectors

2. �(h) and �(h�) have a stochastic integral representation on the set F
of �nite particle vectors

3. h is of the form

h = K +M


where K is a Hilbert-Schmidt operator and M
 is a multiplication by

a L1 function 
.

Besides, if one of these holds, then the stochastic integral representation holds

on the set J (L2 (R+)).

Note that this theorem is an improvement of a result proved by Coquio
in [Coq], where the representation of �(h) and �(h�) in 1. was assumed to
hold on the set J .
Proof.
Observe simply that our proof of Proposition 2.2 uses only equalities involv-
ing the stochastic integral operator and �(h)E(u) or �(h�)E(u) on the chaoses
of order zero and one, for functions u in L2 (R+). But then �(h)E(u) (re-
spectively �(h�)E(u)) coincides with �(h)E(u) (respectively �(h�)E(u)) on
the chaos of order one, and is zero indepently of u on the chaos of order
zero whereas �(h)E(u) (respectively �(h)E(u)) is one indepently of u on that
same chaos. Therefore it is easy to see that our proof of Proposition 2.2
would hold if we considered di�erential second quantization operators in-
stead of the non di�erential ones. That 1. implies 2. is then proved by
Lemma 2.6. The proofs for the converse and the extension to J are also
similar to the previous: if 2. is assumed then we de�ne H+

t , H
�
t , H

Æ
t by the

following formulas:8>>><
>>>:

H+
t E(�tu)=

R t

0
�(s; t)u(s) ds E(�tu)

H�
t E(�tu)=E(�tu) Æ

R t

0
�(t; s) d�s

HÆ
t E(�tu)= (
(t)� 1) E(�tu);

(3.1)

then the de�niteness of the integral

H =

Z
H+

s da
+
s +

Z
H�

s da
�
s +

Z
HÆ

sda
Æ
s

on J and the equality DtHj(v; u) = Dt�(h)j(v; u) are obtained as before.
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246 4 THE CASE OF FOCK SPACE OF HIGHER MULTIPLICITY

�

Note that above de�ned integrals have a more general expression:8>>><
>>>:

H+
t Pt= a�

�(:;t)
Pt

H�
t Pt= a+�(t;:)Pt

HÆ
t Pt=(
(t)� 1)Pt:

(3.2)

4 The case of Fock space of higher multiplic-

ity

Once again the proofs in this section would be simple rewritings of the proof
of Theorem 2.1; our task will be therefore to point out the similarities and
to de�ne a correct way of writing our conditions in a concise form.

Let us consider as in the preliminaries a �xed hilbertian basis (ei)i2I of
our multiplicity space K. Let us de�ne, or recall, the terms to appear below:

De�nition 4.1

� A Hilbert-Schmidt operator in L2(R+ ;K) is an operator K for which

there exists a family (�i;j)i;j2I of functions in L2(R+ � R+) such that

X
i;j2I

Z
R+�R+

j�i;j(s; t)j2 ds dt < +1

and for all i in I, almost all s in R+ ,

Kf(s; i) =
X
j2I

Z 1

0

�i;j(r; s)f(r; j)dr:

� A matrix multiplication operator is an operator M
 for which there

exists a set of functions (
i;j)i;j2I on R+ such that for almost all s in

R+ , the quantity

k
k (s) =
 X

i;j2I

j
i;j(s)j2
!1=2

is �nite and

M
f(s; i) =
X
j2I


i;j(s)f(s; j):
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Here are Theorems 2.1 and 3.1 rolled into one in the case of Fock space
of in�nite multiplicity. The formulas for the integrands are given below, in
(4.2), (4.3) for the integrands of �(h) and (4.4), (4.5) for the integrands of
�(h).

Theorem 4.2 Let h be a bounded operator on L2(R+ ;K). The following

properties are equivalent:

1. �(h) and �(h�) have a stochastic integral representation on the set

E(L2(R+ ;K)) of exponential vectors
2. �(h) and �(h�) have a stochastic integral representation on the set FK

of �nite particle vectors

3. �(h) and �(h�) have a stochastic integral representation on the set

E(L2(R+ ;K)) of exponential vectors
4. �(h) and �(h�) have a stochastic integral representation on the set FK

of �nite particle vectors

5. h is of the form

h = K +M


where K is a Hilbert-Schmidt operator and M
 is a multiplication by

a matrix (
i;j)i;j2I such that the function k
k is essentially bounded on

R+ .

Besides, if one of these holds, then the representations hold on the set J (L2(R+ ;K).
Proof.
The proof is essentially the same as before: consider for instance the equiva-
lence of 1. and 3.. By the same arguments as in the case of multiplicity one,
the \i,j matrix element" �(h)i;j of �(h) is of the form

�(h)i;j = Ki;j +M
i;j (4.1)

where 
i;j is an essentially bounded function and Ki;j is a Hilbert-Schmidt
operator with kernel �i;j. Besides, the operator �(h) is bounded and equality
(4.1) for all i; j imply that the operator K with kernel (�i;j)i;j2I is bounded.
Indeed, for any t in R+ , Pt�(h)i;jPt = PtKi;jPt and from this and the dual
relation one deduces that Pt�(h)Pt is bounded uniformly in t. The operator
of multiplication by the matrix (
i;j)i;j2I is thus also bounded; the theory of
Hilbert-Schmidt operators then implies that these operators satisfy integra-
bility assumptions as in De�nition 4.1.

The proof that 3. allows the construction of a well-de�ned integral which
coincides with the desired operator is exactly the same as before. The for-
mulas for integrands are the following:
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248 4 THE CASE OF FOCK SPACE OF HIGHER MULTIPLICITY

Integrands for the representation of �(h): the integrands in the rep-
resentation of �(h) are given by:

H0;i
t E(�tu) =

X
j2I

Z t

0

�i;j(s; t)u(s; j)ds E((h�tu)t)

Hj;0
t E(�tu) = E((h�tu)t) Æ

X
i2I

Z t

0

�i;j(t; s)d�
i
s (4.2)

Hj;i
t E(�tu) = (
i;j(t)� 1) E((h�tu)t):

for all i, j in I. Otherwise stated, they satisfy the following equalities on
E(L2 (R+)) and F ,

H0;i
t Pt = Pt�(h)Pt

X
j2I

Z t

0

�i;j(s; t)da
j;0
s

Hj;0
t Pt =

X
i2I

Z t

0

�i;j(t; s)da
0;i
s Pt�(h)Pt (4.3)

Hj;i
t Pt = (
i;j(t)� 1)Pt�(h)Pt;

and these equalities can be extended to J (L2 (R+)).

Integrands for the representation of �(h): the integrands in the rep-
resentation of �(h) are given by:

H0;i
t E(�tu) =

X
j2I

Z t

0

�i;j(s; t)u(s; j)ds E(�tu)

Hj;0
t E(�tu) = E(�tu) Æ

X
i2I

Z t

0

�i;j(t; s)d�
i
s (4.4)

Hj;i
t E(�tu) = (
i;j(t)� 1) E(�tu):

Otherwise stated, they satisfy the following equalities on E(L2(R+ ;K)) and
FK,

H0;i
t Pt =

X
j2I

Z t

0

�i;j(s; t)da
j;0
s Pt

Hj;0
t Pt =

X
i2I

Z t

0

�i;j(t; s)da
0;i
s Pt (4.5)

H i;j
t Pt = (
i;j(t)� 1) Pt;

and these equalities can be extended to J (L2(R+ ;K).
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5 The case of unbounded operators

This section is meant to handle the case where h is an unbounded operator.
In this particular case, the lack of information about the domain makes it
impossible to obtain simple conditions on the form of h. One can still obtain
necessary conditions for the representability of �(h): for example, for any u
in the domain of h, one has for almost all t

� (hut;t+�)=� converges in L2 ([0; t]),

� 1
�

R �

0
hu[t;t+�](s)ds converges to some complex number.

But these conditions do not translate to a more satisfactory condition on h.
Nevertheless, suÆcient conditions are very easy to obtain: the proof of

Theorem 2.1 makes it clear that it is enough for �(h) to be representable on
E(L2 (R+)) that the expressions in 2.12 and 3.1 be well-de�ned on the set
E(Domh) with estimates that make the quantum stochastic integrals also
well-de�ned. This is summarized in the next proposition:

Proposition 5.1 Let h be an operator on L2 (R+) with domain Domh. As-
sume that there exist a function � : R+�R+ ! C and a function 
 : R+ ! C

such that, for any u in Domh, almost all s in R+ ,

hu(s) =

Z 1

0

�(r; s)u(r)dr + u(s)f(s):

Consider the following conditions:

1. t 7! R t

0
j�(s; t)j2 ds is integrable,

2. for any u in Domh, t 7! ju(t)j
qR t

0
j�(t; s)j2 ds and t 7! jf(t)� 1j ju(t)j

are integrable,

3. for �xed u in Domh, k(h�tu)tk is uniformly bounded in t.

Then:

� If conditions 1. and 2. hold, then �(h) is representable as a quantum

stochastic integral on J (Domh), that is, the set of vectors of the form

j(g; f) with g, f in Domh.

� If conditions 1.,2. and 3. hold, then �(h) is representable as a quantum

stochastic integral on J (Domh).
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Annexe D

Interactions quantiques r�ep�et�ees

et continues : la production

spontan�ee de bruits quantiques
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From repeated to continous quantum interactions:

The spontaneous production of quantum noises

St�ephane ATTAL and Yan PAUTRAT

Institut FOURIER

U.M.R. 5582

BP 74

38402 St Martin d'H�eres cedex

France

Abstract

Consider a simple quantum system with state space H0 which is coupled to another quantum

system with state spaceH. They evolve together for a short time h following an Hamiltonian evolution

eihH . After this interaction H0 is decoupled from H and put into contact with another copy of the

system H, independently of the �rst one. We then let both evolve together in the same way as

previously. We discuss the discrete time quantum evolution which is induced by repeating inde�nitely

these successive interactions, which are determined by H and h only. When passing to the limit

towards continuous quantum dynamics (h ! 0), we show that some quantum noises and quantum

stochastic di�erential equations are spontaneously produced by these deterministic dynamics. For the

very �rst time, these \stochastic Schr�odinger equations" (or \quantum Langevin equations") do not

appear as a model anymore but as a true limit of repeated deterministic quantum interactions. We

apply these results to the passage from repeated to continuous quantum measurement, for which we

justify the usual stochastic Schr�odinger limit model from the more and more frequent repetition of

a �xed quantum measurement. We also apply these results to the approximation of continuous time

quantum master equations by discrete time ones. In particular we show how completely positive maps

tend to Lindblad generators after convenient normalization. We �naly apply these results to a rigourous

discussion of the \coarse-grained approximation" method in quantum optics.
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I. Introduction and main results

I.1 Physical motivations

It is part of the folkore in continuous quantum measurement theory or quan-
tum optics models that the associated quantum dynamics are well modelized by
a stochastic Schr�odinger equation (or quantum Langevin equation), that is, a
Schr�odinger equation perturbed by additional quantum noise terms (or sometimes
classical noise terms). These kinds of evolution equations are in general justi�ed
as models for the interaction of a small system with a large environment; they give
rise to unitary dilations of the associated master equation on the small system;
they give an account of the Markovian character of the evolution.

The aim of this article is to show that these stochastic Schr�odinger equations
appear not only as a satisfactory model, but as a true limit of a very general class of
discrete quantum dynamics: repeated short interactions with some environment.

The general physical context which is involved in this article can be described
as follows: we consider a small quantum system H0 (a �nite dimensional Hilbert
space in our article) and another quantum system H which represents an environ-
ment, a measurement apparatus, incoming photons... or any other system which
is going to interact with the small system. We consider H0 
 H to couple the
two systems, and consider a unitary operator IL on H0 
 H which describes an
interaction of the two systems during a small interval of time h: typically, IL is of
the form IL = eihH for some Hamiltonian H on H0 
H.

Now we repeat this interaction on the small system with a similar coupling
but independently of the �rst environment. One can think of two main sets of
examples where this situation arises: in repeated quantum measurement, where a
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The spontaneous production of quantum noises

family of identical measurement devices is repeatedly presented before the system
H0 (or one single device which is refreshened after every use); in quantum optics,
where a sequence of independent photons arrives one after the other to interact
with H0 for a short time.

In this article we show that the e�ect of this coupling on both the small system
and the environment are described by an equation of the form

un+1 = ILun (1)

where (un)n2IN is a process of operators on H0 
 H. We then show that, as the
characteristic time interval h of the interactions goes to 0, we reach in the limit
to a continuous interaction and the evolution equation (1) converges weakly to a
Schr�odinger equation perturbed by quantum noise terms:

dUt = L00Ut dt+
X
i;j

LijUt da
i
j(t) (2)

where the Lij are operators on H0; such an equation is called in physicist language

a quantum Langevin equation. The operator L00 encodes the resulting dynamic
on H0; the other operators L

i
j on H0, coupled to quantum noises daij, encode the

interaction of H0 with the environment. The solution to this stochastic di�erential
equation completely determines the master equation associated to this evolution;
yet it contains more information than the master equation since it summarizes the
evolution of the whole system, including the dissipation into the environment.

These results are of a very new type in the following sense. Evolution equa-
tions such as (2) have been known for 25 years to modelize the dissipative in-
teraction of simple quantum systems with large environments. They are used in
quantum optics, continuous quantum measurement, electronic transport... But,
up to now, they appeared only as a convenient model, to be compared with other
models (for example with purely Hamiltonian ones).

With our approach and our results, these evolution equations appear as a
true limit of the detailed discrete dynamic which gives an account of the repeated
interactions with the environement. These results show that equations such as
(2) are not only models but the true result of the continuous limit of repeated
interactions. This shows that the quantum noises (and by the way, the classical
noises) appear as a true limit of some elementary interactions.

I.2 Main mathematical results

This article has two backbones: these are the ideas of dilations of completely
positive evolutions and the relations between discrete time and continuous time
evolutions. The original de�nition of quantum stochastic integrals by Hudson
and Parthasarathy in [H-P] was motivated by the construction of unitary dila-
tions of continuous-time completely positive evolutions. Besides, it was originally
remarked by Parthasarathy (see the Exercises 29.12 and 29.13 of [Par]) that, con-
sidering such an evolution, it could be approximated by a discrete-time completely
positive evolution which itself has a unitary dilation.
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In this article we complete the picture; in section II.3 we show that any
completely positive discrete-time evolution on the small system H0 has a unitary
dilation which is obtained by coupling the small system to a spin chain

N
CN+1.

The unitary process which determines the dilation is the solution of an equation
of type (1) and this justi�es the interest of considering this type of equations.

In section III.4 we prove that, if the coeÆcients of the matrix IL which deter-
mines the discrete-time evolution converge with particular normalizations (coeÆ-
cients corresponding to the small system having di�erent normalization than the
other), then the solution (un)n2IN converges, as the time scale h tends to zero, to
the solution (Ut)t�0 of a quantum stochastic di�erential equation of type (2). This
gives an explicit way of approximating continuous-time evolutions and dilations
but also fully describes the asymptotic behaviour of a discrete-time evolution. It
therefore rigorously establishes Markovian models as limits for Hamiltonian ones.

II. Discrete dynamics on the spin chain

II.1 A model for repeated interactions

We will now introduce our framework; to this end, we consider the case of
quantum measurement. The most general quantum measurement made on H0 is
described as follows (see [K-M]): we consider another (�nite dimensional) Hilbert
space H, the reservoir, with a given reference state !; this space, in this case,
represents the measurement apparatus. We couple the two systems and let them
evolve together for a certain amount of time. Assume this elementary evolution
is described by a unitary operator IL on H0 
H; then an initial state (a density
matrix) �
 ! on H0 
H is transformed into the state

IL(�
 !)IL�:

Equivalently, in the Heisenberg picture, an observable A
B on H0 
H is trans-
formed into

IL�(A
B)IL�:

If we want to see the e�ect of that interaction on the small system only, we trace
out the new state along the reservoir:

M�(�) = TrH0

�
IL(�
 !)IL�

�
where TrH0

denotes the partial trace on H0. In the Heisenberg picture, the new
observable on H0 is

M(A
B) = (I 
 !)
�
IL�(A
 B)IL�

�
:

We proceed with the Heisenberg picture. Suppose we want to repeat that
operation on the small system, that is to repeat the same measurement on it, now
that its state has been changed. We cannot simply perform the transformation IL �
IL� again onH0
H, because the state ofH was a�ected by the �rst transformation.
We have to present a new copy of H before H0 and perform the transformation
on that couple. Consider the tensor product H0 
H
H and let IL1 be the copy
of the unitary operator IL but acting on the tensor product of H0 and the �rst

256

te
l-0

00
04

05
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

22
 D

ec
 2

00
3



The spontaneous production of quantum noises

copy of H, so that IL1 acts as the identity on the second copy. Let IL2 be the copy
of the unitary operator IL but acting on the tensor product of H0 and the second
copy of H, so that IL2 acts as the identity on the �rst copy. Let u1 = IL1 and
u2 = IL1IL2. For any initial observable A
 B 
 C on H0 
H
H we have

(I 
 ! 
 !) (u�1(A
 B 
 C)u1) =M(A
B)
 !(C)

and
(I 
 ! 
 !) (u�2(A
 B 
 C)u2) =M(M(A
 B)
 C):

The results of both the �rst and the second measurement are computable this way.

It is now easy to �gure out what the setup should be for an inde�nite number
of repeated measurements: we consider as state space

H0 

O
IN

H:

and the operator ILn which is the copy of the operator IL but acting on the tensor
product of H0 and the n-th copy of H; the operator ILn acts as the identity on
the other copies. Let un = IL1IL2 : : : ILn, that is, the solution of

un+1 = ILn+1un:

The result of the n-th measurement is then given by 
I 


O
IN

!

!
(u�n(A
 B1 
 : : :
 Bn 
 I 
 : : :)un) :

In this article we will study the behaviour of the dynamics as the characteristic
coupling time h tends to zero and see that it can be obtained via a quantum
stochastic di�erential equation. The relevance of our discrete-time model will also
be justi�ed by the fact that, just as in continuous time, any completely positive
evolution on the small system H0 has a unitary dilation in the space H0


N
IN H.

One example we will follow throughout this article is the simplest non triv-
ial example of such an interaction. The small system is C2 and the measuring
apparatus is C2 also. The unitary evolution operator is

IL =

0B@
cos� 0 0 � sin�
0 1 0 0
0 0 1 0

sin� 0 0 cos�

1CA
with the normalization � =

p
h.

II.2 The spin chain and evolution equations

Let N be an integer � 1. We consider the Hilbert space CN+1 in which we
choose a �xed orthonormal basis denoted by f
; X1; : : : ; XNg. This particular
choice of notation is motivated by physical and probabilistic interpretations: in-
deed, this basis can be seen as the eigenstates of the energy levels of an atom (the
ground state 
, the �rst excited state X1,...) or else describing the occupation of
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a site by some particles (
 represents the vacuum, X1 the presence of a particule
of type 1,...). There are some interesting probabilistic interpretations of those no-
tations, in terms of n dimensional random walks, which are developed in [AP2].
We shall not evoke that topic here.

Note that, in order to unify the notation we may sometime denote 
 by X0.

Let T� be the Hilbert space 
INC
N+1. That is, the countable tensor product

of copies of CN+1. A natural orthonormal basis of T� is described by the family

fXA;A 2 PINg
where

{ PIN is the set of �nite subsets A = f(n1; i1); : : : ; (nk; ik)g of IN �f1; : : : ; Ng
such that the ni's are mutually distinct. Another way to describe the set PIN is to
identify it to the set of sequences (An)n2IN with values in f0; : : : ; Ng which take
only a �nite number of time a value di�erent from 0.

{ XA denotes the vector



 : : :
 

Xi1 
 

 : : :
 

Xi2 
 : : :

of T�, where Xi1 appears in the copy number n1, Xi2 appears in the copy n2,...
When A is seen as a sequence (An)n2IN as above, then XA is advantageously
written 
nXAn

.

The signi�cation of this basis is physically easy to understand: we have a
chain of sites, indexed by IN ; in the interpretation of T� as state space describing
the occupancy of di�erent sites, the basis vector XA above speci�es that there is a
particule of type i1 in the site n1, a particule of type i2 in the site n2... all the other
sites being empty. The space T� is what we shall call the spin chain with some
abuse; we will denote by T�i] the spin chain until time i, which is the subspace of
T� generated by those XA's for which A is contained in f0; : : : ; ig � f0; : : : ; Ng.
It will also help for clarity to label the copies of CN+1 and denote by CN+1

i the
i-th copy.

We denote faij ; i; j = 0; : : : ; Ng the natural basis of B(CN+1); that is, for
(i; j) 6= (0; 0)

aij(Xk) = ÆikXj:

We denote by aij(n) the natural ampliation of the operator aij to T� which

acts on the copy number n as aij and the identity elsewhere.

Note, for information only, that the operators aij(n) form a basis of the algebra

B(T�), that is, the von Neumann algebra generated by the aij(n), i; j = 0; : : : ; N ,
n 2 IN , is the whole of B(T�) (for T� admits no subspaces which is non trivial
and invariant under this algebra).

Suppose now that we are given a �nite dimensional Hilbert space H0 which
we call initial space or, in accordance with our physical motivation, small system.
We consider the spin chain space T� =

N
IN C

N+1, presented above, here called
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The spontaneous production of quantum noises

reservoir or large system. We consider an operator IL on H0 
 CN+1, which we
see as a N �N matrix of operators on H0:

IL = (Ai
j)i;j=0;:::;N :

Note that we have indexed the elements of the matrix from 0 to N instead of the
usual 1 to N ; this means of course that we will particularize the index zero as
corresponding to the small system H0.

For any i 2 IN , we denote by ILi the natural ampliation of the operator IL
to H0 
 T� where it is understood that IL acts on the tensor product of H0 and
the i-th copy CN+1

i of CN+1 in the spin chain; the operator ILi thus acts as the
identity I on the other copies of CN+1. For notational convenience it will be easier
to consider this operator as acting on (H0 
 T�i�1])
CN+1

i (and as the identity
on other factors), so that it can be written as a (N + 1) � (N + 1) matrix with
entries Ai

j 
 I, each of which is an operator in H0 
 T�i�1]. Of course we will

usually write simply Ai
j for A

i
j 
 I.

The discrete time evolution equations we shall consider are the following equa-
tions on H0 
 T�:

un+1 = ILn+1un (3)

for all n 2 IN , always with initial condition u0 = I. Keep in mind that, despite
our choice of notations, any un is an operator on H0 
 T�.

The following results are obvious:

Proposition 1 {The solution (un)n2IN of (3) always exists and is unique. It is
a sequence of unitary (resp. isometric, contractive) operators if and only if IL is
unitary (resp. isometric, contractive).

The aim of this article is to show that these equations converge, when the time
parameter (here equal to 1) tends to 0, towards stochastic di�erential equations
with respect to quantum noises, that is, pertubations of Schr�odinger-like evolution
equations by some additional quantum noise terms representing the interaction
with some environment.

But beforehand, we show why our framework is a very general one modelizing
all kinds of physical situations.

II.3 Unitary dilations of completely positive semigroups

In this section, we will show that equations such as (3) appear naturally in
a general setup and allow one to obtain unitary dilations of completely positive
semigroups in discrete time.

Consider a discrete semigroup (Pn)n2IN of completely positive maps on B(H0),
that is,

Pn(X) = `n(X)
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where ` is a completely positive, weakly continuous map on B(H0). In the sequel
we always assume that `(I) = I. By Kraus' theorem (see [Par], Proposition 29.8)
this means that ` is of the form

`(X) =
NX
i=0

V �i XVi

for someN and some familly (Vi) of bounded operators onH0 such that
P

i V
�
i Vi =

I. Of course the indexation is a priori indi�erent to the speci�city of the value
i = 0. The special role played by one of the values will appear later on.

Let IE0 be the partial trace on H0 de�ned by

<� ; IE0(H) > = <�
 
 ; H 
 
>

for all �;  2 H0 and every operator H on H0 
 T�.

Theorem 2 {For any completely positive map

`(X) =
NX
i=0

V �i XVi

on B(H0) there exists a unitary operator IL on H0
CN+1 such that the associated
unitary family of automorphisms on B(H0 
 T�)

jn(H) = u�nHun

(where un is associated to IL by (3)) satis�es

IE0(jn(X 
 I)) = Pn(X);

for all n 2 IN .

Proof

Consider a decomposition of L of the form

`(X) =
NX
i=0

V �i XVi

for a familly (Vi) of bounded operators on H0 such that
PN

i=0 V
�
i Vi = I.

We claim that there exists a unitary operator IL on H0 
 CN+1 of the form

IL =

0BB@
V1 : : : : : :
V2 : : : : : :
...

...
...

VN : : : : : :

1CCA :

Indeed, the condition
PN

i=0 V
�
i Vi = I guarantees that the m �rst columns of IL

(where m = dimH0) constitute an orthonormal family of H0 
 CN+1. We can
thus �ll the matrix by completing it into an orthonormal basis of H0
CN+1; this
makes out a unitary, (N + 1)� (N + 1) matrix IL on H0, of which we denote the
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The spontaneous production of quantum noises

coeÆcients by (Ai
j)i;j=0;:::;N ; with this notation we have for all i, Ai

0 = Vi+1. To

this matrix IL we associate a family (ILi)i�0 of ampliations as explained in section
II.2.

Now, for every operator H on H0 
 CN+1, put

jn(H) = u�nHun:

It satis�es
jn+1(H) = u�nIL

�
n+1H ILn+1un:

We consider this relation for an operator H of the form H = X 
 I, where X is
an operator on H0. Write IL�n+1(X 
 I)ILn+1 in (H0
T�n])
CN+1

n+1 ; it is simply

IL�n+1(X 
 I)ILn+1 =

=

0BB@
(A0

0)
� (A1

0)
� : : :

(A0
1)
� (A1

1)
� : : :

...
...

...
(A0

N )
� (A1

N )
� : : :

1CCA
0BB@
X 0 : : : 0
0 X : : : 0
...

...
...

0 0 : : : X

1CCA
0BB@
A0
0 A0

1 : : :
A1
0 A1

1 : : :
...

...
...

AN
0 AN

1 : : :

1CCA
which is easily seen to be the matrix (Bi

j(X))
i;j=0;:::;N

with

Bi
j(X) =

NX
k=0

(Ak
j )
�X Ak

i :

Note that, more precisely, the operator IL�n+1(X 
 I)ILn+1 is written in (H0 

T�n]) 
 CN+1

n+1 as the matrix (Bi
j(X) 
 I)i;j=0;:::;N . The operator un, in turn,

acts only on H0
CN+1
n , so that u�nIL

�
n+1(X 
 I)ILn+1un can be written in (H0


T�n])
 CN+1
n+1 as

�
u�n
�
Bi
j(X)
 I

�
un
�
i;j=0;:::;N

; simply put, we have proved that

(jn+1(X 
 I))ij = jn(B
i
j(X)
 I)

because both terms act as the identity beyond (H0 
 T�n])
 CN+1
n+1 .

Consider now Tn(X) = IE0(jn(X 
 I)). We have

<� ; Tn+1(X) > = <�
 
 ; jn+1(X 
 I) 
 
>

= <� ; (jn+1(X 
 I))00  >

= <� ; jn(B
0
0(X)
 I) >

= <� ; Tn(B
0
0(X)) >;

now remember that for all i, Ai
0 = Vi+1. This implies that B0

0(X) = `(X). The
above proves that Tn+1(X) = Tn(`(X)) for any n and the theorem follows.

III Convergence to Quantum Stochastic Di�erential Equations

We now describe the convergence of these discrete time evolutions to con-
tinuous time ones, in which we will see quantum noises and quantum stochastic
di�erential equations appear spontaneously. This is performed in three steps:
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{ we �rst embed the chain
N

IN C
N+1 into the bosonic Fock space � =

�(L2(IR+)) as a natural subspace assosciated to some partition S of IR+ , in
such a way that these subspaces constitute an approximation of the Fock space �
when the diameter Æ(S) of the partition goes to 0.

{ we introduce the mathematical tools of quantum noises, quantum stochas-
tic integrals and quantum stochastic di�erential equations, together with their
projections of the subspace

N
IN CN+1.

{ we �nally show that the evolution equation (3) weakly converges in � to a
quantum stochastic di�erential equation.

III.1 Approximation of the Fock space by spin chains

We recall the structure of the bosonic Fock space � and its basic structure
(cf [Att] for details).

Let � = �s(L
2(IR+;CN+1)) be the symmetric (bosonic) Fock space over the

space L2(IR+;CN+1). We shall here give a very eÆcient presentation of that space,
the so-called Guichardet interpretation of the Fock space.

Let I = f1; : : : ; Ng and let P be the set of �nite subsets f(s1; i1); : : : ; (sn; in)g
of IR+ � I such that the si's are mutually distinct; then

P = [nPn where Pn is the set of n-elements subsets of IR+ � I. By ordering
the IR+-part of the elements of � 2 Pn, the set Pn can be identi�ed with the
increasing simplex �n = f0 < t1 < � � � < tng � I of IRn � I, so that Pn inherits a
measured space structure from the Lebesgue measure on IRn times the counting
measure on I. This also gives a measure structure on P if we specify that on
P0 = f;g we put the measure Æ;. Elements of P are often denoted �, the measure
on P is denoted d�. The �-�eld obtained this way on P is denoted F .

We identify any element � 2 P with a family f�1; : : : ; �Ng of (two by two
disjoint) subsets of IR+ where

�i = fs 2 IR+; (s; i) 2 �g:
For a s 2 IR+ we denote by fsgi the element � =

�;; : : : ; ;; fsg; ;; : : :;	 of P
(where fsg is at the i-th position).

The Fock space � is the space L2(P;F ; d�). An element f of � is thus a
measurable function f : P ! C such that

jjf jj2 =
Z
P

jf(�)j2 d� <1 :

One can de�ne, in the same way, P[a;b] and �[a;b] by replacing IR
+ with [a; b] � IR+.

There is a natural isomorphism between �[0;t]
�[t;+1[ given by h
 g 7! f where
f(�) = h(� \ [0; t])g(� \ (t;+1[).

De�ne 1l to be the vacuum vector, that is, 1l(�) = Æ;(�).
De�ne �it2� by

�t(�) =
n
1l[0;t](s) if � = fsgi
0 otherwise.

Then �t belongs to �[0;t]; we even have the stronger property that �it � �is2�[s;t]

for all s � t. This last property allows to de�ne a so-called Ito integral on �.
Indeed, let (git)t�0 be families in �, for i = 1; : : : ; N , such that for all i in 0; : : : ; N ,
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The spontaneous production of quantum noises

i) t 7! kgitk is measurable,

ii) git belongs to �[0;t] for all t,

iii)
R1
0
kgitk2 dt <1,

then one de�nes
P

i

R1
0
git d�

i
t to be the limit in � ofX

i=0;:::;N

X
j

1

tj+1 � tj

Z tj+1

tj

Ptjg
i
s ds


�
�itj+1 � �itj

�
where Pt is the orthogonal projection onto �[0;t] and ftj ; j2INg is a partition of

IR+ which is understood to be re�ning and to have its diameter tending to 0. Note
that 1

tj+1�tj

R tj+1
tj

Ptjgs ds belongs to �[0;tj ], which explains the tensor product

symbol in (3).
We get that

P
i

R1
0
git d�

i
t is an element of � with


X

i

Z 1

0

gt d�t




2 =X
i

Z 1

0

��git��2 dt : (4)

Let f2L2(Pn), one can easily de�ne the iterated Ito integral on �.

In(f) =

Z
Pn

f(�) d�i1t1 : : : d�
in
tn

by iterating the de�nition of the Ito integral. We use the following notation:

In(f) =

Z
Pn

f(�) d��

which we extend, in an obvious way, to any f 2 �.
We then have the following important representation.

Theorem 3 ([Att]) {Any element f of � admits an abstract chaotic representation

f =

Z
P

f(�) d��

with

kfk2 =
Z
P

jf(�)j2 d�
and an abstract predictable representation

f = f(;)1l +
X
i

Z 1

0

Di
tf d�

i
t

with

kfk2 = jf(;)j2 +
X
i

Z 1

0

kDi
sfk2 ds

where [Di
sf ](�) = f(� [ fsgi)1l��[0;s[.

Let us now recall the de�nitions of the basic noise operators aij(t), i; j =
0; : : : ; N , on �. They are respectively de�ned by

[a0i (t)f ](�) =
X
s2�i
s�t

f(� n fsgi);
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[ai0f ](�) =

Z t

0

f(� [ fsgi) ds;

[aijf ](�) =
X
s2�i
s�t

f(� n fsgi [ fsgj)

for i; j 6= 0 and a00(t) = tI.

There is a good common domain to all these operators, namely

D =
n
f2� ;

Z
P

j�j jf(�)j2 d� <1
o
:

Let S = f0 = t0 < t1 < � � � < tn < � � �g be a partition of IR+ and
Æ(S) = supi jti+1 � tij be the diameter of S. For �xed S, de�ne �n = �[tn;tn+1],
i2IN . We then have � ' 
n2IN�n (with respect to the stabilizing sequence
(1l)n2IN ).

For all n 2 IN�, de�ne for i; j 6= 0

Xi(n) =
�itn � �itn�1p
tn � tn�1

2 �n ;

ai0(n) =
ai0(tn)� ai0(tn�1)p

tn � tn�1
P1] ;

aij(n) = P1] (a
i
j(tn)� aij(tn�1))P1] ;

a0i (n) = P1]
a0i (tn)� a0i (tn�1)p

tn � tn�1
;

where P1] is the orthogonal projection onto L
2(P1) and where the above de�nitions

are understood to be valid on �n only, with a0i (n), a
i
0(n), a

i
j(n) being the identity

operator I on the others �m's. We put a00(n) = I for all n.

Proposition 4 {We have �
ai0(n)X

j(n) = Æij1l
ai0 1l = 0�
aij(n)X

k(n) = ÆikX
j(n)

aij 1l = 0�
a0i (n)X

j(n) = 0
a0i (n) 1l = Xi(n)

:

Thus the action of the operators aij on the Xi(n) is similar to the action of
the corresponding operators on the spin chain of section II. We are now going to
construct the spin chain T� inside �.

We are still given a �xed partition S; de�ne T�(S) to be the space of vectors
f of � which are of the form

f =
X

A2PIN�

f(A)XA
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The spontaneous production of quantum noises

(with kfk2 =PA2PIN�
jf(A)j2 <1).

The space T�(S) can therefore be identi�ed to the spin chain T�; the oper-
ators aij(n) act on T�(S) exactly in the same way as the corresponding operators
on T�. We have completely embedded the toy Fock space into the Fock space.
Let S = f0 = t0 < t1 < � � � < tn < � � �g be a �xed partition of IR+. The space
T�(S) is a closed subspace of �. We denote by IES the operator of orthogonal
projection from � onto T�(S).

Lemma 5 { ([Pa1])The projection of an exponential vector "(�) is the vector e(~�)
which satis�es for all A in PIN�

e(~�)(A) =
Y
i

Y
k2Ai

~�i(k);

where Ai = fk 2 IN s:t: (k; i) 2 Ag and ~� is the function IN� 7! CN+1 de�ned by

~�i(k) =
1p

tk � tk�1

Z tk

tk�1

�i(t) dt:

We need a few more notations: �rst, for any k in IN we will denote by T�k]

the subspace of T� generated by all XA, A � f1; : : : ; kg�f0; : : : ; Ng. Then if, for
~� in l2(IN�; CN+1), we denote by ~�k the restriction of ~� to f1; : : : ; kg, then e(~�k)
is the orthogonal projection of e(~�) onto T�k].

Remark:

Our de�nitions of the vectors and operators of T�(S) are slightly di�erent
from the ones in the original article [Att]; in particular the indexations have been
changed by one step.

III.2 Quantum stochastic integrals and their projections

We shall here recall the de�nitions of the quantum stochastic integralsZ 1

0

Hs da
i
j(s)

with respect to the three quantum noises daij(s) and to time, which corresponds

to the noise da00(s).

The heuristics of the quantum stochastic calculus developed in [A-M], which
we present in a simpli�ed way, derives from the fact that the noises, which will
turn out to be di�erentials of continuous-time fundamental operators, should act
just like the fundamental operators of the spin chain, that is:

{ any daij(t) acts only on �[t;t+dt], which from Theorem 3 can be seen as

\generated" by 1l and the d�it and
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{ the daijt are given by the following table:�
dai0(t)djt = Æij1l
dai0(t)1l = 0�
daij(t)dX

k
t = ÆikdX

j
t

daij(t)1l = 0�
da0i (t)dX

j
t = 0

da0i (t)1l = dXi
t

:

These heuristics allow us to de�ne integrals
R
Hs da

i
j(s) for adapted processes

(Hs)s�0, that is, processes of operators such that for almost all s, all f 2 DomHs,

Psf 2 DomHs; D
i
uf 2 DomHs for a.a. u � s; all i = 1; : : : ; N and

HsPsf = PsHsf and HsD
i
uf = Di

uHsf for a.a. u � s; all i = 1; : : : ; N:

In that case, a formal computation leads us to give the following de�nition: an
adapted operator process (Tt)t�0 is said to be the integral process (

R t
0
Hs da

i
j(s))t�0

if the following equality holds for almost all t � 0:

Ttf =
X
k

Z 1

0

Tt^sD
k
s fd�

k
s +

Z t

0

HsD
i
sfd�

j
s

with the notations: D0
s = Ps and d�

0
s = ds

That is, f is in the common domain of the integrals if and only if the right

hand side is well de�ned and equality holds, an integral
R b
a
Hs da

i
j(s)s is then

simply an integral of the process equal to Hs for s 2 [a; b] and zero otherwise. An
integral

R1
0
Hsda

i
j(s) is then well de�ned if all integrals are well-de�ned when one

substitutes t with 1 in the above formulas.
The fundamental operators aij(t) are recovered as the integrals

R t
0
daij(t) in

the above sense.

In particular, if � 2 L2(IR+;CN+1), consider the associated coherent vector
"(�) in �. That is,

["(�)](�) =
Y
i

Y
s2�i

�i(s):

Put �i(s) to be the coordinates of �(s), with the convention �0(s) = 1 for all s.
If � is such that Z t

0

j�i(s)j1�Æ0;i kHs"(f)k1�Æ0;j ds <1

then
R t
0 Hs da

i
j(s) is well-de�ned on "(f) with

<"( ) ;

Z t

0

Hs da
i
j(s)"(f)> =

Z t

0

 i(s)�j(s)<"( ) ; Hs"(�)>ds:

for all  2 L2(IR+;CN+1).

We now use the embedding of the spin chain in � as de�ned previously. We
wish to compute the corresponding projections of the quantum stochastic integral
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The spontaneous production of quantum noises

operators, and represent them as discrete-time quantum stochastic integrals. For
all details on those integrals we refer the reader to [Pa1]; here the integrals we are
going to consider are restricted ones and the de�nition is simple:

De�nition 6 {Let i; j in f0; : : : ; Ng and let (hij(k))k2IN be a sequence of bounded
operators on T� such that for all k in IN , the operator hk is of the form hk 
 I
in T�k] 


N
l>i C

N+1
l .

Then the integral
P

i;j=0;:::;N

P
k2IN hij(k) a

i
j(k + 1) is de�ned by� X

i;j2f0;:::;Ng

X
k2IN

hij(k) a
i
j(k + 1)

�
f(A) =

X
i;j2f0;:::;Ng

X
k2IN

(hij(k) a
i
j(k + 1) f(A))

on the domain

ff 2 T� s.t.
X

i;j2f0;:::;Ng

X
k2IN

X
A2PIN

��hij(k) aij(k + 1)f(A)
��2 < +1g:

We will describe the discrete-time integral representations of quantum sto-
chastic integrals. We restrict our statement to the case where integrals are of the
type H =

R1
0
Hi;j
t daij(s), with (i; j) 6= (0; 0), and satisfy the following conditions

(HS):

{ the operator H is bounded and
{ the integrands Hi;j

t are bounded for all t and t 7! kHtk is square-integrable
if one of i or j is zero, integrable if both i and j are zero and essentially bounded
otherwise.

Even though they are rather restrictive, these hypotheses will suÆce for our
needs.

The following result is a combination (adapted to the case of higher mul-
tiplicity) of Propositions 2.2 and Lemma 3.1 of [Pa1]. Remark that here again
the indexation di�ers from the quoted results in that paper, which followed the
conventions of [Att].

Theorem 7 {Let H =
R
Hi;j
t daij(t) be a quantum stochastic integral on � that

satis�es the assumptions (HS), with (i; j) 6= (0; 0). Then IESHIES is equal to
a discrete quantum stochastic integral in the restricted sense on the exponential
domain of T� and the integrands hij(k) are given for all k in IN by:

{ if both i and j are nonzero,

hij(k) =
1

tk+1 � tk
IES

Z tk+1

tk

PtkH
i
j(t) dt

{ if i = 0,

h0j (k) =
1p

tk+1 � tk
IES

Z tk+1

tk

PtkH
0
j (t) dt

and for all l 6= 0;

hlj(k) =
1

tk+1 � tk
IES

Z tk+1

tk

PtkH
0
j (t)

�
a0l (t)� a0l (ti)

�
dt
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{ if j = 0,

hi0(k) =
1p

tk+1 � tk
IES

Z tk+1

tk

PtkH
i
0(t) dt

and for all l 6= 0;

hil(k) =
1

tk+1 � tk
IES

Z tk+1

tk

Ptk
�
al0(t)� al0(ti)

�
Hi
0(t) dt

and all the unmentioned integrands are null. All equalities are over T�i] and all
operator integrals are in the strong sense.

We have not mentioned the case of integrals with respect to (i; j) = (0; 0);
for these we do not use the (unique) representation in the form of integralsP

(i;j) 6=(0;0)

P
k h

i
j(k) a

i
j(k + 1), but rather use a bolder method of approximation

and write simply

IES

Z 1

0

H0
0 (t) dt IES =

X
k

�
IES

Z tk+1

tk

H0
0 (t) dt IES

�
:

III.3 Quantum stochastic di�erential equations

The aim of quantum stochastic di�erential equations is to study equations of
the form

dUt =
X
i;j

LijUt da
i
j(t); (5)

with initial condition U0 = I. The above equation has to be understood as an
integral equation

Ut = I +

Z t

0

X
i;j

LijUt da
i
j(t);

for operators on H0 
 �, the operators Lij being bounded operators on H0 alone
which are ampliated to H0 
 �.

The main motivation and application of that kind of equation is that it gives
an account of the interaction of the small system H0 with the bath � in terms of
quantum noise perturbation of a Sch�odinger-like equation. Indeed, the �rst term
of the equation

dUt = L00Ut dt+ : : :

describes the induced dynamics on the small system, all the other terms are quan-
tum noises terms.

One of the main application of equations such as (5) is that they give explicit
constructions of unitary dilations of semigroups of completely positive maps of
B(H0) (see [H-P]). Let us only recall one of the main existence, uniqueness and
boundedness theorems connected to equations of the form (5). The literature is
huge about those equations; we refer to [Par] for the result we mention here.

Theorem 8 { If H0 is �nite dimensional then the quantum stochastic di�erential
equation

dUt =
X
i;j

LijUt da
i
j(t);
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The spontaneous production of quantum noises

with U0 = I, admits a unique solution de�ned on the space of coherent vectors.
The solution (Ut)t�0 is made of unitary operators if and only if there exist,

on H0, a bounded self-adjoint H, bounded operators Sij, i; j = 1; : : : ; N , such that

the matrix (Sij)i;j is unitary, and bounded operators Li, i = 1; : : : ; N such that,
for all i; j = 1; : : : ; N

L00 = �(iH +
1

2

X
k

L�kLk)

L0i = Li

Li0 = �
X
k

L�kS
k
j

Lij = Sij � ÆijI:

If the operators Lij are of this form then the unitary solution (Ut)t�0 of the above
equation exists even if H0 is only assumed to be separable.

III.4 Convergence theorems

In this section we study the asymptotic behaviour of the solutions of an equa-
tion

un+1 = ILn+1un;

if the matrix IL(h) converges (with a particular normalization) as h tends to zero
and prove that, in the limit, the solutions of such equations converge to solutions of
quantum stochastic di�erential equations of the form (3). Notice that we no longer
assume that IL(h) has been conveniently constructed for our needs; in particular
IL is not assumed to be unitary.

Let h be a parameter in IR+, which is thought of as representing a small time
interval. Let IL(h) be an operator on H0 
 CN+1, with coeÆcients ILij(h) as a
(N +1)� (N +1) matrix of operators on H0. Let un(h) be the associated solution
of

un+1(h) = ILn+1(h)un(h):

In the following we will drop dependency in h and write simply IL or un. Besides,
we denote

"ij =
1

2
(Æ0i + Æ0j)

for all i; j = 0; : : : ; N .

Theorem 9 {Assume that there exist operators Lij on H0 such that

lim
h!0

ILij(h)� ÆijI

h"ij
= Lij

for all i; j = 0; : : : ; N , where convergence is in operator norm. Assume that the
quantum stochastic di�erential equation

dUt =
X
i;j

LijUt da
i
j(t)
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with initial condition U0 = I has a solution (Ut)t�0 which is a process of bounded
operators with a locally uniform norm bound.

Then, for almost all t, for every �;  in L1([0; t]), the quantity

<a
 "(�) ; IESu[t=h]IES b
 "( )>

converges to
<a
 "(�) ; Ut b
 "( )>

when h goes to 0.
Moreover, the convergence is uniform for a, b in any bounded ball of K, uni-

form for t in a bounded interval of IR+.

Remarks
{ This is where we particularize the index zero : the above hypotheses of

convergence simply mean that, among the coeÆcients of IL,

(IL00(h)� I)=h converges,

ILij(h)=
p
h converges if either i or j is zero,

ILij(h)� Æi;j converges if neither i nor j is zero

and we recover the fact that the 0 index must relate to the small system, on which
the considered time scale is di�erent from the time scale of the reservoir. We will
discuss these conditions in section IV.1.

{ The assumption that H0 is �nite dimensional is only needed in order to
ensure that the quantum stochastic di�erential equation has a solution; if for
example the Lij 's are of the form described in Theorem 8 then the separability of
H0 is enough.

Consider the quantum stochastic di�erential equation on H0 
 �:

dUt =
X
i;j

LijUt da
i
j(t)

where the Lij are the bounded operators on the initial space H0 given by our
assumptions.

We consider that h is �xed and the associated partition S = f0 = t0 < t1 =
h < : : : < tk = kh < : : :g is also �xed (note that we have chosen such regular
partitions only for simplicity and that all our result hold with general partitions
when the mesh size tends to zero). We also �x some bounded interval [0; T ] of
IR+.

We will proceed by successive simpli�cations. Consider the operator on the
spin chain de�ned by wk = IESUtkIES . The following estimate will be used over
and again:

Lemma 10 {For any r < s, any vectors a
 "(�), b
 "( ) with �,  in L2 \L1,
one has

jha
 "(�); (Us � Ur) b
 "( )ij � C kak kbk (s� r)

where C depends only on the norms of the operators Lij and on the L2 and L1

norms of � and  .
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The spontaneous production of quantum noises

Proof

j<a
 "(�) ; (Us � Ur) b
 "( )>j
�
X
i;j

Z s

r

���i(u)�� j j(u)j ��<a
 "(�) ; LijUu b
 "( )>du
��

from which the estimate follows, using the fact that that j�(u)j � k�k1 and
j (u)j � k k1, the Lij are bounded and U is locally uniformly bounded.

The following lemma shows that (wk)k�0 converges to (Ut)t�0, in the same weak
sense as in the theorem, as h goes to zero.

Lemma 11 {For any tk < s, any vectors a
"(�), b
"( ) with �,  in L2(IR+)\
L1(IR+), we have

j<a
 "(�) ; (uk � Us) b
 "( )>j
� C kak kbk �(tk � s) + k(I � IES)"(�)k+ k(I � IES)"( )k

�
:

where C depends only on the norms Lij and on the L2 and L1 norms of �,  .

Proof

We have

j<a
 "(�) ; (wk � Us) b
 "( )>j
� j<a
 "(�) ; (Utk � Us) b
 "( )>j

+ j<a
 "(�) ; (IESUtkIES � UtkIES) b
 "( )>j
+ j<a
 "(�) ; (UtkIES � Utk) b
 "( )>j

� j<a
 "(�) ; (Utk � Us) b
 "( )>j
+ k(I � IES)a
 "(�)k kUtkIES b
 "( )k
+


U�tk a
 "(�)



 k(I � IES) b
 "( )k
and we conclude as in the previous proof.

Let !ij(h) be such that

ILij(h)� ÆijI = h"ijLij +
bÆij hL00 + h"ij!ij(h);

so that for any i; j, !ij(h) tends to zero in operator norm. Recall that (un)n2IN is
the solution of

un+1 = ILn+1un

with the notations of section II.2, and consider the solution (vn)n2IN of the equa-
tion

vn+1 � vn = [(h"ijLij + bÆij hL00)i;j ]n vn:
where bÆij = � 1 if i = j and (i; j) 6= (0; 0),

0 if i 6= j or (i; j) = (0; 0).
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It will be simpler to compare u and v if we consider the above equations in
terms of the basis aij(n):

un+1 � un =
X
i;j

�
h"ij (Lij +

bÆij hL00 + !ij(h))
�
un a

i
j(n+ 1):

and
vn+1 � vn =

X
i;j

�
h"ijLij +

bÆij hL00� vn aij(n+ 1):

From the above lemma it is enough to prove the convergence to zero of wn � un;
�rst we prove the convergence of wn � vn.

From the fact that

Utk+1 � Utk =
X
i;j

Z tk+1

tk

LijUs da
i
j(s)

and thanks to the formulas for projections of Fock space integrals onto the toy Fock
space recalled in Theorem 7, one obtains the following expression for wk+1 � wk:

wk+1 � wk = IES
1

h

Z tk+1

tk

PtkUt dt (
X

(i;j)6=(0;0)

�
h"ijLij a

i
j(k + 1)

�
IES

+ IES
1

h

Z tk+1

tk

Ut dt hL
0
0

X
i

aii(k + 1) IES

+
X
i 6=0

X
j 6=0

IES

�
1

h

Z tk+1

tk

Ptk

�
Li0(a

j
0(t)� aj0(tk))

�
Ut dt

+
1

h

Z tk+1

tk

PtkUt
�
L0j (a

0
i (t)� a0i (tk))

�
dt

�
aij(k + 1)IES ;

remember that I =
P

i a
i
i(k + 1) for all k. As a consequence

wn � vn =
X
k<n

�
IES

1

h

Z tk+1

tk

PtkUt dtIES � vk

�� X
(i;j)6=(0;0)

h"ijLij a
i
j(k)

�
+
X
k<n

�
IES

1

h

Z tk+1

tk

Ut dtIES � vk

�
hL00

X
i

aii(k + 1) IES

+
X
k<n

X
i6=0

X
j 6=0

IES

�
1

h

Z tk+1

tk

Ptk

�
Li0(a

j
0(t)� aj0(tk))

�
Ut dt

+
1

h

Z tk+1

tk

PtkUt
�
L0j (a

0
i (t)� a0i (tk))

�
dt

�
IES a

i
j(k + 1): (6)

We �rst wish to replace 1
h
IES

R tk+1
tk

PtkUt dt or
1
h
IES

R tk+1
tk

Ut dt in the �rst two
terms by wk = IESUtkIES . Lemma 10 allows us to estimate the error terms.
Consider two essentially bounded functions �,  in L2 (IR+) and two vectors a; b
in the unit ball K1 of K; we expand the �rst term in (6):���<a
 e(~�) ;

X
k<n

�
1

h
IES

Z tk+1

tk

PtkUt dt� wk

� X
(i;j)6=(0;0)

h"ijLij a
i
j(k) b
 e( ~ )>

���
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The spontaneous production of quantum noises

�
X
k<n

X
(i;j)6=(0;0)

���~�i(k)��� ��� ~ j(k)��� ���<a
e(~�k) ; IES 1
h

Z tk+1

tk

(Us�Utk )dsLij b
e( ~ k)>
���;

where we have omitted a uniformly bounded factor

<a
 e(~�� ~�k) ; b
 e( ~ � ~ k)>:

From the fact that j~�(k)j � p
h k�k1, j ~ (k)j � p

h k k1 and using Lemma 10 we
obtain an estimation of the error term of the form

C kak kbk
p
h

for some constant C which depends only on T , on the norms of Lij and on the L2

and L1 norms of � and  . On the other hand, the error term associated to the
second sum in (6) is clearly dominated by C h in norm.

We now seek to evaluate the third sum in (6); for that consider again two
functions �;  in L1([0; t]) and two vectors a; b in the unit ball K1 of K; we have,
up to an uniformly bounded factor,����<a
 "(�) ; Li0

1

h
IES
�Z tk+1

tk

Ptk(a
j
0(s)� aj0(tk))Us ds

�
aij(k + 1) IES b
 "( )>

����
=
���~�j(k) ~ i(k)��� ����<a
 "(�k) ;

Z tk+1

tk

Li0(a
j
0(s)� aj0(tk))Us  
 "( k) ds>

����
� h3=2



Li0

 k�k1 k k1 ;

for
���~�(k)��� � p

h k�k1,
��� ~ (k)��� � p

h k k1 and aj0(s)� aj0(tk) is bounded on �tk ,

with norm
p
s� tk. One obtains similarly����<a
 "(�) ; L0j

1

h
IES

Z tk+1

tk

Ptk(a
0
i (s)� a0i (tk))Us ds a

i
j(k) IESb
 "( )>

����
� h3=2



L0j

 k�k1 k k1 ;

so that the second sum in (6) is bounded by C
p
h 2t k�k1 k k1.

We have shown that, putting Fk =
P

i;j(h
"ijLij +

bÆij hL00) aij(k),
j<a
 "(�) ; IES(wn � vn)IES b
 "( )>j

=
X
k<n

���<a
 "(~�) ; Fk(wk � vk)b
 "( ~ )>
���+ o(1) (7)

where o(1) is a term which converges to zero as h goes to zero uniformly for a, b
in K1 and for t in a bounded interval. That uniform convergence property will be
most important in the sequel.
Expanding Fk in the equation (7) gives���<a
 "(~�n) ; (wn � vn)IES"( ~ n)>

���
�
X
i;j

X
k<n

h"ij
���~�i(k)��� ��� ~ j(k)��� ���< (Lij)

�a
 e(~�k) ; (wk � vk)b
 e( ~ k)>
���

273

te
l-0

00
04

05
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

22
 D

ec
 2

00
3



St�ephane ATTAL and Yan PAUTRAT

+
X
i6=0

X
k<n

h
���~�i(k)��� ��� ~ i(k)��� ���< (L00)

�a
 e(~�k) ; (wk � vk)b
 e( ~ k)>
���

+o(1);

where in each term we have omitted an uniformly bounded factor and the notation
o(1) indicates a function of h which converges to zero as h goes to zero.

Since � and  are essentially bounded, the quantities h"ij
��~�i(k)���� ~ j(k)�� are

again of order h. Besides, remark that normalizing all operators would only im-
ply an additional constant factor, so that we can assume all operators Lij to be
contractions. In that case the above estimate implies that, for all n,

supa;b2K1

���<a
 e(~�n) ; (wn � vn) b
 e( ~ n)>
���

� hC
X
k<n

supa;b2K1

���<a
 e(~�k) ; (wk � vk) b
 e( ~ k)>
���+ o(1)

for some constant C. Notice that we have used our earlier remark that all conver-
gences are uniform in a; b 2 K1. This implies that

supa;b2K1

���<a
 e(~�n) ; (wn � vn)b
 e( ~ n)>
��� � (1 + Ch)n � o(1)

and since nh converges to t, the quantity (1 + Ch)n is bounded so that

supa;b2K1

���<a
 e(~�n) ; (wn � vn)b
 e( ~ n)>
���

converges to zero as h goes to zero.
We have proved the desired convergence property for the process (vk)k�0.

Now we will prove that

supa;b2K1

���<a
 e(~�n) ; (vn � un)b
 e( ~ n)>
���

converges to zero as h goes to zero. We have

un � vn =
X
k<n

Fk(uk � vk) +
X
k<n

�X
i;j

h"ij!ij(k) a
i
j(k)

�
uk

=
X
k<n

�
Fk +

X
i;j

h"ij!ij(k)a
i
j(k)

�
(uk � vk)

+
X
k<n

�X
i;j

h"ij!ij(k)a
i
j(k)

�
vk (8)

The interest of the second form lies therein, that the term without recurring uk�vk
can now be estimated thanks to our previous result:���<a
 e(~�k) ;

X
k<n

�X
i;j

h"ij!ij(k)a
i
j(k)

�
vk b
 e( ~ k)>

���
is bounded byX

k<n

�X
i;j

h"ij
��~�i(k)���� ~ j(k)�� 

!ij(h)

� supa;b2K1 ���<a
 e(~�k) ; vk b
 e( ~ k)>

��� (9)
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with

supa;b2K1

���<a
 e(~�k) ; vk b
 e( ~ k)>
���

� supa;b2K1

����<a
 e(~�k) ; (vk � wk) b
 e( ~ k)>
���

+
���<a
 e(~�k) ; wk b
 e( ~ k)>

����
and our estimate shows that the �rst term on the right-hand-side converges to
zero uniformly in k as h goes to zero. The second term is, in turn, bounded by
k"(�)k k"( )k since any wk is IESUtkIES and as such is a contraction.

Thanks to our assumptions on the operators !ij(h), the bound (9) we are
interested in converges to zero as h goes to zero, uniformly for a, b in K1. Besides,
for the term with recurring uk � vk in (8) we obtain as before

supa;b2K1

���<a
 e(~�n) ;
X
k<n

�
Fk +

X
i;j

h"ij!ij(h)a
i
j(k)

�
(uk � vk)b
 e( ~ n)>

���
� hC

X
k<n

supa;b2K1

���<a
 e(~�k) ; (vk � uk)b
 e( ~ k)>
��� ;

thanks to the fact that the operators !ij(h) are assumed to have norms which
converge to zero uniformly with h. We conclude as in the previous case.

This ends the proof.

Under some additional assumptions, which are veri�ed in many applications,
we can improve the convergence result.

Theorem 12 {Consider the same assumptions and the same notations as in The-
orem 9. If furthermore kukk is locally uniformly bounded in the sense that, for any
t in IR+, fkuk(h)k ; k � t=hg is bounded for any h, then u[t=h] converges weakly
to Ut on all H0 
 �.

Proof

Theorem 9 allows us to perform a �=3 argument with an approximation of any
vectors of H0 
 T� by combinations of vectors a
 "(�), b
 "( ) with essentially
bounded functions �,  .

One of the main application of this last theorem is the case when the matrices
IL(h) give rise in the limit to a matrix L such as in Theorem 9 (the case of a unitary
solution (Ut)t�0) with slightly stronger assumptions on the convergence of the

coeÆcients ILij . In that case we shall show that the associated discrete evolution
(un)n2IN satis�es the conditions of the above theorem, so that the convergence of
u[t=h] towards Ut is weak.
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Theorem 13 {Consider a family of matrices IL(h) on H0 
 CN+1 such that

IL00(h) = I � h(iH +
1

2

X
k

L�kLk) + h!00(h)

ILi0(h) =
p
hLi + h!i0(h)

IL0j(h) = �
p
h
X
k

L�kS
k
j + h!0j (h)

ILij(h) = I + Sij � ÆijI + h!ij(h)

where
{ H is a bounded self-adjoint operator,
{ Sij, i; j = 1; : : : ; N , are bounded operators such that the matrix (Sij)i;j is

unitary and
{ Li, i = 1; : : : ; N are operators on H0

and where all the coeÆcients !ij(h) are uniformly bounded and


!00(h)

 converges

to zero as h tends to zero.
Then the solution (un)n2IN of

un+1 = ILn+1un

is made of invertible operators which are locally uniformly bounded in norm. In
particular for almost all t, u[t=h] converges weakly to the solution Ut of (5) as h
tends to zero.

Beware that the operators !ij do not bear the same normalizations here as
before.

Proof

A straightforward computation shows the special form of IL induces many
cancelations when computing the coeÆcients of IL�IL � I and of ILIL� � I, and
that they are of order h. Thus for small enough h the operators IL�IL, ILIL� and
thus IL are invertible. Thus so are the operators !n.

Furthermore the above estimates show that kILk � p
1 + Ch. This easily gives

the locally uniform boundedness of (un)n2IN and thus the desired weak convergence
by Theorem 12.

This result gives a wide range of applications; for our example where IL is
given by

IL =

0B@
cos� 0 0 � sin�
0 1 0 0
0 0 1 0

sin� 0 0 cos�

1CA
with � =

p
h, we do not need it and may apply Theorem 12 directly since for all h

the matrix IL(h) is unitary. It implies that for almost all t, u[t=h] converges weakly
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to Ut where (Ut)t2IR+
is the solution of

dUt = �1

2
V �V Ut dt+ V Ut da

0
1(t)� V �Ut da

1
0(t)

with V =

�
0 0
1 0

�
; this is the evolution associated to the spontaneous decay into

the ground state in the Wigner-Weisskopf model for the two-level atom.
We use this example as an illustration for an interesting consequence of Theo-

rem 9. We have said that, typically, the operator IL which describes the interaction
of the two systems H0 and H during the time interval h is of Hamiltonian form;
yet, if one wants to write the above matrix IL in the form eihH , one �nds

H =

0B@
0 0 0 i=

p
h

0 0 0 0
0 0 0 0

�i=ph 0 0 0

1CA ;

and it appears that the matrix H depends on h.
Consider more generally any operator IL on H0 
 CN+1 and assume it is

written as eihH . Then H itself is a (N + 1) � (N + 1) matrix (Hi
j)i;j=0;:::;N

of operators on H0, of which H0
0 is the Hamiltonian associated to the proper

evolution of the small system, the matrix (Hi
j)i;j=1;:::;N for i; j � 1 is associated to

the proper evolution of the environment and the operators Hi
0, i = 1; : : : ; N and

H0
j , j = 1; : : : ; N represent the interaction between the two. It is clear that the

conditions of normalization in Theorem 9 (and further remarks made in section
IV.1) force these last operators to depend on h if the interaction is to be nontrivial
in the limit. What's more, if the proper evolution of the reservoir is also to be
nontrivial, it seems that the interaction terms have to be of order 1=

p
h; otherwise

stated a coupling constant � has to appear in the Hamiltonian, which must be
such that �2h is of order one. This is the normalization in use in the famous
weak coupling limit and it again appears as the right normalization for nontrivial
behaviour in such models.

Remarks :
{ As we have already stated, our results appear in a more intuitive form in

quantum probabilistic language. What we have proved amounts to the fact that
solutions of perturbed discrete-time equations

un+1 � un =
X
i;j

h"ij (Lij + !ij)un a
i
j(n+ 1)

converge to solutions of explicit quantum stochastic di�erential equations

dUt =
X
i;j

LijUt da
i
j(t):

In the setup we have presented it is natural to consider that the perturbative
coeÆcients !ij in the discrete-time equation do not depend on the time variable
n; it is natural, in a quantum probabilistic setup, to wonder whether there exist
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analogous results in the case of time-dependent perturbations. All of our results
remain if one assumes uniform estimates; for this we refer the reader to [Pa2] where
these questions are also considered from the point of view of quantum stochastic
di�erential equations.

{ It is well known (see [H-P]) that a strongly continuous group of unitaries,
hence a \Hamiltonian" operator, is associated to unitary dilations or equivalently
to Lindbladians. The properties of such Hamiltonians have been heavily studied
by Chebotarev and Gregoratti (see [Gre] and the references therein). Likewise,
there is a discrete Hamiltonian naturally associated to the unitary dilations we
have considered; from our estimates it is possible to deduce the convergence of the
discrete Hamiltonian to its continuous time counterpart; this is fully developed in
[Pa2].

IV. Convergence of semigroups and generators

IV.1 From discrete to continuous master equations

First recall that, just like in section II.3, the solution (un)n2IN of the equation

un+1 = ILnun

with u0 = I induces a completely positive evolution on the small system: in the
Heisenberg picture, one has for any a, b in H0, any X in B(H0),

<a
 
 ; u�nXun b
 
> = <a ; `n(X) b>

where
`(X) =

X
i2f0;:::;Ng

ILi0
�XILi0:

It is straightforward to prove the following result:

Theorem 14 {Let IL(h) =
�
ILij(h)

�
i;j2f0;:::;Ng

be a family of matrices such thatPN
i=0 IL

i
0
�ILi0(h) = I and such that the coeÆcients converge in the following sense:

{ (IL00(h)� I)=h converges in operator norm to some L00,

{ ILi0(h)=
p
h converges in operator norm to some Li0 for all i in f1; : : : ; Ng.

Then there exists a selfadjoint operator H in B(H0) such that for all t in IR+,

`[t=h] �! etL

in operator norm, where

L(X) = i[H;X] +
1

2

NX
i=1

�
2Li0

�XLi0 � Li0
�Li0X �XLi0

�Li0

�
:

Proof

It is a straightforward computation that

`(X) = X + h(L00
�X +XL00) + h

NX
i=1

Li0
�XLi0 + o(hkXk);
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the equality `(I) = I entails

(L00
� + L00) +

NX
i=1

Li0
�Li0 = 0

so that

i
�
L00 +

1

2

NX
i=1

Li0
�Li0

�
is selfadjoint; we denote it by H. Then ` is of the form

`(X) = X + h
�
i[H;X] +

1

2

NX
i=1

�
2Li0

�XLi0 � Li0
�Li0X �XLi0

�Li0X
��

+ o(hkXk);

which is, with the notations of the above statement

`(X) = X + hL(X) + o(hkXk):
The above mentioned convergence is therefore clear.

As a consequence, it is very easy to obtain approximations of solutions of
continous-time master equations

dXt

dt
= L(Xt)

by solutions of discrete-time ones:

xn+1 = `xn:

Yet notice that the master equation gives no information whatsoever on the in-
teraction between the small system and the environment or on the environment
itself. On the other hand, the associated quantum Langevin equation contains the
information on the whole system; this justi�es our e�ort.

Notice that, in the above proposition, no hypothesis is needed on the other
coeÆcients of the matrix IL(h). Their properties actually depend on the choice of
additional features of the matrices IL(h), for example their unitarity. The possibil-
ity of choosing IL(h) to be unitary and obtain in the end the desired Lindbladian
L is described by Parthasarathy in exercises 29.12 and 29.13 of [Par].

What's more, these manipulations show that the hypotheses of convergence
of Theorem 14 are not as arti�cial as it seems, and are not only convenient as-
sumptions we set up in order to obtain the right convergence. Indeed, to IL(h) is
associated both a dynamic on the observables, as we have seen, and an evolution
� , de�ned by

<a ; �nb> = <a
 
 ; un b
 
>

for all a,b in H0, which turns our to be

�n = (IL00)
n:

If one assumes that �[t=h] converges for almost all t and that IL00 is assumed to be

continuous at h = 0 then the assumption on IL00 in Theorem 14 is to be ful�lled; this
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St�ephane ATTAL and Yan PAUTRAT

implies that
Pn

i=1 IL
i
0
�ILi0(h) = �h(L00�+L00)+o(h), so that the other assumptions

of convergence of Theorem 14 are natural.
The other conditions described in Theorem 9 are in turn necessary if one

wants the process (Ut)t�0 obtained in the limit to be unitary (see Theorem 9) or
alternatively the matrices IL(h) to be suÆciently close to unitarity.
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Annexe E

Châ�nes d'atomes �a (N + 1)
niveaux et bruits quantiques de

dimension N
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Abstract

We show the intimate relations between chains of (n+1)-level atoms and n-dimensional classical

or quantum noises. From a probabilistic point of view they are related through the approximation

of normal martingales in IRn
by random walks in IRn

whose jumps take exactly n + 1 di�erent

values (discrete-time normal martingales). From a physical point of view, they are related through the

identi�cation of the bosonic Fock space �(L2(IR+;Cn)) with a Cn+1
-valued continuous �eld over

IR+
(or a continuous tensor product of copies of Cn+1

indexed by IR+
) and its approximation by

chains of (n+1)-level atoms. The convergence of the corresponding creation, annihilation and gauge

processes exactly correspond to the convergence of (classical or quantum) random walks to (classical

or quantum) processes in IRn
.

I. Introduction

From the tools developed in [At7] and [Pa2] it appears that the symmetric
Fock space �(L2(IR+;Cn)) and its natural quantum noises processes aij(t) are well

approximated by (n+1)-level atom chains 
INC
(n+1) and their matrix basis aij(k).

Indeed, the natural quantum noises of �(L2(IR+;Cn)) are the time process
a00(t), the creation processes a0i (t), the annihilation processes ai0(t) and the ex-
change processes aij(t). With di�erent normalisations, they are the limit of the

corresponding (n+ 1)2 basic matrices aij(�) on 
INC
(n+1).

But it is also well-known that the Fock space �(L2(IR+;Cn)) admits several
probabilistic interpretations in terms of n-dimensional normal martingales, such
as n-dimensional Brownian motion, Poisson process, mixtures of them, Az�ema
martingales ... (cf [A-E]). The aim of this article is to understand how the above
approximation interprets in more probabilistic terms. The structure of the space

INC

(n+1) suggests that we are dealing with approximation of n-dimensional pro-
cesses by random walks taking (n+1) di�erent values. For example, all the normal
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martingales in IR2 should be approximated by random walks in IR2 which can only
take 3 di�erent values. The approximation of the continuous processes aij(t) by

the discrete processes aij(k) should show us how the 3 di�erent values have to be

chosen in order to approximate a given normal martingale in IR2.

The key point in this article is that these (n + 1)-valued random variables
correspond to obtuse random variables as developed in [A-E]. They are centered
and normalized random variables in IRn with exactly (n+ 1) di�erent values.

In [A-E] it was shown that these obtuse random variable are naturally associ-
ated to a sesqui-symmetric 3-tensor � and that the associated random walk satis-
�es a discrete-time structure equation. This structure equation allows us to repre-
sent the multiplication operators by this normal martingale in terms of the basic
operators aij(k). Considering the approximation of the Fock space �(L2(IR+;Cn)),
we obtain the approximation of the multiplication operators by a continuous-time
normal martingale. The sesqui-symmetric 3-tensor � then converges to a doubly-
symmetric 3-tensor (in the sense of [A-E]) which is the key of the structure equation
describing the probabilistic behaviour of the normal martingale (jumps, continuous
and purely discontinuous parts...).

This article does not pretend to show any strong new result, it only places into
perspective several already existing theorems, properly quoted in the following.
The originality of this work is more in the new point of view and the uni�cation
brought on these results.

II. The atom chains

Consider the space Cn+1 in which we choose an orthonormal basis denoted
by f
; X1; : : : ; Xng. This space and this particular choice of an orthonormal basis
physically represent either a particle with n excited states Xi and a ground state

, or a site which is either empty (
) or occupied by a type i particle (Xi). We
often write X0 for 
 when we need uni�ed notations, but it is important in the
sequel to keep distinguished one of the basis state.

Together with this basis of Cn+1 we consider the following natural basis of
L(Cn+1) = Mn+1(C):

aijXk = ÆkiXj ;

for all i; j; k = 0; : : : ; n. With these notations the operator a0j corresponds to

classical fermionic creation operator for the particule Xj ; indeed, we have a
0
j
 =

Xj and (a0j)
2 = 0. The operator aj0 corresponds to its associated annihilation

operator. The operator aij exchanges a i-level state with a j-level state particle
(or a type i particle with a type j particle).

We now consider a chain of copies of this system, like a chain of (n+ 1)-level
atoms. That is, we consider the Hilbert space

T� =
O
i2IN

Cn+1
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made of a countable tensor product, indexed by IN , of copies of Cn+1. A natural
orthonormal basis is described by the family

fXA;A 2 Png
where

{ Pn is the set of �nite subset A = f(n1; i1); : : : ; (nk; ik)g of IN � f1; : : : ; ng
such that the ni's are two by two di�erent. Another way to describe the set Pn is
to identify it to the set of sequences (Ak)k2IN with values in f0; : : : ; ng, but taking
only �nitely many times a value di�erent from 0.

{ XA denotes the vector



 : : :
 

Xi1 
 

 : : :
 

Xi2 
 : : :

of T�, where Xi1 appears in the copy number i1, Xi2 appears in the copy i2,...
When A is seen as a sequence (Ak)k2IN as above, then XA is advantageously
written 
kXAk

.

The physical meaning of this basis is easy to understand: we have a chain of
sites, indexed by IN ; on each site there is nothing (resp. an atom in the ground
state) or a particule of type 1 (resp. an atom at energy level 1) ... The above basis
vector XA speci�es that there is a particule of type i1 in the site n1, a particule
of type i2 in the site n2 ..., all the other sites being empty. The space T� is what
we shall call the (n+ 1)-level atom chain, with a certain abuse of language.

Put faij; i; j = 0; : : : ; ng to be the natural basis of L(Cn+1), that is,

aij(Xk) = ÆikXj:

We denote by aij(k) the natural ampliation of the operator aij to T� which acts

as aij on the copy number k and as the identity elsewhere.

Note, for information only, that the operators aij(k) form a basis of the algebra
B(T�) of bounded operators on T�. That is, the von Neumann algebra generated
by the aij(k), i; j = 0; : : : ; n, k 2 IN , is the whole of B(T�) (for T� admits no
subspaces which is non trivial and invariant under this algebra).

III. Obtuse random walks in IRn

Let X be a random variable in IRn which takes exactly n + 1 di�erent val-
ues v1; : : : ; vn+1 with respective probability �1; : : : ; �n+1 (all di�erent from 0 by
hypothesis). We assume, for simplicity, that X is de�ned on its canonical space
(A;A; P ), that is, A = f1; : : : ; n+ 1g, A is the �-�eld of subsets of A, the proba-
bility measure P is given by P (fig) = �i and X is given by X(fig) = vi, for all
i = 1; : : : ; n+ 1.

Such a random variable X is called centered and normalized if IE[X] = 0 and
cov(X) = I.

A family of elements v1; : : : ; vn+1 of IRn is called an obtuse system if

<vi ; vj > = �1
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for all i 6= j.
We consider the coordinates X1; : : : ; Xn of X in the canonical basis of IRn,

together with the random variable 
 on (A;A; P ) which is deterministic and always
equal to 1.

We put eXi to be the random variable eXi(j) =
p
�jXi(j) and e
(j) = p

�j .

For any element v = (a1; : : : ; an) of IR
n we put bv = (1; a1; : : : ; an) 2 IRn+1.

The following proposition is rather straightforward and left to the reader.

Proposition 1 {The following assertions are equivalent.

i) X is centered and normalized.

ii) The (n+ 1)� (n+ 1)-matrix (e
; eX1; : : : ; eXn) is unitary.

iii) The (n+ 1)� (n+ 1)-matrix (
p
�1bv1; : : : ;p(�n+1bvn+1) is unitary.

iv) The family v1; : : : ; vn+1 is an obtuse system of IRn and

�1 =
1

1 + jjvijj2
:

Let T be a 3-tensor in IRn, that is, a linear mapping from IRn to Mn(IR). We
write T ij

k for the coeÆcients of T in the canonical basis of IRn, that is,

(T (x))i;j =
nX

k=1

T ij
k xk:

Such a 3-tensor T is called sesqui-symmetric if

i) (i; j; k) 7�! T ij
k is symmetric

and
ii) (i; j; l;m) 7�!P

k T
ij
k T lm

k + ÆijÆlm is symmetric.

Theorem 2 { If X is a centered and normalized random variable in IRn, taking
exactly n+ 1 values, then there exists a sesqui-symmetric 3-tensor T such that

X 
X = I + T (X): (1)

Proof

By Proposition 1, the matrix (
p
�1bv1; : : : ;p(�n+1bvn+1) is unitary. In particu-

lar the matrix (bv1; : : : ; bvn+1) is invertible and its adjoint matrix too. But the latter
is the matrix whose columns are the values of the random variables 
; X1; : : : ; Xn.
As a consequence, these n + 1 random variables are linearly independent. They
thus form a basis of L2(A;A; P ) which is a n+ 1 dimensional space.

The random variable XiXj belongs to L2(A;A; P ) and can thus be written
as

XiXj =
nX

k=0

T ij
k Xk
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where X0 denotes 
 and for some real coeÆcients T ij
k , k = 0; : : : ; n, i; j = 1; : : : n.

The fact that IE[Xk] = 0 and IE[XiXj ] = Æij implies T ij
0 = Æij . This gives the

representation (1).
The fact that the 3-tensor T associated to the above coeÆcients T ij

k , i; j; k =
1; : : : n, is sesqui-symmetric is an easy consequence of the fact that the expressions
XiXj is symmetric in i; j and Xi(XjXm) = (XiXj)Xm for all i; j;m. We leave it
to the reader.

The following theorem is detailed in [A-E], Theorem 2, p. 268-272.

Theorem 3. {The formulas

S = fx 2 IRn;x
 x = I + T (x)g:
and

T (y) =
X
x2S

px<x ; y >x
 x;

where px = 1=(1 + jjxjj2), de�ne a bijection between the set of sesqui-symmetric
3-tensor T on IRn and the set of obtuse systems S in IRn.

Now we wish to consider the random walks induced by obtuse random vari-
ables. That is, on the probability space (AIN ;A
IN ; P
IN ), we consider a sequence
(X(n))n2IN� of independent random variables with the same law as a given obtuse
random variable X.

For any A 2 Pn we de�ne the random variable

XA =
Y

(n;i)2A
Xi(n)

with the convention
X; = 1l:

Proposition 4. {The family fXA;A 2 Png forms an orthonormal basis of the
space L2(AIN ;A
IN ; P
IN ).

Proof

For any A;B 2 Pn we have

<XA ; XB > = IE[XAXB] = IE[XA�B]IE[X
2
A\B]

by the independence of the X(n). For the same reason, the �rst term IE[XA�B]
gives 0 unless A�B = ;, that is A = B. The second term IE[X2

A\B] is then equal
to
Q

(n;i)2A IE[Xi(n)
2] = 1. This proves the orthonormal character of the family

fXA;A 2 Png.
Let us now prove that it generates a dense subspace of L2(AIN ;A
IN ; P
IN ).

If we had considered random walks indexed by f0; : : : ; Ng instead of IN , it would
be clear that the XA, A � f0; : : : ; Ng would have formed an orthonormal basis
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of L2(AN ;A
N ; P
N ), for their dimensions are equal. Now a general element f
of L2(AIN ;A
IN ; P
IN ) can be easily approached by a sequence (fN )N such that
fN 2 L2(AN ;A
N ; P
N ), for all N , by taking conditional expectations on the
trajectories of X up to time N .

For every obtuse random variable X, we thus obtain a Hilbert space T�(X) =
L2(AIN ;A
IN ; P
IN ), with a natural orthonormal basis fXA;A 2 Png which em-
phasizes the independence of the X(n)'s. In particular there is a natural isomor-
phism between all the spaces T�(X) which consists in identifying the associated
basis. In the same way, all these canonical spaces T�(X) of obtuse random walks
are naturally isomorphic to the atom chain T� of previous section (again by iden-
tifying their natural orthonormal basis).

But this identi�cation, as Hilbert spaces, does not mean much for the moment.
The identi�cation of the random variable Xi(n) to the element X(n;i) of T� makes
lost all the probabilistic information aboutXi(n). Indeed it is impossible to recover
the probabilistic nature of the random variable Xi(n) by only knowing that it is
sent to X(n;i) via some unitary operator! We have lost the law of Xi(n), the
independence with respect to the others Xj(k), ...etc

The only way to recover the full probabilistic information on Xi(n) in the
Hilbert space formalism associated to T� is to consider the multiplication operator
by Xi(n) instead of the Hilbert space element Xi(n). Indeed, if we know the
representation in T� of the operatorMXi(n) of multiplication byXi(n) on T�(X),
we know eveything about the random variable Xi(n).

Once this is understood, the following theorem is one the keys of this article.
It shows that all the obtuse random walks in IRn can be represented in a single
space T� with very economical means: linear combinations of the operators aij .

Theorem 5. {Let X be an obtuse random variable, let (X(k))k2IN be the associ-
ated random walk on the canonical space T�(X). Let T be the sesqui-symmetric
3-tensor associated to X. Let U be the natural unitary isomorphism from T�(X)
to T�. Then, for all k 2 IN; i = f1; : : : ; ng we have

UMXi(k)U
� = a0i (k) + ai0(k) +

X
j;l

T jl
i ajl (k):

Proof

It suÆces to compute the action of Xi(k) on the basis elements XA, A 2 Pn.
We have, by Theorem 1

Xi(k)XA = 1l(k;�)62AXi(k)XA +
X
j

1l(k;j)2AXi(k)XA

= 1l(k;�)62AXA[f(k;i)g +
X
j

1l(k;j)2AXi(k)Xj(k)XAnf(k;j)g

= 1l(k;�)62AXA[f(k;i)g +
X
j

1l(k;j)2A(Æij +
X
l

T ij
l Xl(k))XAnf(k;j)g
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= 1l(k;�)62AXA[f(k;i)g + 1l(k;i)2AXAn(k;i) +
X
j

X
l

1l(k;j)2AT
ij
l XAnf(k;j)g[f(k;i)g

and we immediatly recognize the formula for

a0i (k)XA + ai0(k)XA +
X
k;l

T ij
l ajl (k)XA:

We shall now abadon for a while these random walk, in order to describe the
Fock space structure and its approximation by the atom chain.

IV. Approximation of the Fock space by atom chains

We recall the structure of the bosonic Fock space � and its basic structure
(cf Chapter 3 for details).

Let � = �s(L
2(IR+;Cn)) be the symmetric (bosonic) Fock space over the

space L2(IR+;Cn). We shall here give a very eÆcient presentation of that space,
the so-called Guichardet interpretation of the Fock space.

Let I = f1; : : : ; n�1g. Let P be the set of �nite subsets f(s1; i1); : : : ; (sk; ik)g
of IR+ � I such that the si are two by two di�erent. Then P = [kP(k) where
P(k) is the set of k-elements subsets of IR+ � I. By ordering the IR+-part of
the elements of � 2 P(k), the set P(k) can be identi�ed to the increasing simplex
�k = f0 < t1 < � � � < tkg � I of IRk � I. Thus P(k) inherits a measured space
structure from the Lebesgue measure on IRk times the counting measure on I.
This also gives a measure structure on P if we specify that on P0 = f;g we put
the measure Æ;. Elements of P are often denoted �, the measure on P is denoted
d�. The �-�eld obtained this way on P is denoted F .

We identify any element � 2 P with a family f�1; : : : ; �n�1g of (two by two
disjoint) subsets of IR+ where

�i = fs 2 IR+; (s; i) 2 �g:
For a s 2 IR+ we denote by fsgi the element � = f;; : : : ; ;; fsg; ;; : : :;g of P
(where fsg is at the i-th position.

The Fock space � is the space L2(P;F ; d�). An element f of � is thus a
measurable function f : P ! C such that

jjf jj2 =
Z
P
jf(�)j2 d� <1 :

One can de�ne, in the same way, P[a;b] and �[a;b] by replacing IR
+ with [a; b] � IR+.

There is a natural isomorphism between �[0;t]
�[t;+1[ given by h
 g 7! f where
f(�) = h(� \ [0; t])g(� \ (t;+1[).

De�ne 1l to be the vacuum vector, that is, 1l(�) = Æ;(�).
De�ne �it2� by

�t(�) =
n
1l[0;t](s) if � = fsgi
0 otherwise.

289

te
l-0

00
04

05
0,

 v
er

si
on

 1
 - 

22
 D

ec
 2

00
3



Then � �t belongs to �[0;t]. We even have �it � �is2�[s;t] for all s � t. This
last property allows to de�ne a so-called Ito integral on �. Indeed, let (git)t�0 be
families in �, for i = 1; : : : ; N � 1, such that

i) t 7! kgitk is measurable,

ii) git2�[0;t] for all t,

iii)
R1
0
kgitk2 dt <1,

then one de�nes
P

i

R1
0

git d�
i
t to be the limit in � ofX

i

X
j

1

tj+1 � tj

Z tj+1

tj

Ptjg
i
s ds


�
�itj+1 � �itj

�
(3)

where Pt is the orthogonal projection onto �[0;t] and ftj ; j2INg is a partition of

IR+ which is understood to be re�ning and to have its diameter tending to 0. Note
that 1

tj+1�tj
R tj+1
tj

Ptjgs ds belongs to �[0;tj ], which explains the tensor product

symbol in (3).
We get that

P
i

R1
0

git d�
i
t is an element of � with�����

�����
X
i

Z 1

0

gt d�t

�����
�����
2

=
X
i

Z 1

0

��git��2 dt : (4)

Let f2L2(Pn), one can easily de�ne the iterated Ito integral on �.

In(f) =

Z
Pn

f(�) d�i1t1 : : : d�
in
tn

by iterating the de�nition of the Ito integral. We use the following notation:

In(f) =

Z
Pn

f(�) d��

which we extend, in an obvious way, to any f 2 �.
We then have the following important representation.

Theorem 6. {Any element f of � admits an abstract chaotic representation

f =

Z
P
f(�) d��

with

kfk2 =
Z
P
jf(�)j2 d�

and an abstract predictable representation

f = f(;)1l +
X
i

Z 1

0

Di
tf d�it

with

kfk2 = jf(;)j2 +
X
i

Z 1

0

kDi
sfk2 ds

where [Di
sf ](�) = f(� [ fsgi)1l��[0;s[.
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Let us now recall the de�nitions of the basic noise operators aij(t), i; j =
0; : : : ; N � 1, on �. They are respectively de�ned by

[a0i (t)f ](�) =
X
s2�i
s�t

f(� n fsgi);

[ai0f ](�) =

Z t

0

f(� [ fsgi) ds;

[aijf ](�) =
X
s2�i
s�t

f(� n fsgi [ fsgj)

for i; j 6= 0 and a00(t) = tI.

There is a good common domain to all these operators, namely

D =
n
f2� ;

Z
P
j�j jf(�)j2 d� <1

o
:

Let S = f0 = t0 < t1 < � � � < tn < � � �g be a partition of IR+ and Æ(S) =
supi jti+1 � tij be the diameter of S. For S being �xed, de�ne �n = �[tn;tn+1],
i2IN . We then have � ' 
n2IN�n (with respect to the stabilizing sequence
(1l)n2IN ).

For all n2IN , de�ne for i; j 6= 0

Xi(n) =
�itn+1 � �itnp
tn+1 � tn

2 �n ;

ai0(n) =
ai0(tn+1)� ai0(tn)p

tn+1 � tn
;

aij(n) = aij(tn+1)� aij(tn) ;

a0i (n) = P1]
a0i (tn+1)� a0i (tn)p

tn+1 � tn
;

where P1] is the orthogonal projection onto L2(P1) and where the above de�nition
of a0i (n) is understood to be valid on �n only, with a0i (n) being the identity
operator I on the others �m's (the same is automatically true for ai0, a

i
j). We

put a00(n) = I.

Proposition 7. {We have �
ai0(n)X

j(n) = Æij1l
ai01l = 0�
aij(n)X

k(n) = ÆikX
j(n)

aij1l = 0�
a0i (n)X

j(n) = 0
a0i (n)1l = Xi(n)

:
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Thus the action of the operators aij on the Xi(n) is similar to the action of
the corresponding operators on the spin chain of section II. We are now going to
construct the spin chain inside �. We are still given a �xed partition S. De�ne
T�(S) to be the space of f2� which are of the form

f =
X

A2PN
f(A)XA

(with kfk2 =PA2PN jf(A)j2 <1).
The space T�(S) is thus clearly identi�able to the spin chain T�; the opera-

tors aij(n) act on T�(S) exactly in the same way as the corresponding operators
on T�. We have completely embedded the toy Fock space into the Fock space.
Let S = f0 = t0 < t1 < � � � < tn < � � �g be a �xed partition of IR+. The space
T�(S) is a closed subspace of �. We denote by PS the operator of orthogonal
projection from � onto T�(S).

We are now going to prove that the Fock space � and its basic operators aij(t)

can be approached by the toy Fock spaces T�(S) and their basic operators aij(k).
We are given a sequence (Sn)n2IN of partitions which are getting �ner and �ner

and whose diameter Æ(Sn) tends to 0 when n tends to +1. Let T�(n) = T�(Sn)
and let Pn be the orthogonal projector onto T�(Sn), for all n2IN .

Theorem 8. {

i) For every f2� there exists a sequence (fn)n2IN such that fn2T�(n), for
all n2IN , and (fn)n2IN converges to f in �. For all i; j let

"ij =
1

2
(Æ0i + Æ0j):

ii) If Sn = f0 = tn0 < tn1 < � � � < tnk < � � �g, then for all t2IR+, the operatorsX
k;tn

k
�t

(tnk+1 � tnk )
"ijaij(k)

converge strongly on D to aij(t).

Proof

i) As the Sn are re�ning then the (Pn)n forms an increasing family of
orthogonal projection in �. Let P1 = _nPn. Clearly, for all s � t, all i we have
that �it � �is belongs to RanP1. But by the construction of the Ito integral and
by Theorem 5, we have that the �it��is generate �. Thus P1 = I. Consequently
if f2�, the sequence fn = Pnf satis�es the statements.

ii) The convergence of
P

k;tn
k
�t (t

n
k+1 � tnk )

"ijaij(k) to aij(t) is clear from the

de�nitions when i 6= 0. Let us check the case of a0i . We have, for f2D� X
k;tn

k
�t

q
tnk+1 � tnka

0
i (k)f

�
(�) =

X
k;tn

k
�t

1lj�\[tn
k
;tn
k+1

]j=1
X

s2�\[tn
k
;tn
k+1

]

f(� n fsg):
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Put tn = inf
�
tnk2Sn ; tnk � t

	
. We have


 X

k;tn
k
�t

q
tnk+1 � tnka

0
i (k)� a0i (t)f




2

=

Z
P

��� X
k;tn

k
�t

1lj�\[tn
k
;tn
k+1

]j=1
X

s2�\[tn
k
;tn
k+1

]

f(� n fsg)�
X

s2�\[0;t]
f(� n fsg)

���2 d�
� 2

Z
P

��� X
s2�\[t;t]

f(� n fsg)
���2 d� + 2

Z
P

��� X
k;tn

k
�t

1lj�\[tn
k
;tn
k+1

]j�2

�
X

s2�\[tn
k
;tn
k+1

]

f(� n fsg)
���2 d�:

For any �xed �, the terms inside each of the integrals above converge to 0 when n
tends to +1. Furthermore we have, for n large enough,Z

P

��� X
s2�\[t;tn]

f(� n fsg)
���2 d� � Z

P
j�j

X
s2�

s�t+1

jf(� n fsg)j2 d�

=

Z t+1

0

Z
P
(j�j+ 1)jf(�)j2 d� ds

� (t+ 1)

Z
P
(j�j+ 1)jf(�)j2 d�

which is �nite for f2D;Z
P

��� X
k;tn

k
�t
1lj�\[tn

k
;tn
k+1

]j�2
X

s2�\[tn
k
;tn
k+1

]

f(� n fsg)
���2 d�

�
Z
P

� X
k;tn

k
�t

1lj�\[tn
k
;tn
k+1

]j�2
��� X
s2�\[tn

k
;tn
k+1

]

f(� n fsg)
����2 d�

�
Z
P

� X
k;tn

k
�t

X
s2�\[tn

k
;tn
k+1

]

jf(� n fsg)j
�2

d�

=

Z
P

� X
s2�
s�tn

jf(� n fsg)j
�2

d�

=

Z
P
j�j

X
s2�
s�tn

jf(� n fsg)j2 d�

� (t+ 1)

Z
P
(j�j+ 1)

��f(�)��2 d�
in the same way as above. So we can apply Lebesgue's theorem. This proves ii).
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V. Multidimensional structure equations

Let us recall some basic facts about normal martingales in IRn, as developed
in [A-E].

In the same way as the Fock space � = �(L2(IR+;C)) admits probabilistic
interpretations in terms of unidimensional normal martingales, the multiple Fock
space � = �(L2(IR+;Cn)) admits probabilistic interpretations in terms of multidi-
mensional normal martingales. The point here is that the extension of the notion
of normal martingale, structure equation: : : to the multidimensional case is not so
immediate. Some interesting algebraic structures appear.

A martingale X = (X1 : : :Xn) with values in IRn is called normal if X0 = 0
and if, for all i and j, the process Xi

tX
j
t � Æijt is a martingale. This is equivalent

to saying that
hXi; Xjit = Æijt

for all t 2 IR+, or else this is equivalent to saying that the process

[Xi; Xj]t � Æijt

is a martingale.
A normal martingale X = (X1 : : :Xn) in IRn is said to satisfy a structure

equation if each of the martingales [Xi; Xj]t � Æijt is a stochastic integral with
respect to X:

[Xi; Xj]t = Æijt+

nX
k=1

Z t

0

T ij
k (s) dXk

s

where the T ij
k are predictable processes.

A family
n
Aij
k ; i; j; k 2 f1 : : :Ng

o
of real numbers is identi�ed to a linear

map A from IRn 
 IRn by

(Ax)ij =
nX

k=1

Aij
k xk :

Such a family is said to be diagonalisable in some orthonormal basis if there exists
an orthonormal basis fe1 : : : eng of IRn for which

Aek = �ke
k 
 ek

for all k = 1 : : : n and for some eigenvalues �1 : : : �n 2 IR.

A family
n
Aij
k ; i; j; k 2 f1 : : :Ng

o
is called doubly symmetric if

i) (i; j; k) 7! Aij
k is symmetric on f1 : : : ng3 and

ii) (i; j; i0; j0) 7!Pn
k=1A

ij
k A

i0j0

k is symmetric on f1 : : : ngk.

Theorem 9. {For a family
n
Aij
k ; i; j; k 2 f1 : : : ng

o
of real numbers, the follow-

ing assertions are equivalent.

i) A is doubly symmetric.

ii) A is diagonalisable in some orthonormal basis.
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A family fx1 : : : xkg of elements of IR is called orthogonal family if the xi are
all di�erent from 0 and are two by two orthogonal.

Theorem 10. {There is a bijection between the doubly symmetric families A of
IRn and the orthogonal families � which is given by

Af =
X
x2�

1

kxk2 hx; fix
 x

and
� = fx 2 IRn n f0g ; Ax = x
 xg :

These algebraic preliminaries are used to determine the behaviour of the mul-
tidimensional normal martingales.

Theorem 11. {Let X be a normal martingale in IRn satisfying a structure equa-
tion

[Xi; Xj]t = Æijt+
nX

k=1

Z t

0

T ij
" (s) dXk

s :

Then for a.a. (t; !) the family fT ij
k (s; !) ; i; j; k = 1 : : :Ng is doubly symmetric.

If �t(!) is its associated orthogonal system and if �t(!) denotes the orthogonal
projection onto (�t(!))

?, then the continuous part of X is given by

Xc;i
t =

NX
j=1

Z t

0

�ijs dXj
s ;

the jumps of X happen only at totally inaccessible times and they satisfy

�Xt(!) 2 �t(!) :

We can now study a basic example. The simplest case occurs when T is
constant in t. Contrarily to the unidimensional case, this situation is already
rather rich.

Proposition 12. {Let T be a doubly symmetric family on IRn. Let � be its
associated orthogonal system. Let B be a Brownian motion with values in the
Euclidian space �?. For each x 2 �, let Nx be a Poisson process with intensity
kxk�2. We assume B and all the Nx to be independent. Then the martingale

Xt = Bt +
X
x2�

(Nx
t � kxk�2t )x

satis�es the constant coeÆcient structure equation

[Xi; Xj]t = Æijt+
nX

k=1

T ij
k Xk

t :
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Conversely, every normal martingale which is solution of the above equation has
the same law as X.

Finally, let us recall a particular case of a theorem proved in [At2], which has
the advantage of not needing the introduction of quantum stochastic integral and
of being suÆcient for our purpose.

Theorem 13. {Let X be a normal martingale in IRn which satis�es a structure
equation of the above form :

[Xi; Xj]t = Æijt+
nX

k=1

T ij
k Xk

t :

Then X possesses the chaotic representation property. Furthermore, the space
L2(AIN ;A
IN ; P
IN ) is naturally isomorphic to �, by identifying the chaotic ex-

pansion of f with the element ef of � whose abstract chaotic expansion has the
same coeÆcients.

Within this identi�cation the operator of multiplication by Xk
t is equal to

MXk
t
= a0k(t) + ak0(t) +

nX
i;j=1

T ij
k aij(t):

VI. Some approximations of n-dimensional noises

We shall now follow some examples of application of the above remarks and
results.

We consider, in the case n = 2, an obtuse random variable X which takes the
values v1 = (a; 0), v2 = (b; c) and v3 = (b; d) with respective probabilities p; q; r.
In order that X be obtuse we put

a =
p
1=p� 1; b = �1=a; c =

p
1=q � 1� b2; d = �

p
1=r � 1� b2:

Let us call S this set of values for X and ps the probability associated to s 2 S.
The associated sesqui-symmetric 3-tensor T is given by

T (v) =
X
s2S

ps < s; x > s
 s:

For example, in the case p = 1=2, q = 1=3 and r = 1=6 we get a = 1, b = �1,
c = 1 and d = �2. The tensor T is then given by

T (v) =

�
0 �y
�y �x� y

�
if v = (x; y). Thus the multiplication operator by X1 is equal to

X1 = a10 + a01 � a22

and the multiplication operator by X2 is equal to

X2 = a20 + a02 � (a12 + a21 + a22):
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Now we consider a random walk (X(k))k�0 made of independent copies of this
random variable X, with time step h. In the framework of the Fock space approx-
imation described above, the operatorX

k;kh�t
X1(k)=

p
h

converges to
a01(t) + a10(t)

and the operator X
k;kh�t

X2(k)=
p
h

converges to
a02(t) + a20(t):

This means that the limit process X(t) is a 2-dimensional Brownian motion. In-
deed, the above representation shows that the associated doubly-symmetric tensor
� is null and thus X satis�es the structure equation

d[X1; X1]t = dt

d[X1; X2]t = 0

d[X2; X2]t = dt

which is exactly the structure equation veri�ed by two independent Brownian
motion.

It is clear, that whatever the values of p; q; r are, if they are independent of the
time step parameter h, we will always obtain a 2-dimensional Brownian motion as
a limit of this random walk.

When some of the probabilities p; q or r depend on h the behaviour may be
very di�erent. Let us follow two examples.

In the case p = 1=2, q = h and r = 1=2� h we get

a = 1; b = �1; c = 1p
h
+O(h1=2); d = �2

p
h+ o(h3=2):

For the tensor T we get

T (v) =

�
0 + o(h5=2) �y + o(h2)
�y + o(h2) � yp

h
� x+ o(h1=2)

�
:

The multiplication operators are then given by

X1 = a10 + a01 � a22 + O(h2)

and

X2 = a20 + a02 � (a12 + a21) +
1p
h
a22 + O(h1=2):

In the same limit as above we obtain the operators

a10(t) + a01(t)
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and
a20(t) + a02(t)� a22(t):

This means that the coordinate X1(t) is a Brownian motion and X2(t) is an
independent Poisson process, with intensity 1 and directed upwards. Indeed, the
associated tensor � is given by

�(v) =

�
0 0
0 �y

�
and the associated structure equation is

d[X1; X1]t = dt

d[X1; X2]t = 0

d[X2; X2]t = dt+ dX2(t)

which is the structure equation of the process we described.

The last example we shall treat is the case p = 1� 2h, q = r = h. We get, for
the dominating terms

a =
p
2
p
h; b = � 1p

2

1p
h
; c =

1p
2

1p
h
; d = � 1p

2

1p
h
;

and

X1 = a10 + a01 �
1p
2

1p
h
a22 +

1p
2

1p
h
a11

X2 = a20 + a02 �
1p
2

1p
h
(a12 + a21):

The limit process is then solution of the structure equation

d[X1; X1]t = dt� 1p
2
dX1(t)

d[X1; X2]t = � 1p
2
dX2(t)

d[X2; X2]t = dt� 1p
2
dX1(t):

The associated tensor is easy to diagonalise and one �nds the eigenvectors

(�1=
p
2; 1=

p
2) and (�1=

p
2;�1=

p
2):

The limit process is made of two independent Poisson processes, with intensity 2
and respective direction (-1,1) and (-1,-1).
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