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Perturbation des valeurs propres
1. On a

(A− µ)(A− λ)[(A− λ)−1 − (A− µ)−1] = (A− µ)− (A− λ) = (λ− µ) idn,

d’où

(A− λ)−1(A− µ)−1 =
(A− λ)−1 − (A− µ)−1

λ− µ
. (1)

2. Soient ρ > ρ′ > 0 tels que D(λ, ρ) ∩ sp(A) = D(λ, ρ′) ∩ sp(A) = {λ}. Alors (z − A)−1 est bien
défini, donc tous ses entrées sont holomorphes au voisinage de l’annulus {ρ′ ≤ |z − λ| ≤ ρ} (car
elle sont des fonctions rationnelles). Il suit de la formule de Cauchy que

1

2πi

∫
Cλ,ρ

(z −A)−1 dz =
1

2πi

∫
Cλ,ρ′

(z −A)−1 dz.

3. Soient ρ > ρ′ > 0 comme dans la partie 2. On a

Π2
λ =

(
1

2πi

∫
Cλ,ρ

(z −A)−1 dz

)(
1

2πi

∫
Cλ,ρ′

(w −A)−1 dw

)

=
1

(2πi)2

∫∫
Cλ,ρ×Cλ,ρ′

(z −A)−1(w −A)−1 dzdw

=
1

(2πi)2

∫∫
Cλ,ρ×Cλ,ρ′

(z −A)−1 − (w −A)−1

w − z
dzdw (partie 1.)

=
1

2πi

∫
Cλ,ρ

(
1

2πi

∫
Cλ,ρ′

dw

w − z

)
(z −A)−1 dz

+
1

2πi

∫
Cλ,ρ′

(
1

2πi

∫
Cλ,ρ

dz

z − w

)
(w −A)−1 dw.

Or
1

2πi

∫
Cλ,ρ′

dw

w − z
= 0 pour tout z ∈ Cλ,ρ et

1

2πi

∫
Cλ,ρ′

dz

z − w
= 1 pour tout w ∈ Cλ,ρ′ par la

formule de Cauchy. Il suit que Π2
λ = Πλ.

4. On rappelle que la différentielle du déterminant en A ∈ GLn(C) est

Mn(C) 3 H 7→ det(A) tr(A−1H).

Ainsi, pour d(z) = detB(z), on a

d′(z) = detB(z) tr(B(z)−1B′(z)) = d(z) tr(B(z)−1B′(z)).
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5. Soit B : C→Mn(C) définie par B(z) := z −A. Elle est holomorphe de dérivée B′(z) = idn. Soit
N l’ordre d’annulation de d(z) := detB(z) en λ, qui est la même chose que dimC Cλ,C. On a

tr Πλ =
1

2πi

∫
Cλ,ρ

tr
(
(z −A)−1

)
dz =

1

2πi

∫
Cλ,ρ

tr
(
B(z)−1B′(z)

)
=

1

2πi

∫
Cλ,ρ

d′(z)

d(z)
dz

(partie 4.). Par la formule de Cauchy cette valeur est N . Observons que les entrées de (z−λ)N (z−
A)−1 sont de la forme

(z − λ)N

d(z)
P (z), P ∈ C[z].

Il suit que ces entrées sont holomorphes au voisinage de λ. Ainsi

(λ−A)N (z −A)−1 = (λ− z)N (z −A)−1 +

N∑
k=1

(
N

k

)
(λ− z)N−k(z −A)k−1

a ses entrées holomorphes au voisinage de λ. En prenant ρ assez petit

(λ−A)NΠλ =
1

2πi

∫
Cλ,ρ

(λ−A)N (z −A)−1 dz = 0.

Il suit que l’image de Πλ est contenue dans Cλ,C. De 3., on sait que Πλ est un projecteur. Comme
rang Πλ = tr Πλ = N , on a Im Πλ = Cλ,C.

6. De 5., Πλ fixe les vecteurs dans Cλ,C. Soient λ, µ ∈ sp(A), λ 6= µ et ρ > 0 tels queD(λ, ρ)∩sp(A) =
{λ}, que D(µ, ρ) ∩ sp(A) = {µ} et que D(λ, ρ) ∩D(µ, ρ) = ∅. On a

ΠλΠµ =

(
1

2πi

∫
Cλ,ρ

(z −A)−1 dz

)(
1

2πi

∫
Cµ,ρ

(w −A)−1 dw

)

=
1

(2πi)2

∫∫
Cλ,ρ×Cµ,ρ

(z −A)−1(w −A)−1 dzdw

=
1

(2πi)2

∫∫
Cλ,ρ×Cµ,ρ

(z −A)−1 − (w −A)−1

w − z
dzdw (partie 1.)

=
1

2πi

∫
Cλ,ρ

(
1

2πi

∫
Cµ,ρ

dw

w − z

)
(z −A)−1 dz

+
1

2πi

∫
Cµ,ρ

(
1

2πi

∫
Cλ,ρ

dz

z − w

)
(w −A)−1 dw

= 0

par la formule de Cauchy. Ainsi les Πλ, λ ∈ sp(A) sont les matrices des projecteurs spectraux
complexes associés à A.

7. Les coefficients de (z−A)−1 sont holomorphes au voisinages de U \
⋃

λ∈sp(A)∩U
D(λ, ρ) pour ρ assez

petit. Par la formule de Cauchy

ΠU :=
∑

λ∈sp(A)∩U

Πλ =
∑

λ∈sp(A)∩U

1

2πi

∫
Cλ,ρ

(z −A)−1 dz =
1

2πi

∫
∂U

(z −A)−1 dz.

Comme U est compact, il existe un voisinage U de A dans Mn(C) tel que det(z−M) ne s’annule
par sur ∂U pour tout M ∈ U . Ainsi

ΠU (M) =
∑

λ∈sp(M)∩U

Πλ(M) =
1

2πi

∫
∂U

(z −M)−1 dz

définit une fonction à entrées holomorphes.
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8. Pour u ∈ Cλ,R, on a Πλu = u (on peut voir u comme un vecteur dans Cn, alors u ∈ Cλ,C). De
même, si µ ∈ sp(A) ∩ R est différente de λ, on a Πλu = 0 pour tout u ∈ Cµ,R. Finalement si
µ ∈ sp(A) \ R et u ∈ Cµ,µ, il existera v ∈ Cn tel que u + iv ∈ Cµ,C et u − iv ∈ Cµ,C. Ainsi
Πλ(u+ iv) = Πλ(u− iv) = 0, d’où Πλu = 0. On a montré que les vecteurs propres réels généralisés
de A sont envoyés sur les vecteurs réels. Ainsi l’image de Rn par Πλ est contenu dans Rn, donc
les entrées de Πλ sont réelles.

9. Dans 6., on a montré que ΠλΠµ = 0 si λ 6= µ. Comme λ 6= λ, on a

Π2
λ,λ

= (Πλ + Πλ)2 = Π2
λ + Π2

λ
= Πλ + Πλ = Πλ,λ.

Soit u ∈ Cλ,λ. Soit v ∈ Rn tel que u+ iv ∈ Cλ,C et u− iv ∈ Cλ,C. On a

Πλ,λu = Πλu+ Πλu

=
1

2
Πλ(u+ iv) +

1

2
Πλ(u− iv) +

1

2
Πλ(u+ iv) +

1

2
Πλ(u− iv)

=
1

2
(u+ iv) +

1

2
· 0 +

1

2
· 0 +

1

2
(u− iv)

= u.

De même, si µ ∈ sp(A) \ R différente de λ et de λ, on aura Πλ,λu = 0 pour tout u ∈ Cµ,µ. Si
µ ∈ sp(A)∩R, on aura Πλ,λu = 0 pour tout u ∈ Cµ,R. Avec le même argument comme celui dans
8., on voit que les entrées de Πλ,λ sont réelles.

10. De 9., pour λ ∈ sp(A)\R, Πλ,λ est un projecteur d’image Cλ,λ. Il suffit de montrer que le produit
de deux matrices distinctes, choisies arbitrairement dans les matrices données, est 0.
a. Si λ, µ ∈ sp(A) ∩R et λ 6= µ, on a bien ΠλΠµ = 0 (6.).
b. Si λ ∈ sp(A) ∩R et µ ∈ sp(A) avec =µ > 0, on a

ΠλΠµ,µ = ΠλΠµ + ΠλΠµ = 0.

c. Si λ, µ ∈∈ sp(A) ∩R avec =λ > 0 et =µ > 0, on a

Πλ,λΠµ,µ = ΠλΠµ + ΠλΠµ + +ΠλΠµ + ΠλΠµ = 0.

On en déduit le résultat.

Classification topologique des flots contractants
11. On fixe A ∈M−n (R). Soient z1, . . . , zk ∈ C les racines de

P (z) := det(z −A) = zn + a1z
n−1 + · · ·+ an,

de multiplicités respectives m1, . . . ,mk. On fixe ε > 0 tels que les disques D(zj , ε), j = 1, . . . , k
soient deux à deux disjoints et n’intersectent pas l’axe imaginaire. Alors pour j = 1, . . . , k, P ne
s’annule pas sur ∂D(zj , ε). On pose

δ := min
1≤j≤k

min
z∈∂D(zj ,ε)

|P (z)|
1 + · · ·+ |z|n−1

> 0.

Soit U un voisinage de A dans Mn(R) tel que pour tout B ∈ U , le polynôme caractéristique de
B a pour la forme

det(z −B) = Q(z) = zn + b1z
n−1 + · · ·+ bn, ∀1 ≤ ` ≤ n, |b` − a`| < δ.
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Par conséquent, pour tous 1 ≤ j ≤ k et z ∈ ∂D(zj , ε)

|Q(z)− P (z)| ≤
n∑
`=1

|b` − a`||z|n−` < δ(|z|n−1 + · · ·+ 1) ≤ |P (z)|.

Il suit du théorème de Rouché que Q a mj racines dans D(zj , ε) (compté avec multiplicité) pour
chaque j = 1, . . . , k. Ce sont toutes les racines de Q en raison de degré. Ainsi, si λ ∈ sp(B), il
existera 1 ≤ j ≤ k tels que |<λ−<zj | ≤ |λ− zj | < ε. Il suit que <λ < <zj + ε ≤ −α(A) + ε. Donc

−α(B) = max
λ∈sp(B)

<λ < −α(A) + ε < 0,

i.e. α(B) > α(A) − ε. De plus, supposons sans perde de généralité que que <z1 = max
1≤j≤k

<zj =

−α(A). Soit λ1 ∈ D(z1, ε) ∩ sp(B), alors |<λ1 −<z1| ≤ |λ1 − z1| < ε. Il suit que

−α(B) = max
λ∈sp(B)

<λ ≥ <λ1 > <z1 − ε = −α(A)− ε,

i.e. α(B) < α(A) + ε. On conclut que U ⊆M−n (R) et que pour tout B ∈ U , |α(B)− α(A)| < ε.
Ainsi, M−n (R) est une partie ouverte de Mn(R) et l’application α : M−n (R)→ R>0 est continue.

12. Soit ‖·‖ la norme euclidienne sur Rn. Pour A ∈M−n (R), on définit

∀x ∈ Rn, ‖x‖A :=

√∫ ∞
0

e2sβ(A) ‖esAx‖2 ds, (2)

qui est bien défini. En effet, soient d ∈]β(A), α(A)[ et C > 0 tels que

∀x ∈ Rn,∀s ≥ 0,
∥∥esAx∥∥ ≤ Ce−ds ‖x‖ .

Alors ∫ ∞
0

e2sβ(A)
∥∥esAx∥∥2 ds ≤ C2 ‖x‖2

∫ ∞
0

e2s(β(A)−d) ds =
C2 ‖x‖2

2(d− β(A))
< +∞.

De plus, (2) définit une norme. En effet, cette norme est induite par un produit scalaire 〈·, ·〉A
défini par

∀x, y ∈ Rn, 〈x, y〉A =

∫ ∞
0

e2sβ(A)
〈
esAx, esAy

〉
ds.

où 〈·, ·〉 est le produit scalaire usuel. Soit x ∈ Rn et t ≥ 0, on a

∥∥etAx∥∥
A

=

√∫ ∞
0

e2sβ(A)
∥∥e(t+s)Ax∥∥2 ds

=

√∫ ∞
t

e2(u−t)β(A) ‖euAx‖2 du

≤

√
e−2tβ(A)

∫ ∞
0

e2uβ(A) ‖euAx‖2 du

= e−tβ(A) ‖x‖A .

Montrons finalement que l’application

M−n (R)×Rn → R≥0, (A, x) 7→ ‖x‖2A

est continue. Fixons A ∈M−n (R), x ∈ Rn et ε > 0. Contrôlons tout d’abord le terme∫ ∞
M

e2sβ(B)
∥∥esBy∥∥2 ds
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pour M assez grand et (B, y) assez proche de (A, x).
La matrice eA est hyperbolique, à valeur propres ayant module au plus e−α(A). D’après le cours,
on sait (en utilisant la forme normale de Jordan) qu’il existe une norme adaptée ‖·‖′ sur Rn

tel que
∣∣∣∣∣∣eA∣∣∣∣∣∣′ < e−d (rappelons que α(A) > d > β(A)). Si B est assez proche de A, on aura∣∣∣∣∣∣eB∣∣∣∣∣∣′ < e−d. Posons

C1 := max
0≤γ≤1
‖y‖′=1

eγd ‖eγy‖′ > 0.

Pour s ≥ 0, écrivons s = m + γ avec m ∈ N et γ ∈ [0, 1[. On a, pour tout y tel que ‖y‖′ = 1 et
tout B ∈Mn(R) assez proche de A∥∥esBy∥∥′ ≤ (∣∣∣∣∣∣eB∣∣∣∣∣∣′)m ‖eγy‖′ < e−mdC1e

−γd = C1e
−sd.

Il suit que, pour tout B assez proche de A

∀y ∈ Rn,
∥∥esBy∥∥′ ≤ C1e

−sd ‖y‖′ .

Finalement, soit C2 > 0 tel que

∀y ∈ Rn, ‖y‖ ≤ C2 ‖y‖′ .

Pour tout B assez proche de A est tout y ∈ Rn∫ ∞
M

e2sβ(B)
∥∥esBy∥∥2 ds ≤ C2

2

∫ ∞
M

e2sβ(B)
(∥∥esBy∥∥′)2 ds

≤ C2
1C

2
2

∫ ∞
M

e2s(β(B)−d) ‖y‖′ ds

=
C2

1C
2
2 (‖y‖′)2

2(d− β(B))
e2M(β(B)−d).

(car β(B) < d). Soit U un voisinage de A dans Mn(R) tel que d− β(B) ≥ ρ pour tout B ∈ U et
un certain ρ > 0 ne dépendant pas de B. Soit U un voisinage de x dans Rn tel que ‖y‖′ < 2 ‖x‖′
pour tout y ∈ U . On a

∀M > 0,∀(B, y) ∈ U × U,
∫ ∞
M

e2sβ(B)
∥∥esBy∥∥2 ds ≤ 2C2

1C
2
2 (‖x‖′)2

ρ
e−2Mρ.

On choisit M0 > 0 tel que
2C2

1C
2
2 (‖x‖′)2

ρ
e−2M0ρ <

ε

3
.

Pour tout (B, y) ∈ U × U , on a∣∣∣∣∫ ∞
M0

e2sβ(B)
∥∥esBy∥∥2 ds− ∫ ∞

M0

e2sβ(A)
∥∥esAx∥∥2 ds∣∣∣∣ < 2ε

3
.

Quitte à choisir U et U plus petit, on peut supposer que

∀(s,B, y) ∈ [0,M0]×U × U,
∣∣∣e2sβ(B)

∥∥esBy∥∥2 − e2sβ(A)
∥∥esAx∥∥2∣∣∣ < ε

3M0
.

Donc, pour (B, y) assez proche de (A, x)∣∣∣∣∣
∫ M0

0

e2sβ(B)
∥∥esBy∥∥2 ds− ∫ M0

0

e2sβ(A)
∥∥esAx∥∥2 ds∣∣∣∣∣ < ε

3
.

On conclut alors que
∣∣∣‖y‖2B − ‖x‖2A∣∣∣ < ε si (B, y) est assez proche de (A, x). Autrement dit,

l’application (A, x) 7→ ‖x‖A est continue.
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13. Soit A ∈M−n (R), on a α(A) > 0 et β(A) > 0. Il suit que pour tout x ∈ Rn \{0} et tous t > s ∈ R,
on a ∥∥etAx∥∥

A
=
∥∥∥e(t−s)AesAx∥∥∥

A
≤ e(s−t)β(A)

∥∥esAx∥∥
A
<
∥∥esAx∥∥

A
,

i.e. la fonction t 7→
∥∥etAx∥∥

A
est décroissante et continue. De 12., on a

∀t ≥ 0,
∥∥etAx∥∥

A
≤ e−tβ(A) ‖x‖A ,

∥∥e−tAx∥∥
A
≥ etβ(A) ‖x‖A .

Ainsi
lim

t→+∞

∥∥etAx∥∥
A

= 0, lim
t→−∞

∥∥etAx∥∥
A

= +∞.

Il exite un unique τA(x) ∈ R tel que
∥∥eτA(x)x

∥∥
A

= 1, i.e. eτA(x)x ∈ SA.
14. Montrons que l’application (A, x) 7→ τA(x) est continue de M−n (R) × (Rn \ 0) dans R. Soit

An → A et xn → x. On pose tn := τAn(xn). Pour tout n, si ‖xn‖An ≥ 1, alors tn ≥ 0, donc

1 =
∥∥etnAnxn∥∥An ≤ e−tnβ(An) ‖xn‖An . Il suit que tn ≤ ln‖xn‖An

β(An)
. Si 0 < ‖xn‖An < 1, alors tn < 0,

donc 1 =
∥∥etnAnxn∥∥An ≥ e−tnβ(An) ‖xn‖An . Il suit que tn ≥ ln‖xn‖An

β(An)
. Dans tous cas, on a

∀n, |tn| ≤
∣∣ln ‖xn‖An ∣∣
β(An)

,

(valable même si xn = 0), qui converge vers |ln‖x‖A|β(A) (en particulier, il est borné). Donc la suite
(tn)n admet au moins une valeur d’adhérence. Soit t une telle valeur. Alors

∥∥etAxx∥∥ = 1. Par
unicité de τA(x), on a nécessairement t = τA(x). Donc τA(x) est la seule valeur d’adhérence de la
suite (tn)n. Ainsi τAn(xn)→ τA(x) comme désiré.
La même preuve donne τAn(xn) → −∞ si x = 0. Ainsi (A, x) 7→ ϕ(A)(x) est continue M−n (R)×
Rn → Rn.

15. En effet, ϕ(A)(x) = eτA(x)eτA(x)Ax pour tout x ∈ Rn \ {0}, car eτA(x)Ax est déjà dans SA. Soit
ψ(A) : Rn → Rn donnée par ψ(A)(0) = 0 et ψ(A)(y) = e−(ln‖y‖A)AhA(y). Bien sûr, ψ(A) est
continue en tout point deRn\{0}. De plus, pour y ∈ Rn\{0} tel que ‖y‖A < 1, on a − ln ‖y‖A > 0,
donc

‖ψ(A)(y)‖A ≤ e
ln‖y‖Aβ(A) ‖hA(y)‖A = ‖y‖β(A)

A → 0

quand y → 0. D’où la continuité de ψ(A) en 0.
Soit x ∈ Rn \ {0}. On a ‖ϕ(A)(x)‖A = eτA(x)

∥∥eτA(x)A
∥∥
A

= eτA(x), donc

ψ(A)(ϕ(A)(x)) = e−(ln‖ϕA(x)‖A)AhA(ϕA(x))

= e−τA(x)A

(
ϕA(x)

eτA(x)

)
= e−τA(x)A

(
eτA(x)eτA(x)Ax

eτA(x)

)
= x.

De même, pour tout y ∈ Rn \ {0}, on voit facilement que∥∥∥e(ln‖y‖A)Aψ(A)(y)
∥∥∥
A

= ‖hA(y)‖A = 1,

donc τA (ψ(A)(y)) = ln ‖y‖A. Il suit que

ϕ(A)(ψ(A)(y)) = eln‖y‖Ae(ln‖y‖A)Aψ(A)(y)

= ‖y‖A hA(y)

= y.
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Donc ϕ(A) est un homémorphisme. De plus, pour x ∈ Rn \ {0} et t ∈ R∥∥∥e(τA(x)−t)AetAx
∥∥∥
A

= 1,

donc τA(etAx) = τA(x)− t. Il suit que

ϕ(A)(etAx) = eτA(x)−te(τA(x)−t)AetAx = e−teτA(x)eτA(x)Ax = e−tϕ(A)(x).

Ainsi, e−tϕ(A) = ϕ(A) ◦ etA pour tout t ∈ R.
16. Il suit de 15. que ϕ(A) est une conjugaison entre les flots etA et e−t idn .

Stabilité structurelle des flots linéaires hyperboliques
17. On pose

Ẽs(A) :=

 ⊕
λ∈sp(A)∩R>0

Cλ,R

⊕


⊕
λ∈sp(A)\R
<λ>0,
=λ>0

Cλ,λ


et

Ẽu(A) :=

 ⊕
λ∈sp(A)∩R<0

Cλ,R

⊕


⊕
λ∈sp(A)\R
<λ<0,
=λ>0

Cλ,λ

 .

AlorsRn = Ẽs(A)⊕Ẽu(A). Posons As := A|Ẽs(A) et Au := A|Ẽu(A). On obtient As ∈M−m(A)(R) et
−Au ∈M−n−m(A)(R). De 12., on a Ẽs(A) ⊆ Es(A) et Ẽu(A) ⊆ Eu(A), doncRn = Es(A)+Eu(A).
De plus, si x ∈ Es(A) ∩Eu(A), on peut écrit x = xs + xu avec xs ∈ Ẽs(A) et xu ∈ Ẽu(A). Il suit
que

etAuxu = etAxu = etAx− etAxs −−−−→
t→+∞

0.

Or ‖xu‖−Au ≤ e−tβ(−Au)
∥∥etAuxu∥∥−Au → 0 quand t → +∞, donc ‖xu‖−Au = 0, i.e. xu = 0. De

même, xs = 0 et on conclut que x = 0. Il suit que Es(A)∩Eu(A) = {0} et on a une somme directe

Rn = Es(A)⊕ Eu(A).

En particulier, Es(A) = Ẽs(A) et Eu(A) = Ẽu(A).
18. Soit U un ouvert borné de {z ∈ C, <z < 0} qui contient sp(A) ∩ {z ∈ C, <z < 0}. En utilisant

les notations comme celles dans 7., on a πs(A) = ΠU (A). Le même argument avec le théorème de
Rouché comme celui dans 11. nous donne un voisinage V de A dans Mn(C) tel que pour tout
B ∈ V , on a B ∈ Hypn(R) et sp(B) ∩ {z ∈ C, <z < 0} ⊆ U . Soit U un voisinage de A dans
Mn(R) tel que toute matrice B ∈ U appartienne aussi à V . Alors ΠU (B) = πs(B) ∈ Mn(R)
pour B ∈ U , et ΠU : U → Mn(R) définit une fonction continue, car elle est la restriction d’une
fonction holomorphe. On en déduit que l’application A 7→ πs(A) est continue de Hypn(R) dans
L (Rn)2. Même argument pour A 7→ πu(A).

19. Soit U comme dans 18.. Puisque dimEs(M) = trπs(M) ∈ N et que M 7→ πs(M) est continue,
on a queM 7→ dimEs(M) est localement constante. Soit v1, . . . , vr une base de Es(A). Alors pour
tout M assez proche de A, on a que la famille (πs(M)vi)i=1,...,r est libre (cette famille dépend
continûment de M et vaut (vi)i=1,...,r pour M = A). Puisque dimEs(M) = dimEs(A) pour M
assez proche de A, on a le résultat.
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20. On fixe (u1, . . . , ur) une base de Es(A), que l’on complète en une base (u1, . . . , un) de Rn. Alors
pour tout M proche de A, la famille

β(M) = (πs(M)u1, . . . , πs(M)ur, ur+1, . . . , un)

reste libre, ainsi que la famille

β̃(M) = (Mπs(M)u1, . . . ,Mπs(M)ur, ur+1, . . . , un)

puisque M préserve Es(M) et est inversible. On note P (M) la matrice de β(M) dans la base
β̃(M). Notons

P (M) =

(
Q(M) 0

0 In−r

)
.

Alors par définition, la matrice de qs(M)Mπs(M)|Es(A) dans la base (u1, . . . , ur) est donnée par
Q(M). Il suffit donc de montrer que M 7→ Q(M) est continue. Ceci sera vrai si M 7→ P (M)
l’est. Or on a (en identifiant les bases β(M), β̃(M) avec les matrices les représentant dans la base
canonique de Rn)

P (M) = β(M)β̃(M)−1,

ce qui conclut puisque les applicationsM 7→ β(M), β̃(M) sont continues, et l’inversion est continue
GL(n,R)→ GL(n,R).

21. Pour M ∈ U , les valeurs propres de M |Es(M) ont parties réelles négatives, celles de M̃ aussi. On
définit Φ̃s : U × Es(A)→ Es(A) par

∀(M,xs) ∈ Es(A), Φ̃s(M,xs) := ϕ(A)−1 ◦ ϕ(M̃)(xs)

où l’homéomorphisme ϕ(B) : Es(A) → Es(A) est défini dans 15. pour chaque B ∈ L (Es(A))

ayant seulement les valeurs propres de partie réelle négative. Alors Φ̃s(M, ·) = ϕ(A)−1 ◦ϕ(M̃) est
un homéomorphisme (en particulier, Φ̃s(A, ·) = idEs(A)). Soient M ∈ U , t ∈ R et xs ∈ Es(A).
On a

ϕ(A)(etAΦ̃s(M,xs)) = e−tϕ(A)(Φ̃s(M, s)) = e−tϕ(M̃)(xs) = ϕ(M̃)(etM̃xs).

Il suit que
etAΦ̃s(M,xs) = ϕ(A)−1 ◦ ϕ(M̃)(etM̃xs) = Φ̃s(M, etM̃xs).

22. En remplaçant A par −A dans 21. (et choissisant U plus petit si nécessaire), on peut supposer
que pour chaque M ∈ U , πu(M)|Eu(A) : Eu(A)→ Eu(M) soit un isomorphisme d’inverse qu(M)

et qu’il existe un application continue Φ̃u : U × Eu(A)→ Eu(A) vérifiant

∀(M, t, xu) ∈ U ×R× Eu(A), etAΦ̃u(M,xu) = Φ̃u(M, etM̂xu)

où M̂ = qu(M)Mπu(M)|Eu(A), telle que Φ̃u(M, ·) : Eu(A) → Eu(A) soit un homéomorphisme
pour tout M ∈ U et que Φ̃u(A, ·) = idEu(A). On définit alors

Φs : U ×Rn → Es(A), (M,x) 7→ Φ̃s(M, qs(M)πs(M)x)

Φu : U ×Rn → Eu(A), (M,x) 7→ Φ̃u(M, qu(M)πu(M)x)

et
Φ : U ×Rn → Rn, (M,x) 7→ Φs(M,x) + Φu(M,x).

Pour chaque M ∈ U , on note Ψ̃s(M, ·) : Es(A) → Es(A) (resp. Ψ̃u(M, ·) : Eu(A) → Eu(A))
l’inverse de Φ̃s(M, ·) (resp. de Φ̃u(M, ·)). Définissons

Ψ : U ×Rn → Rn, (M,x) 7→ πs(M)Ψ̃s(M,xs) + πu(M)Ψ̃u(M,xu)
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où xs = πs(A)x et xu = πu(A)x, qui est continue. De plus

Ψ(M,Φ(M,x)) = Ψ(M,Φs(M,x) + Φu(M,x))

= πs(M)Ψ̃s(M,Φs(M,x)) + πu(M)Ψ̃u(M,Φu(M,x))

= πs(M)qs(M)πs(M)x+ πu(M)qu(M)πu(M)x

= πs(M)x+ πu(M)x

= x

et

Φ(M,Ψ(M,x))

= Φs(M,Ψ(M,x)) + Φu(M,Ψ(M,x))

= Φ̃s(M, qs(M)πs(M)Ψ(M,x)) + Φ̃u(M, qu(M)πu(M)Ψ(M,x))

= Φ̃s(M, qs(M)πs(M)Ψ̃s(M,xs)) + Φ̃u(M, qu(M)πu(M)Ψ̃(M,xu))

= Φ̃s(M, Ψ̃s(M,xs)) + Φ̃u(M, Ψ̃(M,xu))

= xs + xu

= x.

On conclut que Φ(M, ·) : Rn → Rn est un homéomorphisme pour tout M ∈ U , et qu’on a
une application continue U → Homeo(Rn), M 7→ Φ(M, ·) (la topologie sur Homeo(Rn) est la
topologie compacte-ouverte), car U et Rn sont localement compacts. De plus, Φ(A, ·) = idRn .
Finalement, soit t ∈ R. On rappelle que

Ψ̃s(M, etAxs) = etM̃ Ψ̃s(M,xs), Ψ̃u(M, etAxu) = etM̂ Ψ̃u(M,xu).

Pour tout M ∈ U , les espaces Es(M) et Eu(M) sont M -invariants, donc M commute avec les
projecteurs πs(M) et πu(M). Il suit que

Ψ(M, etAx)

= πs(M)Ψ̃s(M,πs(A)etAx) + πs(M)Ψ̃u(M,πu(A)etAx)

= πs(M)Ψ̃s(M, etAxs) + πu(M)Ψ̃u(M, etAxu)

= πs(M)etM̃ Ψ̃s(M,xs) + πu(M)etM̂ Ψ̃u(M,xu)

= πs(M)qs(M)etMπs(M)Ψ̃s(M,xs) + πu(M)qu(M)etMπu(M)Ψ̃u(M,xu)

= etMπs(M)Ψ̃s(M,xs) + etMπu(M)Ψ̃u(M,xu)

= etMΨ(M,x).

Ainsi etAΦ(M,x) = Φ(M, etMx), i.e. on a donc une conjugaison Φ(M, ·) entre les flots etA et
etM , qui varie continuement en M ∈ U et Φ(A, ·) = idRn . En autres termes, le flot etA est
structurellement stable.

Applications : conjugaisons en famille
23. On a discuté l’ouverture des Uj , j = 0, . . . , n dans 11.. Il reste à montrer leur connexité. Soit

Ij ∈ Uj la matrice diag[1, . . . , 1,−1, . . . ,−1] (j entrées sont 1). Toute matrice M ∈ Uj s’écrit
M = PHP−1, où H = diag[A1, . . . , Ar, B1, . . . , Bs, C1 . . . , Cu, D1, . . . , Dv] telle que
a. Les Ak (1 ≤ k ≤ r) sont les blocs de Jordan réels associés aux valeurs propres positives de M .
b. Les Bk (1 ≤ k ≤ s) sont les blocs de Jordan complexes associés aux valeurs propres de partie

réelle positive de M .
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c. Les Ck (1 ≤ k ≤ u) sont les blocs de Jordan réels associés aux valeurs propres négatives de M .
d. Les Dk (1 ≤ k ≤ v) sont les blocs de Jordan complexes associés aux valeurs propres de partie

réelle négative de M .
e. La somme des tailles des Ak et Bk est m(A).
f. det(P ) > 0 (on peut remplacer P par −P si nécessaire).
L’ensemble GL+

n (R) des matrices de déterminant positif est connexe par arcs, donc on peut trouver
un chemin p(t) : [0, 1]→ GL+

n (R) tel que p(0) = P et p(1) = idn. Trouvons maintenant un chemin
dans Uj reliant H à Ij .

a. Soit 1 ≤ k ≤ r et Ak =

λ 1
. . .

λ

, λ > 0. Le chemin

∀t ∈ [0, 1] ak(t) :=

(1− t)λ+ t 1− t
. . .

(1− t)λ+ t


relie ak(0) = Ak à ak(1) = diag[1, . . . , 1]. De plus, les valeurs propres de ak(t) (qui sont
(1− t)λ+ t) sont positives pour tout t ∈ [0, 1].

b. Soit 1 ≤ k ≤ s et Bk =

Q id2

. . .
Q

, Q =

[
a −b
b a

]
, a > 0, b 6= 0. Le chemin q(t) :=

[
(1− t)a+ t −b(1− t)
b(1− t) (1− t)a+ t

]
relie q(0) = Q à q(1) = id2. Ainsi, le chemin

∀t ∈ [0, 1] bk(t) :=

q(t) (1− t) id2

. . .
q(t)


relie bk(0) = Bk à bk(1) = diag[1, . . . , 1]. De plus, les valeurs propres de bk(t) (qui sont (1 −
t)a+ t± ib(1− t)) sont de partie réelle positive pour tout t ∈ [0, 1].

c. De même, on peut trouver les chemins ck reliant Ck à diag[−1, . . . ,−1] (1 ≤ k ≤ u) tel que
les valeurs propres de ck(t) sont négatives pour tout t ∈ [0, 1] ; et les chemins dk reliant Dk à
diag[−1, . . . ,−1] (1 ≤ k ≤ v) tel que les valeurs propres de dk(t) sont de partie réelle négative
pour tout t ∈ [0, 1].

Ainsi, on a un chemin

h := diag[a1, . . . , ar, b1, . . . , bs, c1, . . . , cu, d1, . . . , dv] : [0, 1]→ Uj

reliant h(0) = H à h(1) = Ij . En conséquence, on a une chemin

∀t ∈ [0, 1], m(t) := p(t)h(t)p(t)−1 ∈ Uj

reliant m(0) = PHP−1 = M à m(1) = Ij dans Uj . Donc Uj est connexe par arcs.
24. De 22., pour tout s ∈ [0, 1], il existe un voisinage Vs ⊆ Uj de M(s) et une application continue

Φs : Vs×Rn → Rn telle que pour tout s′ ∈ [0, 1] avec M(s) ∈ Vs, on ait une conjugaison Φs(s
′, ·)

entre les flots etM(s) et etM(s′) ; et que Φs(s, ·) = idRn .
Soient 0 = s0 < s1 < · · · < sk = 1 tels que pour chaque 1 ≤ k ≤ m, M([sk−1, sk]) ⊆ Vk := Vsk−1

(par compacité et connexité). On note Φk := Φsk−1
pour 1 ≤ k ≤ m. On définit une application

continue

Fk : [sk−1, sk]→ Homeo(Rn), s 7→ Φ1(s1, ·) ◦ · · · ◦ Φk−1(sk−1, ·) ◦ Φk(s, ·).
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pour chaque 1 ≤ k ≤ m. Pour tout (s, t) ∈ [sk−1, sk]×R, on a

Fk(s) ◦ etM(s) = Φ1(s1, ·) ◦ · · · ◦ Φk−1(sk−1, ·) ◦ Φk(s, ·) ◦ etM(s)

= Φ1(s1, ·) ◦ · · · ◦ Φk−1(sk−1, ·) ◦ etM(sk−1) ◦ Φk(s, ·)
...

= Φ1(s1, ·) ◦ etM(s1) ◦ · · · ◦ Φk(s, ·)
= etM(s0) ◦ Φ1(s1, ·) ◦ · · ·Φ1(s1, ·)
= etA ◦ Fk(s).

Or, pour 1 ≤ k ≤ m− 1, on a Φk+1(sk) = idnR, donc Fk(sk) = Fk+1(sk). On peut définir donc une
application continue Ψ : [0, 1] ×Rn → Rn en posant Ψ(s, x) := Fk(s)(x) lorsque sk−1 ≤ s ≤ sk.
De plus,

etAΨ(s, x) = etAFk(s)(x) = Fk(s)(etM(s)x) = Ψ(s, etM(s)x).
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