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Perturbation des valeurs propres

1. On a
(A=mA=-N[A-N)" (A=) =A-p) - (A=X) = (A —p)id,,
o (A-N" = (A-p)!
_ _ —A) T — — K1)
A=\ A-p) " = , . (1)
—u
2. Soient p > p’ > 0 tels que D(\, p) Nsp(A) = D(X, p') Nsp(A) = {A}. Alors (z — A)~! est bien
défini, donc tous ses entrées sont holomorphes au voisinage de annulus {p’ < |z — A| < p} (car
elle sont des fonctions rationnelles). Il suit de la formule de Cauchy que
1 1

= A Vdr = — —A)tdz.
omi %YP(Z ) =an %_p,(z )7 dz

3. Soient p > p’ > 0 comme dans la partie[2] On a

m = (;ri[gw(z—A)‘ldz> (217”[5

X,p!

_ ﬁ /[gx%)(z — A (w— A) dadw

1 z— A" —(w—A)! .
- W/[g » ( ) ( ) dzdw (partie [1})
OX,p X, p!
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1 1 d
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1 1 d
+— —,/ © ) (w— A)" dw.
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(w—A)~! dw)

1 dw

r p
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Z—w

1
= 0 pour tout z € %), et —/
2w Jo

X,p!

= 1 pour tout w € %), par la

formule de Cauchy. 1l suit que I3 = II,.
4. On rappelle que la différentielle du déterminant en A € GL,,(C) est

M, (C) 3 H ~ det(A) tr(A™' H).
Ainsi, pour d(z) = det B(z), on a
d'(z) = det B(2) tr(B(2) ' B'(2)) = d(2) tr(B(2) "' B'(2)).



5. Soit B : C — M, (C) définie par B(z) := z — A. Elle est holomorphe de dérivée B’(z) = id,,. Soit
N Pordre d’annulation de d(z) := det B(z) en A, qui est la méme chose que dimg C) ¢. On a

w= g [ we- N amgn [ u@erre) - o [ G5

(partie ) Par la formule de Cauchy cette valeur est N. Observons que les entrées de (z —\)V (2 —
A)~! sont de la forme
(z ="
d(z)

11 suit que ces entrées sont holomorphes au voisinage de \. Ainsi

P(z), P e C[z].

(/\—A)N(Z—A)ilz(/\—z) +Z( ) N k( A)kfl

a ses entrées holomorphes au voisinage de A. En prenant p assez petit
1
A= AN, = — AN=AN(z—-A)tdz=0.
27 Ex.p

Il suit que I'image de II est contenue dans C) c. De , on sait que I est un projecteur. Comme
ranglly =trlly = NV, on a ImII\ = C) c.

6. De , 1T, fixe les vecteurs dans C . Soient A, u € sp(A), A # p et p > 0 tels que D(A, p)Nsp(4) =
{A}, que D(u, p) Nsp(A) = {u} et que D(A, p) N D(p, p) = . On a

LI, = (217” [@,p(z —A)ldz> <21m [gﬂ’p(w —A)ldw>

1
= 72// (z = A) " w— A) " dzdw
271 Cg)\pX%up
_NN=1 _ (a _ AV-L
ri)? // (z=4) (w=4) dzdw (partie [1})
7TZ gApX gup w—z

1 d
/ v (z—A)"tdz
" 2mi Gx.p 2mi Gy W2

1 1 d
+— —/ ) (w-A)tdw
2mi Jeg, , \ 270 Jg, , 2 — W

=0

par la formule de Cauchy. Ainsi les IIy, A € sp(A) sont les matrices des projecteurs spectraux
complexes associés & A.

7. Les coefficients de (z — A)~! sont holomorphes au voisinages de U\ |J  D(), p) pour p assez
A€sp(A)NU
petit. Par la formule de Cauchy

1 1

I = II, = — —A) = — — At dz.

v Z D D /g (z=A)"dz=50 aU(z )7 dz
Aesp(A)N Aesp(A)NU “Xop

Comme U est compact, il existe un voisinage % de A dans M,,(C) tel que det(z — M) ne s’annule
par sur QU pour tout M € % . Ainsi

Iy (M) = M(M)=— [ (z—M)'dz
Y Aeszz\;)nU ’ /BU

définit une fonction & entrées holomorphes.



8. Pour u € Cy R, on a IIyu = u (on peut voir u comme un vecteur dans C”, alors u € C ¢). De

10.

méme, si p € sp(A) N R est différente de A, on a IIyu = 0 pour tout v € C, r. Finalement si
w e sp(A)\R et u e C,g, il existera v € C” tel que u+iv € C,c et u —iv € Cpc. Ainsi
I\ (u+iv) =y (uw—iv) = 0, ot IIyu = 0. On a montré que les vecteurs propres réels généralisés
de A sont envoyés sur les vecteurs réels. Ainsi I'image de R™ par I est contenu dans R™, donc
les entrées de ITy sont réelles.

. Dans @., on a montré que II\II, = 0 si A # p. Comme A # A, on a

I3 5 = (I + 1) = I + 15 = I + I = 10, 5.
Soit u € C, 5. Soit v € R" tel que u +iv € Cyc et u—iv € 5 5. On a

HA,X“ = Iu +15u

1 1 1 1

= §H,\(u+ i) + §H,\(u — )+ §HX(U +v) + §H;(u — iv)
1 ) 1 1 1 .

= §(u+zu)+§-0+§-0+§(u—w)

= u.

De méme, si 1 € sp(A4) \ R différente de A et de A, on aura II, yu = 0 pour tout u € C, . Si
p € sp(A)NR, on aura I, yu = 0 pour tout u € C), r. Avec le méme argument comme celui dans
, on voit que les entrées de II, ;- sont réelles.

De?.7 pour A € sp(A) \ R, II, 5 est un projecteur d'image C, . Il suffit de montrer que le produit
de deux matrices distinctes, choisies arbitrairement dans les matrices données, est 0.

a. Si A\, pesp(A)NR et A+ p, on abien IIII, =0 @.)
b. SiAesp(4)NR et p € sp(A) avec Su > 0, on a

H)\Hu)ﬁ = H)\HM + H)\Hﬁ =0.
c. Sid\peesp(A)NR avec SA>0et Su>0,0na
1, 511, = T, + LTI + +1I11, + T = 0.

On en déduit le résultat.

Classification topologique des flots contractants

11.

On fixe A € M, (R). Soient 21, ...,z € C les racines de
P(z):=det(z — A) = 2" +a12" ' 4+ +ay,

de multiplicités respectives myq, ..., my. On fixe € > 0 tels que les disques E(zj,e), j=1..k
soient deux a deux disjoints et n’intersectent pas I’axe imaginaire. Alors pour j = 1,...,k, P ne
s’annule pas sur 0D(z;,¢). On pose

P
§:= min  min _ P&l < 0.
1<j<k z€0D(zj,e) 1+ + |Z|n—1

Soit % un voisinage de A dans M, (R) tel que pour tout B € %, le polynéme caractéristique de
B a pour la forme

det(z — B) = Q(2) = 2" +b12" ' 4+ 4 by, V1 <{t<mn, |bp—as <9.



12.

Par conséquent, pour tous 1 < j < k et z € 9D(z;,¢€)
Q(2) = P(2)] <Y |be — all2[" < 6(|z" "1 + -+ +1) < [P(2)].
=1

Il suit du théoréme de Rouché que @ a m; racines dans D(zj,¢) (compté avec multiplicité) pour
chaque j = 1,...,k. Ce sont toutes les racines de @) en raison de degré. Ainsi, si A € sp(B), il
existera 1 < j < k tels que |[RA — Rz;| < |A—z;| < e. Il suit que RA < Rz; + ¢ < —a(A)+e¢. Donc

—a(B) = max RA< —a(4)+e<0,
Aesp(B)

ie. a(B) > a(A) — e. De plus, supposons sans perde de généralité que que Rz, = max Rz; =
<j<
—a(A). Soit Ay € D(z1,e) Nsp(B), alors RN\ — Rz1| < [A1 — 1] < e. 1l suit que

—a(B) = max RA> R\ >Rzy —e=—a(A) —¢,
Aesp(B)

ie. a(B) < a(A) + . On conclut que % C M, (R) et que pour tout B € %, |a(B) — a(A)] < e.
Ainsi, M, (R) est une partie ouverte de M, (R) et application « : M, (R) — R~q est continue.

Soit ||-|| la norme euclidienne sur R™. Pour A € M, (R), on définit

VreR®, |l = ¢/0 ¢258(4) [esAg|? ds, @)

qui est bien défini. En effet, soient d €]8(A), a(A)[ et C > 0 tels que
Ve e R",Vs >0, HeSAa:H < Ce % ||z .

Alors

/ T ey ds < € / " s gg = Ol
0 - 0 2(d — B(A))

De plus, définit une norme. En effet, cette norme est induite par un produit scalaire (-,-) ,
défini par

Ve, y € R", (x,y) 4 = / e25P(4) <65Ax, eSAy> ds.
0

ou (-,-) est le produit scalaire usuel. Soit x € R™ et t > 0, on a

oo
4], = V e e as
0
_ \//m e2(u=0B(A) [|euAz|* du
t

< \/e—Qtﬂ(A)/ e2uB(A) H€UA$||2 du
0

= e P |1z, .

Montrons finalement que 'application
M;(R)x R" = Rso,  (A,2)— |2

est continue. Fixons A € M, (R), x € R™ et £ > 0. Controlons tout d’abord le terme

o0
[ o
M



pour M assez grand et (B,y) assez proche de (A, x).

La matrice e est hyperbolique, & valeur propres ayant module au plus e~ D’aprés le cours,
on sait (en utilisant la forme normale de Jordan) qu'il existe une norme adaptée ||-||" sur R™
tel que H|eAH|/ < e~ (rappelons que a(A) > d > B(A)). Si B est assez proche de A, on aura
|HeBH‘/ < e~?. Posons

o(A)

_ Y || oY
Cy = jnax e eyl" > 0.

\yH’—l

Pour s > 0, écrivons s = m + v avec m € N et v € [0,1[. On a, pour tout y tel que ||y| = 1 et
tout B € M,,(R) assez proche de A

lesll < (I ll) " eyl < emache ™ = Cremst,
Il suit que, pour tout B assez proche de A
vy € R", ||eSBy||/ < Cre *y|".
Finalement, soit Cy > 0 tel que
vyeR",  ly| < Calyl’

Pour tout B assez proche de A est tout y € R™

[ oy s [~ (g
M M
3012022/ 2B =) |1y |" ds
M
Me (B(B)—d)_

2(d - B(B))

(car B(B) < d). Soit % un voisinage de A dans M, (R) tel que d — B(B) > p pour tout B € % et
un certain p > 0 ne dépendant pas de B. Soit U un voisinage de = dans R™ tel que ||y||" < 2z’
pour tout y € U. On a

00 20202 N2
VM > 0,VY(B,y) € % x U, / e258(B) ||eSByH2 ds < Me‘”‘“.
M p

On choisit My > 0 tel que
/
202 C3(0ell)? ansy _ <
P 3
Pour tout (B,y) € Z x U, on a

‘/ 285 (B) ||esByH ds _/ 28,@(A) ||€SA.’£|| ds

Quitte & choisir % et U plus petit, on peut supposer que

<25
3

S S 2 S S
V(s, B,y) € [0, Mo] x % x U, |25 [[esBy|[* = 20 [lesAg | < 3MO.

Donc, pour (B, y) assez proche de (A, x)

Mo 2 2
/ 9B ||esBy | ds—/ 28 |5z |? ds
0 0

On conclut alors que ’||y||33 - Haz||i‘ < e si (B,y) est assez proche de (A,z). Autrement dit,

<<
3

I'application (A,z) — ||z||, est continue.



13.

14.

15.

Soit A € M, (R), on a a(A) > 0et S(A) > 0. Il suit que pour tout x € R™\ {0} et toust > s € R,

on a
et a] , = || e e | < b7 flera] , < [le ],

i.e. la fonction ¢t — ||etAxHA est décroissante et continue. De , on a

Vit >0, HetAchA <e WD |z 4, ||e_tAxHA > P 12|,
Ainsi
i leal, =0, tim_ ], = +oc

1l exite un unique 74(z) € R tel que He“(z)xHA =1,ie e @y e §y.

Montrons que lapplication (A,z) — 74(x) est continue de M, (R) x (R™\ 0) dans R. Soit
An — A et x, — x. On pose t, := 74, (7). Pour tout n, si [[,|, > 1, alors ¢, > 0, donc

In||z,, .
1= Het"A"anA < e~ tnBlAn) znll 4, - 11 suit que ¢, < %. Si0 < |znll4, <1,alorst, <0,
donc 1 = HetnAnanA > ¢ tnB(An) HanAn. 11 suit que ¢,, > %. Dans tous cas, on a
In [|znll4,

v7’1/7 tn S b
Il < =5,

. . 1 T . . .
(valable méme si x,, = 0), qui converge vers |Ig|(ﬂ‘)“| (en particulier, il est borné). Donc la suite

(tn)n admet au moins une valeur d’adhérence. Soit ¢ une telle valeur. Alors ||e!4z| = 1. Par
unicité de 74(x), on a nécessairement ¢t = 74(x). Donc 74(z) est la seule valeur d’adhérence de la
suite (tn)n. Ainsi 74, (2,) = 74(x) comme désiré.
La méme preuve donne 74, (z,) = —oo si x = 0. Ainsi (A4, z) — p(A4)(z) est continue M, (R) x
R" = R".
En effet, p(A)(z) = eTA@ema@Ag pour tout x € R™ \ {0}, car e™A @4z est déja dans Sa. Soit
Y(A) : R® — R" donnée par 9(A)(0) = 0 et ¥(A)(y) = e~ I¥l)Ah ,(y). Bien sar, ¥(A) est
continue en tout point de R™\{0}. De plus, pour y € R"\{0} tel que ||y|| 4, < 1,ona—In|y| , > 0,
donc
n A
()W)l < PP )], = 19I5 =0

quand y — 0. D’ou la continuité de ¥(A) en 0.
Soit & € R™\ {0}. On a [[p(A)(x)] , = €7@ [[ema@A|| | = e74@) donc

b(A)(p(A)(z)) = e~ Iea@l)An (o4 (x))
_ pmral@)a (@A(ﬂf))

eTA(i)

_raa (eTA(I)eTA(x)AZ‘>

eTa (z)

=Xx.

De méme, pour tout y € R™ \ {0}, on voit facilement que
e () w)|| = Iha)lla =1,

donc 74 (¥(A)(y)) = In||y|| 4. II suit que

P(A) (W (A)(y)) = elvlaevlody () (y)
= [lylla ay)
=1y.



Donc ¢(A) est un homémorphisme. De plus, pour z € R"\ {0} et t € R

6(7'A(93)715).»46tAac -1
A

)

donc 74 (etz) = 74(z) — t. Il suit que
(p(A)(BtA.T) _ eTA(I)*te(TA(Z)*t)AetAI _ efteTA(m)erA(m)Ax _ eitga(A)(LE)
Ainsi, e tp(A) = p(A) o et pour tout ¢ € R.

16. Il suit de que p(A) est une conjugaison entre les flots e4 et e~*idn.

Stabilité structurelle des flots linéaires hyperboliques

17. On pose
E*(A) = P ar|e P s
A€sp(A)NRso Aesp(A)\R
RA>0,
IA>0
et

EY(A) := @ Cir | ® @ Cy>
Aesp(A)NR <o A€sp(A)\R

RA<O,

IA>0
Alors R" = E5(A)@E"(A). Posons A, := A Be(4) €t Au = Al gu(4). On obtient A, € M;L(A)(R) et
~Ay €M 4 (R). De7 ona E%(A) C E5(A) et E*(A) C E¥(A), donc R" = E*(A)+E"(A).
De plus, si z € E5(A) N E“(A), on peut écrit z = x4 + x, avec x5 € E*(A) et z, € E*(A). Il suit
que

tAu Ty = etAxu =y — etAxs — 0
t——+oo

e

Or [|zyl_y, < e A etz ||, — 0 quand ¢t — +oo, donc ||zy||_, =0, ie. z, = 0. De
méme, x5 = 0 et on conclut que x = 0. Il suit que E*(A)NE“(A) = {0} et on a une somme directe

R" = E°(A) & E(A).

En particulier, E%(A) = E5(A) et E%(A) = E*(A).

18. Soit U un ouvert borné de {z € C, Rz < 0} qui contient sp(4) N {z € C, Rz < 0}. En utilisant
les notations comme celles dans [7}, on a m,(A) = IIy(A). Le méme argument avec le théoréme de
Rouché comme celui dans nous donne un voisinage ¥ de A dans M, (C) tel que pour tout
B e ¥,onaB e Hyp,(R) et sp(B)N{z e C, Rz < 0} C U. Soit % un voisinage de A dans
M, (R) tel que toute matrice B € % appartienne aussi & ¥. Alors Iy (B) = m4(B) € M,(R)
pour B € %, et Iy : % — M,(R) définit une fonction continue, car elle est la restriction d’une
fonction holomorphe. On en déduit que application A — m,(A) est continue de Hyp,,(R) dans
Z(R™)%. Méme argument pour A — m,(A).

19. Soit % comme dans [18}. Puisque dim E*(M) = trms(M) € N et que M — 7,(M) est continue,
on a que M — dim E*(M) est localement constante. Soit vy, ..., v, une base de E*(A). Alors pour
tout M assez proche de A, on a que la famille (m5(M)v;)i=1,.. . est libre (cette famille dépend
contintment de M et vaut (v;)i=1,.., pour M = A). Puisque dim E*(M) = dim E*(A) pour M
assez proche de A, on a le résultat.



20.

21.

22,

On fixe (uq,...,u,) une base de E*(A4), que 'on compléte en une base (uy,...,u,) de R™. Alors
pour tout M proche de A, la famille

B(M) = (ms(M)ug, ..., Ts(M)Up, Upi1,- -, Un)
reste libre, ainsi que la famille
B(M) = (Mrg(M)uy, ..., Mrg(M)ty, thypy1, ..., un)

puisque M préserve E°(M) et est inversible. On note P(M) la matrice de S(M) dans la base

B(M). Notons
POM) = (Q(é” ) Inor) |

Alors par définition, la matrice de g;(M)Mm,(M)|gs(a) dans la base (u1,...,u,) est donnée par
Q(M). 1l suffit donc de montrer que M — Q(M) est continue. Ceci sera vrai si M — P(M)
lest. Or on a (en identifiant les bases (M), B(M) avec les matrices les représentant dans la base
canonique de R™)

P(M) = B(M)B(M)~",
ce qui conclut puisque les applications M — (M), B (M) sont continues, et 'inversion est continue
GL(n,R) — GL(n,R).
Pour M € %, les valeurs propres de M
définit @, : % x E5(A) — E*(A) par

g (M) ont parties réelles négatives, celles de M aussi. On

V(M,z,) € ES(A), B (M, zy) = @A) op(M)(zs)

ot 'homéomorphisme ¢(B) : E°(A) — E*(A) est défini dans pour chaque B € Z(E*(A))
ayant seulement les valeurs propres de partie réelle négative. Alors ®,(M, ) = @(A)~L o p(M) est
un homéomorphisme (en particulier, ®,(4,-) = idgs(4)). Soient M € %, t € R et x, € E*(A).

On a

DAY A (M, 7)) = e~ (A)(Bs (M, ) = e o(M) () = (M)(eM ).

11 suit que ~ —

D (M, x,) = p(A) Lo (M) (eMa,) = d (M, eMa,).
En remplagant A par —A dans (et choissisant % plus petit si nécessaire), on peut supposer
que pour chaque M € %, w,(M)|gu(a) : E*(A) — E"(M) soit un isomorphisme d’inverse g, (M)
et qu'il existe un application continue ®,, : % x E*(A) — E"(A) vérifiant

V(M’t’x") €U xR x EU(A)v etA&)u(M; ﬂfu) = Zf)u(Ma etﬁxu)

ott M = qu(M )My (M)|gu(a), telle que O, (M,-) : E*(A) — E“(A) soit un homéomorphisme
pour tout M € % et que &)u(A, -) = idgu(4). On définit alors

B, U xR" — B5(A), (M, ) Bs(M,qs(M)my(M)z)

O, : % xR" — E*(A), (M, z) — O, (M, g (M), (M)z)
et
d:% xR" - R", (M,z) = (M, z) + D, (M, x).
Pour chaque M € %, on note W (M,-) : ES(A) — E*(A) (resp. U, (M,") : E*(A) — E*(A))
linverse de ®4(M,-) (resp. de @, (M, -)). Définissons

U:% xR =R, (M, z)— 7s(M)U (M, z,) + w0 (M)W, (M, z,)



ol x5 = mws(A)x et x, = 7, (A)x, qui est continue. De plus

U(M,®(M,z)) =V (M, (M, z) + P, (M, x))

T (M)W (M, (M, x)) + w0 (M)W, (M, &, (M, 7))
= W?(M)QQ(M)TFQ(M)x + ﬂ—U(M)qu(M)Tru(M)‘T
ws(M)x + m (M)x

X

et
O(M,V(M,zx))
= O,(M,U(M,z)) + (M, ¥(M,z))
= &,(M, qu(M)my (M)U(M, 7)) + ®,, (M, g (M), (M)¥(M, z))
= (M, g (M) (M)T

)7s(
s (M)W (M, 25)) + Bu(M, qu(M)m (M)W (M, 2,))
= O, (M, W, (M,z,)) + @ (M, (M, 2,,))
= Ts+ Ty
= .
On conclut que ®(M,-) : R® — R"™ est un homéomorphisme pour tout M € %, et qu'on a
une application continue % — Homeo(R"™), M — ®(M,-) (la topologie sur Homeo(R"™) est la

topologie compacte-ouverte), car % et R™ sont localement compacts. De plus, ®(A,-) = idgrn.
Finalement, soit ¢t € R. On rappelle que

‘I’S(M, ety = etM{Iv/S(M, Zs), {Iv/u(M, ethr,) = etﬁ\iu(M, T)-
Pour tout M € %, les espaces E*(M) et E*(M) sont M-invariants, donc M commute avec les
projecteurs ms(M) et m, (M). Il suit que
U (M, et)
= m (M)W (M, 7o (A)e' a) + 7o (M) T, (M, 7, (A)e )
= (M)W (M, e 3,) + m, (M) Wy (M, e,
= 7 (MM (M, 2) + 7o (M)e M T, (M, )
= o (M) gs (M) s (M)W (M, 25) + (M) qu (M) o (M)W (M, )
= M (M)U,(M, z,) + M, (M)T, (M, z,,)
= ™MW (M,z).
Ainsi e!A®(M,z) = ®(M,eMz), ie. on a donc une conjugaison ®(M,-) entre les flots et et

e!™ | qui varie continuement en M € % et ®(A,-) = idg.. En autres termes, le flot e* est
structurellement stable.

Applications : conjugaisons en famille

23. On a discuté l'ouverture des %;, j = 0,...,n dans . Il reste & montrer leur connexité. Soit
I; € %; la matrice diag[l,...,1,—1,...,—1] (j entrées sont 1). Toute matrice M € %; s’écrit
M = PHP~! ou H = diag[Ay,..., A, B1,...,Bs,C1...,Cy, D1,...,D,] telle que
a. Les A; (1 <k <) sont les blocs de Jordan réels associés aux valeurs propres positives de M.
b. Les By (1 <k < s) sont les blocs de Jordan complexes associés aux valeurs propres de partie
réelle positive de M.



24.

c. Les C; (1 <k < u) sont les blocs de Jordan réels associés aux valeurs propres négatives de M.

d. Les Dy (1 < k < wv) sont les blocs de Jordan complexes associés aux valeurs propres de partie
réelle négative de M.

e. La somme des tailles des Ay et By est m(A).
f. det(P) > 0 (on peut remplacer P par —P si nécessaire).
L’ensemble GL;' (R) des matrices de déterminant positif est connexe par arcs, donc on peut trouver
un chemin p(t) : [0,1] — GL (R) tel que p(0) = P et p(1) = id,,. Trouvons maintenant un chemin
dans %; reliant H a I;.

A1

a. Soit 1 <k<retA,= , A> 0. Le chemin

(I—-t)A+t 1—t
vt € 10, 1] ag(t) := :
(I—=t)A+t

relie a;(0) = Ar a ai(1) = diag[l,...,1]. De plus, les valeurs propres de a(t) (qui sont
(1 —¢)A + ) sont positives pour tout ¢ € [0, 1].
Q idy
b. Soit 1 < k < set By = ,Qz[(g ab},a>0,b7é0.Lecheminq(t) =
Q
ub?lt)—at—;t (;E(i);f&-)t relie ¢(0) = @ & ¢(1) = ids. Ainsi, le chemin

q(t) (1—1t)idy
vt € [0,1] bi(t) := :
q(t)
relie b, (0) = By a b (1) = diag[l,...,1]. De plus, les valeurs propres de by (t) (qui sont (1 —
t)a +t £ib(1 — t)) sont de partie réelle positive pour tout ¢t € [0, 1].

c. De méme, on peut trouver les chemins ¢ reliant Cy a diag[—1,...,—1] (1 < k < u) tel que
les valeurs propres de ¢k (t) sont négatives pour tout ¢ € [0, 1]; et les chemins dj, reliant Dy a
diag[—1,...,—1] (1 < k < w) tel que les valeurs propres de di(t) sont de partie réelle négative
pour tout ¢ € [0,1].

Ainsi, on a un chemin
h = diagla,...,ar,b1,...,bs,c1,...,Cu,d1,...,dy] : [0,1] = %,
reliant h(0) = H & h(1) = I;. En conséquence, on a une chemin
vie01],  m(t) = p(HhHp(t) ! € %

reliant m(0) = PHP~' = M a m(1) = I,; dans %;. Donc %; est connexe par arcs.

De , pour tout s € [0, 1], il existe un voisinage ¥; C %; de M(s) et une application continue
O, : ¥, x R™ — R” telle que pour tout s’ € [0,1] avec M(s) € ¥;, on ait une conjugaison ®(s’,-)
entre les flots eM () et M) ; et que ®,(s,-) = idgpr.

Soient 0 = sg < 81 < --- < s, = 1 tels que pour chaque 1 < k < m, M([sk—1,5k]) C ¥ = Y5,_,
(par compacité et connexité). On note @ := &, , pour 1 < k < m. On définit une application
continue

Fy : [sk—1, Sx] — Homeo(R"), s+ ®1(s1,-) 0 0Pp_1(sk_1,) 0 Pr(s,").
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pour chaque 1 < k < m. Pour tout (s,t) € [sg—1,5x] X R, on a

Fr(s) o ™) = (s1,-) 0 0®p_1(s5_1,-) 0 Py(s,-) 0 M)

=&y (s1,") 00 Dp_q(sp_1,) 0 M=) 0 Py (s, )

=Py (s1,-) 0 e™MBV o o Py (s, )

= eMG0) 6 Py (51,-) 0 By (s1,-)

= e o Fy(s).
Or, pour 1 <k <m—1, ona Ppi1(sg) = idg, donc Fi(sg) = Frt+1(sk). On peut définir donc une
application continue ¥ : [0,1] x R™ — R™ en posant U(s,x) := Fi(s)(x) lorsque sp_1 < s < sp.

De plus,
etA\I/(s,aj) _ €tAFk<S>(£L‘> _ Fk(s)<€tM(s)-T) — W(S,etM(s)x).
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