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Systèmes dynamiques
Feuille d’exercices 12

Dans la suite, si (X,F , µ) est un espace mesuré, on fera l’identification

algèbres finies de F ←→ partitions finies F −mesurables de X,

en identifiant une algèbre avec l’ensemble de ses atomes. On notera alors, si P et Q sont deux
partitions finies,

P ∨Q = {P ∩Q, P ∈ P , Q ∈ Q},
et cette notation coïncide avec l’opération ∨ sur les algèbres via l’identification donnée ci dessus.

Exercice 1. Quelques propriétés de l’entropie d’une partition

1. On pose
φ(x) = −x log(x), x ∈ [0, 1].

Alors si P = {P1, . . . , Pk}, on a, avec pi = µ(Pi),

Hµ(P) = −
∑
i

pi log pi =
∑
i

φ(pi).

Par concavité de φ on a
1
k

√
äHµ(P) = 1

k

∑
i

φ(pi)

6 φ

(
1
k

∑
i

pi
√

ä
)

= φ
(1
k

)
= −1

k
log 1

k
,

et donc Hµ(P) 6 log k = log Card(P).

2. On note Q = {Q1, . . . , Q`} et qj = µ(Qj). Alors

Hµ(P|Q) =
∑
j

qj
∑
i

φ(µ(Pi|Qj)),

et donc
Hµ(P|Q) = 0 ⇐⇒ φ(µ(Pi|Qj)) = 0 ∀i, j

⇐⇒ µ(Pi
√

ä|Qj) = 0 ou 1 ∀i, j
⇐⇒ Pi ∩Qj = ∅ ou Qj ⊂ Pi mod 0 ∀i, j
⇐⇒ P 6 Q mod 0.
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3. On rappelle le
Lemme 1 (Jensen). Si φ : [0, 1]→ R+ est strictement concave on a

φ

(
n∑
i=1

aixi

)
>

n∑
i=1

aiφ(xi), xi, ai ∈ [0, 1],
∑
i

ai = 1,

avec égalité si et seulement si xi = xj dès que ai, aj 6= 0.

On obtient
Hµ(P|Q) =

∑
j

qj
∑
i

φ(µ(Pi|Qj))

=
∑
ij

qjφ(µ(Pi|Qj))

6
∑
i

φ

∑
j

qjµ(Pi|Qj)


=
∑
i

φ

∑
j

µ(Pi ∩Qj)


=
∑
i

φ(µ(Pi))

= H(P),
avec égalité si et seulement si

µ(Pi|Qj) = µ(Pi|Qj′), j, j′ = 1, . . . , `, i = 1, . . . , k.

On note ci = µ(Pi|Qj) pour n’importe quel j.
Alors ∑j qjci = ∑

j µ(Pi|Qj) = µ(Pi) de sorte que ci = pi. On obtient donc

µ(Pi|Qj) = µ(Pi) ∀i, j,

de sorte que
µ(Pi ∩Qj) = µ(Pi)µ(Qj) ∀i, j.

4. On a, en notant p̃i = ν(Pi),

tHµ(P) + (1− t)Hν(P) = t
∑
i

φ(pi) + (1− t)
∑
i

φ(p̃i)

6 φ (tpi + (1− t)p̃i)
= Htµ+(1−t)ν(P).

Exercice 2. Quelques propriétés de l’entropie métrique

1. On a montré que pour toute partition P on a

tHµ(P) + (1− t)Hν(P) 6 Htµ+(1−t)ν(P).

On a donc pour toutes partitions P ,Q,
tHµ(P) + (1− t)Hν(Q) 6 tHµ(P ∨Q) + (1− t)Hν(P ∨Q)

6 Htµ+(1−t)ν(P ∨Q).

Puisque Pnf ∨Qnf = (P ∨Q)nf on obtient

thµ(f,P) + (1− t)hµ(f,Q) 6 htµ+(1−t)ν(f,P ∨Q) 6 htµ+(1−t)ν(f).

Cela conclut.
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2. Soit P une partition. On note Pnf = ∨n
j=0 f

−j(P). Alors

1
n
Hµ(Pnkf ) = 1

n

√
äHµ

(
nk−1∨
i=0

f−i(P)
)

= 1
n
Hµ

n−1∨
j=0

f−kj
(
k−1∨
i=0

f−i(P)
) .

Par conséquent, on obtient
khµ(f,P) = hµ(fk,Pkf ).

Mais puisque P ⊂ Pkf on a
hµ(fk,P) 6 hµ(fk,Pkf ).

Il vient donc
hµ(fk) = sup

P
hµ(fk,P) 6 sup

P
hµ(fk,Pkf ).

D’autre part on a évidemment

sup
P
hµ(fk,Pkf ) 6 sup

P
hµ(fk,P).

Finalement
khµ(f) = sup

P
hµ(f,P) = sup

P
hµ(fk,Pkf ) = hµ(fk).

3. On pose Q = {A,X \ A}. Alors par le cours

Hµ(Pnf ∨Q) = Hµ(Q) +Hµ(Pnf |Q).

On a par définition

Hµ(Pnf |Q) = µ(A)
∑
P∈Pn

f

φ(µA(P )) + µ({A)
∑
P∈Pn

f

φ(µ{A(P ))

= µ(A)HµA
(Pnf ) + µ({A)Hµ{A

(Pnf ).

Puisque (P ∨Q)nf = Pnf ∨Q (car A est invariant), on obtient

hµ(f,P ∨Q) = µ(A)hµA
(f,P) + µ({A)hµ{A

(f,P).

Dès lors, puisque P ⊂ P ∨Q on a

hµ(f) = sup
P
hµ(f,P)

6 sup
P
hµ(P ∨Q)

= sup
P

(
µ(A)hµA

(f,P) + µ({A)hµ{A
(f,P)

)
.

Cela implique
hµ(f) 6 µ(A)hµA

(f) + µ({A)hµ{A
(f).

Mais par la question 1. on a

hµ(f) = hµ(A)µA+µ({A)µ{A

> µ(A)hµA
(f) + µ({A)hµ{A

(f).
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4. Puisque (Pnf )kf = Pn+k
f on a

hµ(f,Pnf ) = lim
k

1
k
Hµ((Pnf )kf ) = lim

k

n+ k

k

1
n+ k

Hµ(Pn+k
f ) = hµ(f,P).

Exercice 3. Une autre version du théorème de Kolmogorov-Sinai
Il s’agit de montrer que pour tout P on a

hµ(f,P) 6 sup
n
hµ(f,Pn).

On a par le cours
hµ(f,P) 6 hµ(f,Pn) +Hµ(P|Pn).

Il suffit donc de montrer que Hµ(P|Pn)→ 0 quand n→ +∞.
Soit ε > 0. On a σ (⋃nAn) = F donc par un théorème du cours,il existe C une algèbre finie de⋃
nAn telle que

Hµ(P|C) < ε.

Il existe donc n0 tel que C ⊂ An0 , et donc pour tout n > n0 on a

Hµ(P|Pn) 6 Hµ(P|Pn0) 6 Hµ(P|C) < ε.

Ainsi limnHµ(P|Pn) = 0, ce qui conclut.

Exercice 4. Entropie métrique et mesures boréliennes

1. Par l’exercice précédent il suffit de montrer que

σ

(⋃
n

Pn
)

= C.

Soit U un ouvert et x ∈ U . Alors il existe n(x) ∈ N tel que Pn(x)(x) ⊂ U . Ainsi,

U =
⋃
x∈U
Pn(x)(x).

Cette union est en fait dénombrable, puisque ⋃nPn est dénombrable.
Ainsi ⋃nPn engendre tous les ouverts, et donc la tribu engendrée par ⋃nPn est la tribu des
Boréliens.

2. On découpe le cercle en une union d’intervalles S1 = I1 t · · · t In avec diam(Ij) < 1/n.
On note alors Pn = {I1, . . . , In}, et x1, . . . xn les extrémités des intervalles.
Alors f−k(Pn) est une partition composée d’intervalles d’extrémités f−k(xj), de sorte que

Card
(
`−1∨
k=0

f−k(Pn)
)
6 n`.

On a donc par l’Exercice 1.,

hµ(f,Pn) = lim̀ 1
`
Hµ

(
`−1∨
k=0

f−k(Pn)
)

6 lim̀ log(n`)
`

= 0.

Par la question 1., on a puisque diamPn(x)→ 0 pour tout x,

hµ(f) = lim hµ(f,Pn) = 0.
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Exercice 5. Entropie métrique pour les applications expansives
Il suffit de montrer que diamPnf → 0 quand n→ +∞, où

diamPnf = max
P∈Pn

f

diamP. (1)

En effet, cela impliquerait par l’exercice précédent que

hµ(f) = lim
n
hµ(f,Pnf ).

Or pour tout n > 1 on a
hµ(f,Pnf ) = hµ(f,P)

par l’Exercice 2. Ainsi (??) implique hµ(f) = hµ(f,P). Puisque Pkf 6 P`f pour tous k 6 `, on a
que (diamPnf )n décroît.
Raisonnons par contraposition et supposons que limn diamPnf = ε > 0, de sorte que pour tout n
on a diamPnf > ε. Notons P = {P1, . . . , Pr}. Alors les éléments de Pnf sont de la forme

Pi0 ∩ f−1(Pi1) ∩ · · · ∩ f−n+1(Pin−1), ij ∈ {1, . . . , r}.

Puisque diamPnf > ε, on peut trouver xn, yn ∈ X et P ∈ Pnf tels que dist(xn, yn) > ε/2 et
xn, yn ∈ P . Ceci donne N0,n, N1,n, . . . , Nn−1,n ∈ {1, . . . , r} tels que

f j(xn), f j(yn) ∈ PNj,n
, j = 0, . . . , n− 1, n > 1.

En particulier on a
dist(f j(xn), f j(yn)) 6 diamP , j = 0, . . . , n− 1.

Quitte a extraire, on peut supposer xn → x et yn → y. Alors dist(x, y) > ε/2 et donc x 6= y.
D’autre part, on a pour tout j ∈ N,

dist(f j(x), f j(y)) = lim
n

dist(f j(xn), f j(yn)) 6 diamP .

Or x 6= y donc par expansivité on obtient diamP > δ, ce qui conclut.

Exercice 6. Inégalité de Rokhlin

1. On a Hµ(P ∨Q) = Hµ(Q) +Hµ(P|Q) pour tous P ,Q. Donc

Hµ(P|Q) +Hµ(Q|R) = Hµ(P ∨Q) +Hµ(Q∨R)−Hµ(Q)−Hµ(R)
= Hµ(R|Q) +Hµ(P ∨Q)−Hµ(R)
= Hµ(P ∨Q ∨R)−Hµ(R|P ∨ Q)

+Hµ(R|Q)−Hµ(R)
> Hµ(P ∨Q ∨R)−Hµ(R)
> Hµ(P ∨R)−Hµ(R)
= Hµ(P|R).

Ainsi on a obtenu
D(P ,R) 6 D(P ,Q) +D(Q,R).

D’autre part par l’exercice 1. on a

D(P ,Q) = 0 ⇐⇒ Hµ(P|Q) = 0 = Hµ(Q|P)
⇐⇒ P = Q mod 0.

Enfin D(P ,Q) = D(Q,P) et donc D est une distance.
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2. On a par le cours
hµ(f,P) 6 hµ(f,Q) +H(P|Q).

Ainsi
|hµ(f,P)− hµ(f,Q)|

√
ä 6 max(Hµ(P|Q), Hµ(Q|P))
6 D(P ,Q).
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