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SYSTEMES DYNAMIQUES
Feuille d’exercices 12

Dans la suite, si (X,F,u) est un espace de probabilités et A C F est une algebre finie, on notera H,,(A)
'entropie de A par rapport a p. Si f est une transformation mesurable de X, on notera h,(f, A) I'entropie de f par
rapport & (A, ) et h,(f) = sup 4 h,(f,A) son entropie métrique par rapport & y, ot la borne supérieure est prise
sur toutes les sous-algebres finies de F. Si P est une partition mesurable finie de X, on notera H, (P) = H,(A) et
hu(f, P) = hu(f, A) ot A est I’algebre finie dont les atomes sont les éléments de P. Si Q est une autre partition
finie, on notera P V Q la partition associée a 'algebre A V B, ou B est I’algebre associée a Q. Enfin, on notera
P =0 mod 0 (resp P < Q mod 0) si pour tout @ € Q de mesure non nulle, il existe P € P tel que u(PAQ) =0

(resp. u(Q\ P) =0).

Exercice 1. Quelques propriétés de 'entropie d’une partition

Soit (X, F, i) un espace probabilisé et P, Q deux partitions mesurables finies de X. Montrer les propriétés suivantes.

1. H,(P) < logcard(P).

[NV}

. H,(P|Q) =0 si et seulement si P < Q mod 0.

w

. H,(P|Q) < H,(P) avec égalité si et seulement si P et Q sont indépendantes, i.e.
wPNQ)=puP)u(@), PeP, Qe

4. Pour tout autre probabilité v, Hy,y1—¢),(P) > tH,(P)+ (1 —t)H,(P).

Exercice 2. Quelques propriétés de [’entropie métrique

Soit (X, F, pt) un espace probabilisé et f : X — X une transformation préservant .
1. Soit v une autre mesure de probabilités préservée par f. Montrer que Ay, 4 (1—4), (f) > thu(f) + (1 —t)h,(f).
2. Montrer que h,(f*) = kh,(f) pour tout k € N.
3. Soit A un ensemble f invariant avec p(A) > 0. Montrer que h,(f) = p(A)h,(fla) + 1(A%)hu(f|ac).

4. Soit P une partition finie mesurable. Montrer que pour tout n > 0 on a h,(f,P) = h,(f, P}) o

n—1
Py =\ f7(P).
=0

Exercice 3. Une autre version du théoreme de Kolmogorov-Sinai

Soit (X, F,u) un espace probabilisé, f une transformation de X préservant p et P,, une suite croissante de sous-
algebres finies de F telle que o (U,,cn Pn) = F. Reprendre la démonstration du théoreme de Kolmogorov-Sinai et
montrer que

h(f) = lim by, (£, o).

Exercice 4. Entropie métrique et mesures boréliennes

Soit (X, d) un espace métrique compact, 4 une mesure de probabilité borélienne et f : X — X une transformation
mesurable préservant p.



1. Pour toute partition finie de boréliens P et tout € X, on note P(x) I’élement de P contenant x. Soit
(Pn)nenN une suite croissante de partitions finies telle que pour tout z € X,

diam P, (z) — 0.
Montrer que h,(f) = lim,, h,(f, Pn).

2. On suppose X = S', i est la mesure de Haar et f est un homéomorphisme de X. Montrer que h.(f) =0.
Indication : on pourra considérer des partitions de S* formées d’intervalles et utiliser I’exercice 1.

Exercice 5. Entropie métrique pour les applications expansives

Soit (X,d) un espace métrique compact et f : X — X une transformation continue. On suppose que [ est
expansive, c’est-a-dire qu’il existe d > 0 tel que pour tous z,y € X,

sup d(f"(x), f"(y)) <6 — z=1y.
neN

Soit P une partition finie de X telle que diam(P) < ¢ pour tout P € P, et u une probabilité borélienne sur X
préservée par f. Montrer que

hu(f) = (. P)-

Exercice 6. Inégalité de Rokhlin
Soit (X, F, u) un espace de probabilité. Si P et Q sont deux partitions finies de X, on note
D(P,Q) = Hu(P|Q) + H,(Q[P).

1. Montrer que H,(P|Q) < H,(P|R) + H,(R|Q), et en déduire que D est une distance sur l'ensemble des
partitions mesurables finies de X (modulo les ensembles négligeables).

2. Montrer que pour toute transformation f: X — X préservant p on a

|hﬂ(f’P) - hlt(fa Q)| S D(,P, Q)

Exercice 7. Entropie métrique et entropie topologique

Soit (X, d) un espace métrique compact et f : X — X une homéomorphisme. Soit  une mesure borélienne de
probabilité préservée par f. Le but de I'exercice est de montrer que h,(f) < heop(f)-

1. Soit P = {Pi,..., Py} une partition mesurable. Montrer qu'’il existe des fermés C; C P;, j € {1,...,k} tels
que
H,(PIC) <1,

ol on a noté

k
C={Co.C1,....C}, Co=X\]JCh

j=1
2. Soit R ={CoUC4,...,CoUCy}. Montrer que
n—1 ) n—1 .
card \/ 7 (P) | <2"card \/ f77R)|, neN.
j=0 §=0
Pour tout recouvrement ouvert fini & = {Uy,...,Up} de X, on note

S(U,d) = sup{5 >0, Ve X, 3je{l,....0), Ba(z,0) C Uj}.

w

. Montrer que §(U,d) > 0 pour tout recouvrement ouvert fini U.

W

. Montrer que
n—1
s\ F7R), df | =8(R,d), neN,
j=0
o df (z,y) = maxo<j<n—1 d(f7 (), f7(y)).

5. En déduire que h,(f) < heop(f) +10g2+ 1.

6. Conclure.



