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Exercice 1. Théorème de Furstenberg-Kesten
On pose ϕn = log ‖An‖. Il suffit de montrer que (ϕn) est sous-additive. On a, si ‖ · ‖ est une
norme d’opérateur (i.e. ‖AB‖ 6 ‖A‖‖B‖),

ϕn+m(x) = log ‖An+m(x)‖
= log

∥∥∥A(fn+m−1(x)) · · ·A(fm−1(x)) · · ·A(x)
∥∥∥

= log
∥∥∥A(fn+m−1(x)) · · ·A(fm−1(x))

∥∥∥
+ log

∥∥∥A(fm−1(x)) · · ·A(x)
∥∥∥

= ϕm(x) + ϕn(fm(x)).

Le résultat pour la norme ‖ · ‖ est alors une conséquence du théorème ergodif sous-additif de
Kingman. Si ‖ · ‖′ est une autre norme, on a pour un C > 0

log(1/C)
n

+ 1
n

log ‖An‖ 6 1
n

log ‖An‖′ 6 logC
n

+ 1
n

log ‖An‖,

ce qui conclut.

Exercice 2. Formule d’Herman

1. La transformation Rα est ergodique, donc λ± est constante.

2. On a 
1 + e2iθ

2
1− e−2iθ

2
e2iθ − 1

2i
1 + e2iθ

2 .

 = eiθ
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

3. Rappel : f : U → R est sous-harmonique si pour tout z ∈ U et r > 0 tel que B(z, r) ⊂ U ,
on a

f(z) 6 1
2π

∫ 2π

0
f
(
z + reiθ

)
dθ.

On note que si ϕ : U → C est holomorphe et ne s’annule pas, alors z 7→ log |ϕ(z)| est
harmonique. En effet,

∂z∂z̄ log |ϕ(z)| = ∂z∂z̄ (logϕ(z) + log ϕ̄(z)) = 0.

Chaque coefficient de Cn(z) dépend de manière holomorphe de z, et donc z 7→ |Cn(z)ij| est
harmonique pour tous ij.
En particulier si ‖A‖ = maxij |aij| on a que z 7→ log ‖Cn(z)‖ est sous-harmonique.
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4. On a
λ+ = lim

n→+∞

1
n

∫
log ‖An(x)‖dµ(x).

Mais
Cn

(
e2iπx

)
= Aσe2iπ((n−1)α+x)R2π((n−1)α+x) · · ·Aσe2iπxR2πx

= e2iπτ(x)An(x),
où

τ(x) = nx+
n−1∑
k=0

kα = nx+ n(n− 1)
2 α.

Par la question 3. on a

lim
n

1
n

∫ 1

0
log

∥∥∥Cn (e2iπx
)∥∥∥ dx > lim

n

1
n

log ‖Cn(0)‖.

Or on a
Cn(0) =

(
Aσ

( 1
2

1
2i

−1
2i

1
2

))n

= 1
2n

(
Aσ

(
1 −i
i 1

))n

= 1
2n

(
σ −iσ

iσ−1 σ−1

)
︸ ︷︷ ︸

B

n

.

On a sp(B) = {0, σ + σ−1}. Par suite

1
n

log ‖Cn(0)‖ = 1
n

log
∥∥∥∥∥
(
B

2

)n∥∥∥∥∥ −→n→+∞
log ρ(B/2) = log σ + σ−1

2 .

Exercice 3. Produits de matrices aléatoires
On note f = σ le décalage sur Σ = {1, . . . ,m}N, et µ = (p1, . . . , pm)⊗N. On définit alors
A : Σ→ GL(d,R) par

A(x) = Ax0 , x = (x0, x1, . . . ) ∈ Σ.
Alors, avec les notations de l’Exercice 1., on a

An(x) = Axn−1 · · ·Ax0 , x = (xk) ∈ Σ.

Alors par l’Exercice 1. on a
1
n

log ‖An(x)‖ → λ ∈ R ∪ {−∞}

avec λ une constante (car f est ergodique). De plus λ > −∞. En effet on a ν > 1 tel que

ν−n‖v‖ 6 An(x) 6 νn‖v‖, v ∈ Rd, x ∈ Σ,

ce qui donne λ > − log ν > −∞.

Exercice 4. Théorème d’Osedelets en dimension 2

1. Si A ∈ SL(2,R) on a ‖A−1‖−1 = ‖A‖−1, et donc

−λ+(x) = lim 1
n

log ‖An(x)‖−1 = lim 1
n

log ‖A−n(x)‖−1 = λ−(x).
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2. On a
‖An(x)‖−1‖v‖ = ‖An(x)−1‖−1‖v‖

6 ‖An(x)v‖
6 ‖An(x)‖‖v‖.

Donc
1
n

log
(
‖An(x)−1‖−1‖v‖

)
>

1
n

log ‖An(x)v‖ 6 1
n

log ‖An(x)‖‖v‖.

Cela donne

λ−(x) 6 lim inf
n

1
n

log ‖An(x)v‖ 6 lim sup
n

1
n

log ‖An(x)v‖ 6 λ+(x).

3. Fait : pour tout B ∈ SL(2), il existe u, v ∈ R2 tels que u ⊥ v et

‖u‖ = ‖v‖ = 1, ‖Bv‖ = ‖B‖−1, ‖Bu‖ = ‖B‖, 〈Bu,Bv〉 = 0.

En effet, on prend (u, v) qui diagonalise B>B avec B>Bu = λu et B>Bv = λ−1 avec
λ > λ−1. On a alors λ = ‖B‖, ce qui conclut.

4. Le nombre αn est défini par

sn(x) = sin(αn)un+1(x) + cos(αn)sn+1(x).

On a
‖An+1(x)sn(x)‖ > ‖ sin(αn)An+1(x)un+1(x)‖

= | sin(αn)|‖An+1(x)‖.

D’autre part
‖An+1(x)sn(x)‖ 6 ‖A(fn(x))‖‖An(x)sn(x)‖

= ‖A(fn(x))‖‖An(x)‖−1

Il suit que
| sin(αn)| 6 ‖A(fn(x))‖

‖An+1(x)‖‖An(x)‖ .

On a
1
n

log ‖A(fn(x))‖ = 1
n

log ‖A(x)‖+ 1
n

n−1∑
k=0

log ‖A(fk+1(x))‖
‖A(fk(x))‖

= 1
n

log ‖A(x)‖+ 1
n

n−1∑
k=0

ψ(fk(x)),

où ψ(x) = log ‖A(f(x))‖ − log ‖A(x)‖. Alors ψ ∈ L1(µ) et donc le théorème ergodique de
Birkhoff implique que la limite

lim
n

1
n

log ‖A(fn(x))‖

existe pour µ−presque tout x.
D’autre part puisque log ‖A‖ ∈ L1 on a, pour tout ε > 0,

µ
({
x : 1

n
log ‖A(fn(x))‖ > ε

})
→ 0, n→ +∞.

En conséquence 1
n

log ‖A(fn(·))‖ → 0 en probabilités quand n→ +∞. Comme 1
n

log ‖A(fn(·))‖
converge aussi µ–pp quand n→ +∞, on a que 1

n
log ‖A(fn(·))‖ → 0 µ–pp.
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Par conséquent
1
n

log | sin(αn)| 6 1
n

log ‖A(fn(x))‖ − 1
n

log ‖An+1(x)‖ − 1
n

log ‖An(x)‖,

et donc
lim sup

n

1
n
| sin(αn)| 6 −2λ+(x).

5. Soit ε > 0 tel que β = 2λ+(x)− ε > 0. On a pour tout n assez grand

| sin(αn)| 6 exp (−βn) .

Ceci implique pour tous m > n > 0

distRP 1(sn(x), sm(x)) 6 C
m−1∑
k=n

e−βk 6 Ce−βn
1− e−β ,

ce qui conclut. Ici on a utilisé distRP 1(u, v) 6 C sin(angle(u, v)).

6. Soit βn l’angle entre s(x) et sn(x). Alors s(x) = cos βnsn(x) + sin βnun(x) et donc

‖An(x)s(x)‖ 6 | cos βn|‖An(x)sn(x)‖+ | sin βn|‖An(x)un(x)‖.

Donc

lim sup
n

1
n

log ‖An(x)s(x)‖

≤ max
{

lim sup
n

1
n
|cos βn| ‖An(x)sn(x)‖ , lim sup

n

1
n
|sin βn| ‖An(x)un(x)‖

}
≤ max

{
lim sup

n

1
n

log ‖An(x)‖−1 ,

lim sup
n

1
n

log |sin βn|+ lim sup
n→∞

1
n
‖An(x)un(x)‖

}
≤ max{−λ+(x),−2λ+(x) + λ+(x)} = −λ+(x).

Ceci conclut.

7. Soit γn l’angle entre v et sn(x). Alors v = cos γnsn(x) + sin γnun(x) et donc

‖An(x)v‖ > | sin γn|‖An(x)un(x)‖ − | cos γn|‖An(x)sn(x)‖

par la question 3.. Puisque | sin γn| > c pour un c > 0 pour n grand (puisque v 6= s(x) et
sn(x)→ s(x)) on a

‖An(x)v‖ > c‖An(x)‖ − ‖An(x)‖−1.

Ceci implique lim infn 1
n

log ‖An(x)v‖ > λ+(x) (car lim supn 1
n

log ‖An(x)‖−1 = −λ+(x)).
Pour l’autre inégalité on remarque que

lim sup
n

1
n

log ‖An(x)v‖ 6 lim sup
n

1
n

log ‖An(x)‖ = λ+(x).

8. La question 6. donne

lim
n

1
n

log ‖An(f(x))A(x)s(x)‖ = lim
n

1
n+ 1‖A

n+1(x)s(x)‖ = −λ+(x).

D’autre part la question 7. donne

lim
n

1
n
‖An(f(x))v‖ = λ+(x)

pour tout v qui n’est pas colinéaire à s(f(x)). On obtient que A(x)s(x) est colinéaire à
s(f(x)).
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On suppose maintenant f inversible.

9. Si λ+(x) > 0 on définit Es(x) = Rs(x) et Eu(x) = Ru(x). Alors, par les questions qui
précèdent, cette décomposition vérifie les propriétés demandées.
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