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SYSTEMES DYNAMIQUES
Feuille d’exercices 13

Exercice 1. Théoreme de Furstenberg-Kesten

On pose ¢, = log ||A"||. 1l suffit de montrer que (p,) est sous-additive. On a, si || - || est une
norme d’opérateur (i.e. ||[AB|| < ||All||B]]),

Puim () = log || A" (@)
= log||A(f™™ (@) - A(f" (@) - Al)
= log |A(f"" ! (x)) - A(S (@)
+log ||A(f" ! (2)) -+ A(w)|
= om(@) + Pal(f"(@)).

T

)
)

Le résultat pour la norme || - || est alors une conséquence du théoréme ergodif sous-additif de
Kingman. Si || - ||" est une autre norme, on a pour un C' > 0
log(1/C) 1 " 1 " logC 1 .
———= + —log||A"|| < —log [|A"|]" < + —log [|A"],
n n n n n

ce qui conclut.

Exercice 2. Formule d’Herman

1. La transformation R, est ergodique, donc A1 est constante.

2. Ona 1420 1 _ o2
9 9 0 cost —sind
20 _ 1 1ye2 |7 ° (sin@ cos )
21 2
3. Rappel : f: U — R est sous-harmonique si pour tout z € U et r > 0 tel que B(z,r) C U,
on a

f@)<]'A%f@+w€%d&

S or
On note que si ¢ : U — C est holomorphe et ne s’annule pas, alors z — log|p(2)| est
harmonique. En effet,

0.0z log [p(2)| = 0.0z (log ¢(2) + log ¢(z)) = 0.

Chaque coefficient de C,,(z) dépend de maniere holomorphe de z, et donc z +— |C),(2);;] est
harmonique pour tous 2.

En particulier si ||A|| = max;; |a;;| on a que z — log ||C,,(2)|| est sous-harmonique.
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4. On a

1 .
Ao = lim = [log | 4"(@) | du().

n—-+oo n
Mais ' ' ‘
Cy () = A& ™I Ry 0ty -+ A€ ™ Ray
— eQ’iWT(QE)An(x)’
ou )
- —1
7(z) :nx+2ka:nx+wa.

k=0 2

Par la question 3. on a

lim 1 01 log HC" (e%”)

non

Or on a

2

Exercice 3. Produits de matrices aléatoires

1 1
log [C(0)] = - log

On note f = o le décalage sur ¥ = {1,... m}N, et u = (py,..

A: ¥ — GL(d,R) par
Alx) = Ayyy, o= (x0,27,...) € 2.
Alors, avec les notations de I'Exercice 1., on a
AM(x)=A,, - Apy, x=(x) €.
Alors par I’Exercice 1. on a

1
~log [[4"(x)]| — A € RU {~oc}

njoo log p(B/2) =

1
| da > lim — log [|C, (0)]]-
nn

oc+ot

2

log

Pm)®N. On définit alors

avec A une constante (car f est ergodique). De plus A > —oo. En effet on a v > 1 tel que

v "lol] < A"(2) <vtfl]l, veRT zel,

ce qui donne A > —logv > —oc.

Exercice 4. Théoreme d’Osedelets en dimension 2

1. Si A€ SL(2,R) on a ||[A7||~' = ||A||7!, et donc

.1 n _ .1 n _
A (2) = lim —log [[A"(2) | = lin —log [ A" (@) " = A_(a).
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2. On a . . i
[A™ (@) || o]l = [A"(2) [ vl

< [lA" (@]
< 4@l
Donc
Liog (147(@) 7 o])) > = log A" ()e]l < ~ log||A™(@)l| o]l
n n n
Cela donne

1 1
A_(z) < liminf —log || A" (z)v]| < limsup —log ||A™(z)v|| < A4 ().
n n n n

3. Fait : pour tout B € SL(2), il existe u,v € R? tels que u L v et

lull = llvll =1, [|Boll =|IBI"", [|Bull =|IBll. (Bu,Bv)=0.

En effet, on prend (u,v) qui diagonalise B'B avec B'Bu = M et BT Bv = \7! avec
A > A1 On aalors A = || BJ|, ce qui conclut.

4. Le nombre «, est défini par
Sp(x) = sin(ay ) un11(x) + cos(a,)Spi1(T).

[A™ (@) s ()] > || sin(an) A" (@)t (2)
= | sin(aw) [ A" (2)]].

D’autre part

A (@) s (2) | < A (@) A" (@) s (@)
= A" @) A" @)
11 suit que JA(f™(2))]
[sinen)l S TR A @]
On a kot
Clog [ A( (@) =~ Tog A + Zl W
1

= —log[[A(z)] + - Zwk

ou P(z) =log||A(f(x))|| — log ||A(x)||. Alors ¢ € Ll(,u) et donc le théoreme ergodique de
Birkhoft implique que la limite

1
lim -~ log [ACf" ()]l

existe pour u—presque tout z.

D’autre part puisque log ||A|| € L' on a, pour tout ¢ > 0,

w ({x : ;log A" (2)|| > 8}) — 0, n— +o0.

En conséquence * log [|A(f™(-))|| — 0 en probabilités quand n — +oo. Comme  log | A(f™())|
converge aussi p—pp quand n — 400, on a que +log [|A(f"(-))|| = 0 p—pp.
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Par conséquent

1 1 1 1

—1 in(a,)| < =1 A — =1 Antt — =1 A"

~log |sin(an)| < —log |A(f"(2))l| = ~log | (@)l = ~log [ A" (2)]],
et donc

1
lim sup —| sin(a, )| < —2A; ().
n n

. Soit € > 0 tel que =2\, (x) —e > 0. On a pour tout n assez grand
| sin(ay,)| < exp (—fn) .
Ceci implique pour tous m > n > 0
m—1 —
Ce=Pn
CY efhg :
Z 1 — e—ﬂ

k=n

VAN

distg p1 (Sn<x>7 Sm (l’))

ce qui conclut. Ici on a utilisé distg p1(u, v) < C'sin(angle(u, v)).

. Soit 3, langle entre s(x) et s,(x). Alors s(x) = cos 3,8, (x) + sin B, u,(x) et donc
A" (2)s(2) || < | cos Bal| A" (2)sn ()| + [ sin Ba[[ A" (2)un ()]

Donc

hmsup log || A" (x)s(x)]|

1
SmaX{limsupn\COSﬁn!HA"(QT) (@)l hmsup [sin G| [ A" () n(ﬂc)H}
1
< max {limsup —log ||A™(x)|| ",
n n

1 1
lim sup — log |sin 3,| + lim sup — || A" (x)u,(x) H}
n n n—oo T
< max{-Ay(z), =2A¢ (2) + Ay (2)} = =y (2).
Ceci conclut.
. Soit 7, angle entre v et s,(z). Alors v = cos¥,5,(x) + sin y,u,(x) et donc
[A™ (@)l = | sinn[[[A™ (@)un () ]| = | cos [ [[A™(2)sn ()]

par la question 3.. Puisque |sin~,| = ¢ pour un ¢ > 0 pour n grand (puisque v # s(z) et
sp(z) — s(z)) on a
[A™(z)v]| = e A" ()] — [|A" ()] 7"

Ceci implique liminf,, +log[|A™(z)v| > Ai(x) (car limsup, + log [A™(z)||™' = —Ai(x)).
Pour l'autre inégalité on remarque que

lim sup — logHA"( Jol| < lim sup — logHA"( )= A (2).

. La question 6. donne
1

1 . n
lim - log | A"(f(2)) A(z)s(x)|| = lim ——— |4 Ha)s(@)] = = (@)
D’autre part la question 7. donne

tim | A (f (@)l = A (2)

pour tout v qui n’est pas colinéaire a s(f(z)). On obtient que A(x)s(z) est colinéaire a

s(f(x)).



On suppose maintenant f inversible.

9. Si Ay (x) > 0 on définit Es(z) = Rs(x) et E,(z) = Ru(z). Alors, par les questions qui
précedent, cette décomposition vérifie les propriétés demandées.



