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SYSTEMES DYNAMIQUES
Corrigé 2

Exercice 1. Familles d’applications transitives
Soit (Ug)ren une base d’ouverts de X. Pour tous k,i € N, ’ensemble
Ai,k = U fz‘_n(Uk)
neN
est un ouvert dense, par transitivité des f;. Des lors I'ensemble
V=[] ) A
ieN keN

est dense, par le théoreme de Baire, puisque X est localement compact. Tout élément y € Y
vérifie donc que son orbite O, (y) est dense dans X. Comme X est séparé et qu’il n’a pas de
points isolés, cela implique que pour tout p > 1, 'ensemble

O4p() ={f*) : k>p}

est dense (en effet, dans un espace séparé et sans points isolés, si une suite {u, : n > 0} est
dense, alors la suite {u,, : n > 1} est aussi dense). Ainsi on a que

y € ) Osp(y) = wly),

pz1

c’est-a-dire y est récurrent.

Exercice 2. Transformations minimales

1. Soient U,V deux ouverts non vides, et Y = U,>; f*(V). Alors Y est fermé et f(Y) C Y ;
ainsi Y = X et il existe n € N tel que f*(U)NV = 0.

2. Soit F = {F C X, F est un fermé non vide tel que f(F) C F'}. Alors F est partiellement
ordonné pour l'inclusion. Soit C C F une famille totalement ordonnée. Alors

G=(F

FeC

est non vide. En effet, supposons que ce ne soit pas le cas. Alors X = JpCF et par

compacité, il existe Fi,..., Fy € C tels que

N

i=1
Par suite m;\le F; = 0, ce qui est absurde puisque la famille {F,..., Fiy} est totalement
ordonnée.

Ainsi G est non vide et c¢’est un minorant pour C. Par le lemme de Zorn, il existe un élément
minimal de F, noté Y. Soit F' C Y un fermé non vide tel que f(F) C F. Alors FF =Y par
minimalité de Y et donc f|y est minimale.
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3. Soit f : X — X continue. Alors par la questions précédente, f admet une partie fermée
minimale non vide Y. Soit y € Y et p > 1 ; on considere O, ,(y) = {f"(y) : n > p}.

Alors Oy ,(y) est une partie fermée non vide de Y, invariante par f. Par minimalité de f|p,
O4,(y) =Y et en particulier

Y€ [ 04p(y) = wly).

p=1

Exercice 3. Ensemble non-errant

1. Supposons que pour tout n > m, f*(U)NU = (). Alors z n’est pas périodique et il existe un
voisinage V de z tel que f7/(V) NV =0 pour tout j = 1,...,m (en effet, on peut choisir
des voisinages U; de fi(x) pour i = 0,...,m, qui sont deux a deux disjoints, et considérer
V =, f74(U;)) Quitte a réduire V, on peut supposer V C U. On a donc f*(V)NV = ()
pour tout k € Nx; et = ¢ Q(f).

2. Soit ¢ Q(f) et U un voisinage ouvert de z tel que f*(U) N U = () pour tout n > 1.
Alors tout y € U est errant, et donc €(f) est fermé. Pour l'invariance, on raisonne par
contraposition. Si z € X vérifie que f(z) ¢ Q(f), alors on peut trouver un voisinage U de
f(x) tel que f*(U)NU = pour tout n > 1. Mais alors V = f~1(U) est un voisinage de z
et on a

FE V)NV € TN U) AU C U U =0

pour tout n > 1, ce qui implique que f*(V)NV = 0. Donc x ¢ Q(f).

Enfin, soit z € X et y € w(x). Soit U un voisinage ouvert de y. Alors il existe m >n > 0
tels que f™(z), f*(x) € U. 1l suit que f™™(U)NU # (), donc y € Q(f).

3. Pour = € Per(f), 'orbite O, (x) est un ensemble minimal et donc Per(f) C M(f).

Soit F' C X un sous-ensemble minimal pour f. Alors tout point de F' est récurrent (cf. la
question 3. de ’Exercice 2.) et donc M(f) C R(f).

Si x est récurrent, on a x € w(z) C Q(f). Comme Q(f) est fermé, on a R(f) C Q(f).

Exercice 4. Entropie d’un flot

La compacité de X et la continuité de q)’[O,l}X x donnent
Ve>0, 35(s)>0, Vr,ycX, dist(z,y) <dle) = d¥(z,y) <e.
Pour f: X — X, on rappelle que
df (z,y) = max{d(f*(z), f*(y)), k=0,...,n —1}.

De plus, on peut supposer que d(e) — 0 quand £ — 0. Par conséquent, puisque d%’w > dfr_; |>ona
pour tout € > 0 et tout 7' > 1

B (z,6) D Baz(z,€) D B (x,0(e)).

7] 7]

Ainsi, en notant pour toute application f: X — X

M (n,e) :min{m> 1, dzq, ..., 2 € X, UBdf(xi,g):X}7
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on a

M?(|T),e) < M*(T,e) < M# (T}, 4(e)),
ott M®(T,¢) est défini comme M/ (n, ) en remplagant d/ par d2. Il suit que

1 1 1
lim sup log M¥? (n,e) < limsup T log M®(T, ) < limsup — log M# (n,d(¢)),
T n n
ce qui conclut.

Exercice 5. Propriétés de l’entropie topologique
On définit comme dans le cours, pour tout f: X — X, tout n € N3; et tout € > 0,

C¥(n,e) :min{mZ 1, AU4,...,U,, C X, V7, diamd£(Ui) <e X C UUZ»},

=1

et
Nf(n,e):max{mGN, Jxy,...,x, € X, Vi# 7, d (xz,m])gs}.

1. On a C¥(n,e) = C'la(n,e) pour tous n, e, ce qui conclut.

2. Par la question précédente on a hiop(f;) < hiop(f) pour tout j. De plus, on a que
Z C’f|A
=1
Ceci implique qu’il existe i € {1,...,m} tel que

CIni(n,e) > ~Cf (n, ),

m

qui vérifie donc hiop(f]a

) htop(f)

3. Onaque df™ <d/,,_,.., pour tous m,n > 1. Par suite, M/™ (n,e) < MY (mn —m+1,¢) <
M’ (mn,e).

Par continuité de f, pour tout € > 0, il existe d(¢) > 0 tel que B(x,d(¢)) C By (z,¢). Alors
By (w,0(e ﬂ fTmB(f™ (@), 0(e))

C ﬂ f—sz m fzm( ) )
= Bdﬁl (m,é).
Ici, on a utilisé que
n—1
z) = () " B(f*(x),e).
k=0
1 suit que M/™(n,8(g)) = M7 (mn, ), et donc
M (mn,e) < M7 (n,6(¢)) < MY (mn, 4(¢)),
ce qui donne hiop(f™) = Mmhiop(f).

Si f est inversible on a Bdﬁ(x,s) = Bdfl (f"Y(z),¢e) pour tous n,x, e, ce qui conclut.
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4. On a que id : (X,d) — (X, d’) est un homéomorphisme puisque d et d’ engendrent la méme
topologie. De plus f oid = id o f donc les systéemes dynamiques topologiques (X, d, f) et
(X,d’, f) sont conjugués. Cela conclut par un théoréme du cours.

5. Onaque By ((7,y),€) = Bys (2, €)X Bag (y, ). Ceci implique que M7*9(n,e) < MY (n,e)MI(n,¢),
et donc fop(f X 9) < huop(f) + heop(9)-

Soient z1,...,x, € X (resp. u1,...y, € Y) tels que pour tous 1 < i # 7/ < m (resp.
1< j#75 <p)onait df (x;,x;) > e (vesp. d4(yi,y;) = €). Alors pour tous (i,5) # (¢, 5)
on a

A7 (i, yy), (2o, y50)) > €.

Par conséquent N/*9(n,e) > N/ (n,e)N9(n,e), et donc hiop(f X g) = hiop(f) + hiop(9)-

Exercice 6. Entropie des transformations Lipschitziennes

1. Soit n > 1. Il existe ¢ > 0 telle que pour tout € > 0 on a
e < M([0,1]"e) < ce™™
Par suite

—c+mnlogl/e logM([0,1]",e) _nlogl/e
log1/e h log1/e o logl/e’

ce qui conclut.

2. Soit L > max(1, L(f)). Alors d(f(x), f(y)) < Ld(z,y) pour tous z,y € X. Cela implique
que
f"(Bla,e/L") € B(f"(x),e), 0<m <,

et donc

n—1
Ble.e/L") C () S " B(f™(2).€) = By(w,e), Va,e.
m=0

Ainsi on obtient

1 1
—log M’ (n,e) < —log M(X,e/L")
n n

_ log(L™/e) log M(X,e/L™)

n log(L™/e)
B loge\ log M(X,e/L"™)
‘(bgL‘ n) log(L" /%)

Puisque log L > 0 on obtient
1
limsup — M7 (n, ¢) < log(L)bdim(X),
n n

et donc hiop(f) < log(L)bdim(X).

3. Par le cours, I'application doublante Es : [z] — [22] sur X = S satisfait cette égalité,
puisque bdim(S') = 1, et hyop(Fo) = log 2.

Exercice 7. Entropie algébrique



1. Soiti € {1,...,s}. et m,n > 0. Alors F"(;) peut s’écrire
F*"(vi) = At Apmry, A €T

On a donc
Fm™ () = F™ (A1) -+ F™(Apnyry)-

Chaque F™();) peut s’écrire comme un produit d’éléments I' de L(m,I") termes. Ceci
montre que
Lyim(F,T) < L,(F,T)L,,(F,T).

Ainsi la suite (log L, (F,T')),, est sous-additive, ce qui conclut.

2. Soit IV = {7{,...,7,} est un autre systeme de générateurs. Soient

k= max L(v;,T), & = max L(y;,T").

i<G<r 1<i<s
Alors pour tout g € G on a
L(g,T') < K'L(g,I") < kk'L(g, ).
En particulier L, (F,T") < K'L,(F,I") < kK'L,(F,T), ce qui conclut.
3. Soit I' un systeme de générateurs de GG. Alors on a
L,(I,,F.I') —2c < L,(F,T") < L, (L, F, T") + 2c
ot ¢ = max(L(y,T), L(75 ", T)). Cela conclut.

4. Soit . € X un autre point base et o/ un chemin joignant x, a f(z%). Soit G' = m (M, x).
Soit B un chemin joignant x, & /. Alors application ¢ : G — G’ définie par ¥(y) = 713
est un isomorphisme de groupes. On a

Fra(7) 71( oY)

T foB) T foB)foN(foB) T (foB)a
“H(foB) T (fo(ByBTY))adTH(f o B)a,

I
© o ©
~

ce qui montre que F,, , = ¢ 'Fy 49 ol ¢ : G — G’ est un isomorphisme de la forme
v+ B71yB ou B’ est un chemin joignant z, a 2. En procédant comme a la question
précédente, on conclut.



